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I. 


Zur  Theorie  der  (juadratischen  und 

kubischen  Reste. 

Von 

Henu  Georg  Meyer 

au8  Tosted  t. 


Herr  Professor  Stern  hat  in  seiner  Abliandlung:  „Rcclierclies  sur 
la  tbeoric  des  residas  (juadratiques"  ira  Anfange  einige  Untersuchun- 
gen über  Gombinationen  von  quadratischen  Resten,  beziehlich  von 
(luadratiscben  Kichtresten,  gemacht.  Diese  Untersuchungen  beziehen 
sicli  hauptsächlich  auf  die  Gombinationen  der  zweiten  Ciasso  d.  h. 
auf  die  Gombinationen,  welche  aus  der  Vereinigung  zweier  quadra- 
tischen Reste  oder  zweier  quadratischen  Kichtreste  entstehen.  Es 
ist  dort  bereits  bemerkt,  dass  man  diese  Betrachtungen  leicht  auf 
Gombinationen  höherer  Glassen  ausdehnen  könnte. 

Da  im  Folgenden  fast  ausschliesslich  von  quadratischen 
Resten  oder  quadratischen  Nichtresten  die  Rede  sein  wird,  so 
.sollen  dieselben  kurz  als  Reste  oder  N ich tresto  bezeichnet  werden. 

Die  von  Herrn  Professor  Stern  gefundeneu  Resultate,  welche  den 
folgenden  Untersuchungen  zu  Grunde  gelegt  werden  sollen,  sind  kurz 
«liese : 

Bezeichnet  man  mit  ctj,  ct^  ...  ffp-i  die  Reihe   der  Reste,   mit 

__ 

^,,  /3^  ...  ßp-i  die  Reihe  der  Nichtresto  und  mit  ^j,  A^^  B^^  B^  die 

Anzahlen  von  Lösungen,  welche  beziehlich  den  Gleichungen  l-j-«!««», 
l  +  aj  =  /3s,  l-f-^i  =  «2  und  1  +  ft  =  /^a  zukommen,  so  bestehen 
für  die  Grössen  A^^  A^^  B^  und  B^  folgende  Gleichungen: 


1)    A^^B^ 


wenn  p  eine  Primzahl  von  der  Form  4fi+3. 

Tttil  Lxm. 
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2)     A=^'7^,      A  =  7A  =  i^,  =  ^7", 

wenn  p  eine  Primzahl  von  der  Form  4|*  +  1- 

In  einer  anderen  Abliandlung:  „Zur  Theorie  der  quadratischen 
Reste"  sind  von  Heim  Professor  Stern  folgende  hierher  gehörige 
Sätze  bewiesen. 

Bei  jeder  einzelnen  Combinationsclasse  kommen  unter  den  Com- 
binationen  aus  den  Kesten,  sowie  unter  den  Combinationeu  aus  den 
Nichtresten,  alle  Reste  gleich  oft  und  auch  alle  Nichtrestc  gleich  oft 
vor.  (Giebt  es  m  Combinationeu  aus  den  Resten,  welche  einer  Zahl 
/'  congruent  sind,  so  ist  dafür  gesagt:  die  Zahl  k  kommt  mmaX  unter 
den  Combinationeu  vor).  Wenn  unter  den  Combinationeu  irgend  einer 
Classe  aus  den  Resten  jeder  Rest  gmol  und  jeder  Nichtrest  /imal 
vorkommt,  so  muss  unter  den  Combinationeu  derselben  Ciasso  aus 
den  Nichtresten  jeder  Rest  Amal  und  jeder  Nichtrest  gmal  vorkom- 
men. Die  Null  muss  dagegen  unter  den  Combinationeu  aus  den 
Resten  ebenso  oft  vorkommen,  wie  unter  den  Combinationeu  ans  den 
Nichtresten. 

Litteratur. 

Stern:  „Recherches  sur  la  theorio  des  residus  (luadratiques". 
(Memoires  courronnes  par  Tacademie  royale  de  Rruxelles. 
T.  XV.). 

Stern:  „Zur  Theorie  der  quadratischen  Reste".  (Crelle's  Jour- 
nal, Bd.  61.  pag.  *dU  ff.). 


Unter  den  Combinationeu  irgend  einer  Classe  aus  den  Resten 
komme  die  Null  wmal  vor,  jeder  Rest  rmal  und  jeder  Nichtrest  w-mal. 
Es  handelt  sich  um  die  Bestimmung  der  Zahlen  ?/,  v  und  ir  für  die 
einzelneu  Combinationsclasseu. 

Combinationeu  zur  dritten  Classe  ohne  Wiederholung. 

S  1. 

Es  sei  ;>  eine  Primzahl  von  der  Form  4/*  + 8.  Je  nachdem  ^ 
ungerade  oder  gerade  ist,  tritt  die  Zahl  2  als  Rest  oder  Nichtrest  auf. 

I.     ^  =  2m-fl.     /7=8m  +  7. 

Zunächst  soll  die  Anzald  der  Congruenzen  von  der  Form  «,+ 
«fg-f-cif3  =0  (modp)  bestimmt  werden.    Da  2  ein  Rest  ist,  so  können 
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p 

in  den  Congruenzen  von  der  Form  l  +  «4+'*5  ^  0  (modp)  die  Reste 

«4  nnd  a^  nicht  einander  gleich  werden;  man  erhält  daher  aus  jeder 

von  diesen  Congruenzen  zwei  verschiedene  Lösungen  der  Congruenz 

l-j-«  ^  P,  insofern  man  jede  der  Zahlen  a^  und  a^  auf  die  rechte 

Seite  der  Congruenz  schaffen  kann.    Die  Congruenz  l-j-cf4+ff5  ==  ^^ 

«+1 
besitzt  demnach    -^--  verschiedene  Lösungen.    Wollte  man  der  Con- 

gmcnz  l-]-«4-j-«5^0  ebenso  viel  Lösungen  wie  der  Congruenz 
1-}-«  ^  /J  zuschreiben,  so  würden  in  jenen  Lösungen  die  Zahlen  «4 
und  05  nebst  ihren  Permutationcn  vorkommen.  In  den  Lösungen  der 
Congruenz  l-f-ff4+«5^0  kann,  da  2  ein  Rest  ist,  niemals  eine  der 
Zahlen  «4  oder  a^  der  Einheit  congruent  werden ;  es  sind  in  diesen  Lö- 
sungen also  nur  von  einander  verschiedene  Reste  vorhanden.  Multiplicirt 

«+1 
man  die      X     Lösungen  der  Congruenz  1 -\- a^-\- a^  ^  0  succcssive 

mit  den  sämmtlichen  Resten  der  Zahl  jp,  so  erhült  man  dadurch  die 
Congmcnzen  von  der  Form  cifi4-^8+«^a^ö-  Unter  den  so  gefun- 
denen Congruenzen  müssen  aber  immer  drei  Congruenzen  mit  ein- 
ander übereinstimmen,  denn  die  Congruenz  «i  +  a^+^s  ^  0,  welche 
man  durch  Multiplication  mit  a^  erhält,  crgiebt  sich  ebenso  gut  durch 
Mnltiplication  mit  a^  und  a^.    Man  hat  demnach  das  Resultat: 


n  = 


p+l 

8 

p-l 
•      2 

0     • 
0 

Bei  der  Bestimmung  der  Zahlen  v  und  v?  kann  man  von  einem  von 
Herrn  Professor  Stern  angegebenen  Resultate  ausgehen.  Man  be- 
z<;ichnc  zur  Abkürzung  die  Congruenz  l-j-cfi-f^s  +  A  ^  ^  (mod^O 
mit  »S  und  die  Anzahl  ihrer  Lösungen  mit  «.  Die  Congruenzen  S 
ergeben  sich  dadurch,  dass  man  die  Congruenzen  l  +  a+i^^Ö 
(mod  p)  successivc  mit  den  Werten  1  -j-  ofj  =  «.5  und  den  Werten 
1  -[-  cifj  «  (Jj  multiplicirt.    Für  «  erhält  man  den  Wert 

In  den  «  Congruenzen  S  sind  die  IJcsto  a^  und  «^  nebst  ihren  Per- 
mntationen  vorhanden,  denn,  da  1  +  «2  nur  =  a  oder  =  ß  sein  kann, 
so  muss  sich  die  Congruenz  l+ffi  +  »2+/^i  ^^^  welche  man  durch 
Multiplication  mit  l-\-o^  erhält,  auch  noch  durch  Multiplication  mit 
1-f-of,  aus  einer  Congruenz  von  der  Form  l  +  a-j-|3^0  ergeben, 
die  Congruenzen  von  der  Form  l+ai+cfi  +  i^i  ^  0  bekommt  man 
nur  ein  einziges  Mal.  tfi  sei  die  Anzahl  der  von  einander  verschie- 
denen Lösungen  der  Congruenz  5,  welche  zugleich  ausser  der  P^inheit 
keine  gleichen  Reste  mehr  enthalten.    Die  Congruenzen  von  der  Form 
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1  +  «1  -j-  «1 4"  ft  =  ^  eiitsteben  durch  Multiplicatioii  mit  a^  aus  den 
CoDgrucnzeu  von  der  Form  l  +  l  +  «+/5^0,  weim  nur  a^  der  Be- 
dingung a.cY,  ^  1  (mod/))  genügt.  Die  Congruenzcn  der  letzten  Art 
ergeben  sich  aber  durch  Multiplication  mit  2  aus  den  Congruenzcn 
l  +  «o+/^o  =  0  (mod?>) 

p — 3 

» — ^ 

8. 


'1 


2 


Von  den  äj  Congruenzen  S  müssen  noch  die  Congruenzen  von  der 
Form  l-j-l  +  a+/5^0  ausgeschlossen  werden.    Die  Anzahl  dieser 

n  — 3 

Congruenzen  ist  im  allgemeinen  =  —r^ ,  ist  aber  die  Zahl  3  ein  Rest, 

so  ist  unter  diesen  Congruenzen  die  Congruenz  l-j-l-f-l  +  i^^O 
vorhanden;  dieselbe  ist  schon  bei  den  Congruenzen  von  der  Form 
l  +  ^i  +  c^i+ft  ^0  mitgezählt.  ^2  s^i  die  Anzahl  der  von  einarider 
verschiedenen  Congruenzen  ä,  welche  nur  ungleiche  Reste  enthalten. 

Es  ist 

3(1 

*«  =  *i 4 — h  1    oder    =  «j ^-, 

je  nachdem  3  ein  Rest  ist  oder  nicht. 

Nun  hat  Herr  Professor  Stern  schon  bemerkt,  dass  man  aus  einer 
Congruenz  von  der  Form  «i  +  as  +  ^n — 1^0  (mod/)),  wenn  die 
sämmtlichen  Reste  von  einander  verschieden  sind,  stets  drei  verschie- 
dene Congruenzen  S  herleiten  kann,  indem  man  jene  Congruenz  suc- 
cessive  mit  or^,  »5,  tt^  multiplicirt  und  diese  Zahlen  so  wählt,  dass 
or^.ax^li    «j.cf^^l»    «ö-<''3^1   (mod;?)   wird.    Es  ist    demnach 

w  ergiebt  sich  aus  der  folgenden  Gleichung: 

p-1 


N 


=  "+  -  2"^''+^'')' 


in  der  N  die  Anzahl*  der  Combinationen  bedeutet.     Man  muss  nun 
folgende  Fälle  unterscheiden: 

1.    m  =«  3w+2.    i)  =  24w+23.    3  ist  Rest. 

xV=  (12n+ll)(24w2+38w  +  15) 

«*=  (12n-f-ll)(n+l) 

v^  12n«+18n+7 
w  =  12««-f  19n+7 
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2.     m  =  3w.    p  =  24?*+ 7.    3  ist  Nichtrest. 

f,  =  (4»,+l)(3»  +  l) 

w  =  12^2+37/ 
IL     ^  =  2m.    p  ==  Sm-\-3. 
Zunächst  handelt  es  sich  wieder  um  die  Bestimmung  der  Zahl  u. 

In  den  --7—  Lösungen  der  Congruenz  1  +  «^  +  «^  ^  0  sind  die  Reste 

a^  und  «2  nebst  iliren  Permutationen  vorhanden.  Da  die  Zahl  2 
Nichtrest  ist,  so  werden  die  Reste  a^  und  a^  einmal  einander  gleich; 
ansserdem  ist  die  Congrnenz  l  +  l  +  of^^^  möglich.  Analog  wie 
unter  I.  crgicbt  sich: 

4    -   ,1  p-i 

n 

Den  Wert  v  findet  man  ebenfalls  in  ähnlicher  Weise  wie  unter  L, 
den  Grossen  /S',  a^  s^  und  s^  werde  dieselbe  Bedeutung  wie  dort  bei- 
gelegt, 

p  +1   p  — 3   ^^  p  — 3   p  — 3 

«=    -4-4      r~4~"T~ 

Die  Congruenzcn  von  der  Form  l-|-«i  +  ai+i5i  ^  0  (mod/))  erhält 
man  durch  Multiplication  mit  a^  aus  den  Congruenzcn  1  +  1 +  «+1? 
=  0,  und  die  Congrucnzen  von  dieser  Form  ergeben  sich  wieder 
aas  den  Congruenzcn  l-f/Jo+^o^^ 

•  ;,-3 


*i 


*2  =  *i  ""4 — T 1    oder    =  «1 j— j 

je  nachdem  die  Zahl  3  Rest  ist  oder  nicht. 

Man  niuss  wieder  zwei  Fälle  unteracheiden : 

1,     ,,t  =  3«+l.    p  =  24/t+ll.    3  ist  Rest. 

.V=  (12«+5)(24/t^  +  14/*  +  2) 
u  ==  /t(12/*+5) 
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N  bedeutet  die  Anzahl  der  CombiiiationeD. 

tr=^  12»^+7«-f  1 

2.    m  =«  3«+ 2.    p  =  24n+19.    3  ist  Nichtrest. 

iV=  (4n+3)(72/i2+90/i+28) 
«,  =  (3„-j-i)(4n-j-3) 
v  =  12»^-f-14«+4 
w  =  127i«+l5«-f5. 


§  2. 

Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  4,tt+l.    Je  nachdem  (i 
gerade  oder  ungerade  ist,  tritt  die  Zahl  2  als  Rest  oder  Nichtrest  auf. 


I.     fi  =  2m.    p  =  Sm-\- 1. 


j^)— 5 


n  bestimmt  man  folgenderraassen.    In  den  —j^-    Lösungen    der 

Congruenz  l-j-aj+ofg  ^0  (mod^)  sind  die  Reste  a,  und  a^  nebst 
ihren  Permutationen  vorhanden.  Da  die  Zahl  2  ein  Rest  ist,  so  wer- 
den die  Zahlen  «i  und  a2  einmal  einander  gleich.  Ausserdem  ist  die 
Congruenz  1 +1  +  ^2^0  möglich.    Man  findet  so: 


2 


—  1 


p^l 


u 


3 


Die  Zahl  fo  kann  man  in  folgenderWeiso  ermitteln.  Mau  bezeichne  wieder 
zur  Abkürzung  die  Congruenz  l+^i+Ws+ft^O  (mod^?)  mit  5,  ebenso 
werde  den  Zahlen  j?,  äj  und  «^  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  1.  beige- 
legt. Die  Congruenzen  S  ergeben  sich  dadurch,  dass  man  die  Cou- 
gruenzen  l  +  a-f-j^  ^0  (mod/?)  successive  mit  den  Werten  l+ai  =  a3 
und  mit  den  Werten  l  +  ^i  ^  j^j  multiplicirt. 


ft  = 


2)  — 5   p  — 1      p  — 1    p  — 1 
Ä'     '  ~~i       I       'a      *      A 


In  den  s  Congruenzen  *S  finden  sich  die  Zahlen  cr^  und  a^  nebst 
ihren  Permutationen.  Da  niemals  die  Summe  «j  +  j^j  der  Null  con- 
grueut  sein  kann,  so  ist  auch  in  den  vorliegenden  Congruenzen  nie- 
mals die  Summe  l  +  «2  der  Null  congruent.  Es  kann  also  1  +  «^ 
nur  =  a  oder  =  ß  sein.  Diejenigen  Congruenzen,  in  denen  die  Zahlen 
tti  und  »2  ^'^^  einander  verschieden  sind,  erhält  man  daher  zweimal, 
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diejenigen  Congraciizcu  aber,  iu  denen  beide  Reste  einander  gleich 
sind,  ergebeu  sich  nur  einmal.  Im  übrigen  kann  man  wie  früher 
verfahren. 

4 


M 


1  *> 

*«  =  «j         T         ^^^^       "^  H  —      1 r  1 

je  nachdem  die  Zahl  3  Rest  ist  oder  nicht. 

Aus  einer  Congmenz  von  der  Form  /Ji+/?2  +  fe— 1  ^^  kann 
man,  wenn  die  Nichtrestc  sämmtlich  von  einander  verschieden  sind, 
stets  drei  verschiedene  Congruenzen  S  herleiten,  indem  man  jene  Con- 
gmenz snccessive  mit  /J^,  ßr^f  ß^  multiplicirt  und  diese  Zahlen  so  be- 
stimmt, dass  ßi.ß^^l  {modp)^  ßi.ß^^l  und  ß.^.ß^^l  wird. 
Darnach  ist 

1.  M  =  3m+2.    ;;  =--  24«+ 17.    3  ist  Nichtrest. 

N  -  (12H+8)(^4»24-26n  +  7) 
n  =  M.(12/i-f8) 
tr  =  12n2+12/i+3 
v=12«»+13«  +  4 

2.  m  =  3/*.    ;j  =  24«  +  l.    3  ist  Rest. 

,V=  4w(72/j=ä  — 18//  +  1) 
u  =  4«(3/»  — 2) 
in  =1  12n* — 4iU 
v=  12w»-3w+l. 

II.      ft  =  2wi-|~l.    p  =  8m-|-r). 

Es  ist  alles  analog  wie  unter  I.    Die  --,  -   Lösungen  der  Con- 

graenz  l-4-«i+ff2  =  0  (modp)  enthalten  nur  von  einander  verschie- 
dene Reste.    Man  findet: 

]) — 5  p — 1 
-8-^2" 
3 


u  = 


p—b  />— 1      />— 1   p—1 
--4"    ~4"+"4  4~ 
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p^l 


H  = 


2 


*2  —  ''i 4— 


oder      =  *,  — 


p^l 


+  1, 


je  nachdem  3  Rest  oder  Nichtrest  ist. 


1.     m  = 


2.     vh 


3;i+l.    ;7  =  24n+13.    3  ist  Rest. 

N  =  (4«+  2)  (72w»+54/i  + 10) 
tt  =  (4n  +  2)(3»t+l) 
^<?  =  12»»+8w+l 
w  =  12/i2+9n  +  2. 

3w.    ;?  =  24u+ö.    3  ist  Nichtrest. 

iV=  (12/4-f2K24;i2+2/0 
fi  =  w(12»i+2) 
«•  =  12/»» 

V  «   12/l«+M. 


Combinationou  zur  zireiten  Classc  mit  Wiederholung. 

§3. 

Die  Werte  für  /«,  v  und  <r  lassen  sich  leicht  aus  den  für  Com- 

biuationen    ohne   Wiederholung    geltenden   Werten    ableiten.  Für 

Combinationen  ohne  Wiederholung  sind  von  Herrn  Professor  Steru 
folgende  Resultate  angegeben: 

m 

f*  =  ü;     V  =^  m\     ir  '^^  m,    wenn  2>  =  8w-}"3 
t*  =»  0;    V  =  7/*;     »(?  =  «t  +  ^9    wenn  p  =  8m-j-7 
n  =  2m]     w  =  m;     t»  =  m —  1,    wenn  p  =  8»^-f-l 
u  ==  2w-j-l;    »(?  =  w;    t;  =  r/t,    wenn  2»  =  8w-f-  5. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  Null  bei  den  Combinationen  mit 
Wiederholung  nicht  öfter  als  bei  den  Combinationen  ohne  Wieder- 

holung  vorkommen  kann.    Ist  die  Zahl  2  ein  Rest,  so  hat  man  — ,y— 

Congruenzcn  von  der  Form  «j+Wi  ^  tf^  (med;?),  es  tritt  unter  den 
Combinationen  mit  Wiederholung  aus  den  Resten  also  jeder  Rest 
einmal  mehr  auf  als  bei  den  Combinationen  ohne  Wiederholung.  Ist 
aber  die  Zahl  2  ein  Nichtrest,   so  findet  mau  jeden  Nichtrest  einmal 
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mehr  als   bei  den  Combinationcn  ohne  Wiederholung.    Man  hat  da- 
her folgende  Resultate : 

1.     p  —  8m+7. 
y^  ==  (4m 4- 3) (2m -f- 2),  wenn  N  die  Anzahl  der  Combinat.  bedeutet; 

2.  p  =  8m+3. 

jV=- (4»i+l)(2i»+l);     f?=.7H;    w  =  w-fl. 

3.  />  =  8f»+5. 

;V  =  (2i»-|-l)(4m-f-3);    u  =  2w  +  l ;     v  =  m;    lo  «=  w+1. 

4.  p  =  8m+L 

i^  =  2w(4f»-[~l)5     **  *^  2^*  j     *^  =  m;     t;  =  m. 

Combinationen  zur  dritten  Classe  mit  Wiederholung. 

§4. 
Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  4^+3. 

L     ^«2m+l.    p^Sm+7. 

Da  2  ein  Rest  ist,  so  können  in  den  Congruenzcn  von  der  Form 
^i~h'^x~h<'3^0  niemals  zwei  Reste  einander  gleich  sein,  es  behält 
«  also  denselben  Wert  wie  bei  den  Combinationen  ohne  Wieder- 
holung. 

Die   Zahl   v  ergiebt  sich   durch   folgende  Betrachtungen.    Den 

Grossen  'S'  und  s  werde  dieselbe  Bedeutung   wie  in  §  1.   beigelegt. 

Da  die  a  Congruenzen  S  die  Reste  a^  und  a^  nebst  ihren  Permuta- 

p— 3 
tionen  enthalten,  so  treten  die       .      Congruenzen,  in  denen  a^  =  a^ 

ist,  nur  einmal,  alle  übrigen  Congruenzen  aber  zweimal  auf.    Es  giebt 

p-3 


g 


+ 


4 
demnach  «^  = ^ verschiedene  Congruenzen  S.  Man  bezeichne 

zur  Abkflrzung  die  Congruenz  «i+^a+'^fa — 1=0  (modp)  mit  S^. 
Hnltiplicirt  man  die  Congruenzen  S^  successive  mit  »4,  org,  a^  und 
wählt  diese  Reste  so,  dass  a^.a^^  1,  «2.05  ^  1,  aj.crg  ^  1  (mod;>) 
wird,  so  erhält  mau  aus  jeder  Congruenz  S^  drei  Congruenzen  S^ 
diese  sind  aber  nicht  sämmtlich  von  einander  verschieden.  Ist  in  den 
Congruenzen  S^  cr^  =  er,,  so  ist  auch  cy^  «  a^,  und  man  findet  nach 
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ausgeffthrtcr  Maltiplication  iu  beiden  Fällen  dieselbe  Congrucnz  S\ 
überhaupt  ergeben  sich  die  Congruenzen  S  von  der  Form  1  +  1  + 
«8+/?,  ^0  zweimal.  Ist  die  Gongruenz  «i  +  ffi+ai  —  1  ^0  mög- 
lich, so  gelangt  man  sogar  dreimal  zu  der  Gongruenz  l+l+l+/5^0. 
Damit  die  Gongruenz  S  eine  dreimal  so  grosse  Anzahl  von  Lösungen 
besitzt,  wie  die  Gongruenz  S^y  muss  man  diejenigen  Gongruouzcn  von 
der  Form  l  +  l  +  a^  +  ft^O,  in  denen  er,  von  der  Einheit  ver- 
schieden ist,  zweifach,  die  Gongruenz  1  +  1+1+ ft^O  aber  drei- 
fach zählen.    Man  findet  so: 

3t7  =  *o+— j — hl    oder    =  *oH — j- 
je  nachdem  3  Rest  oder  Kichtrest  ist. 


1.    «*  = 


2.    m  = 


3/«+ 2.    p  =^  24n+23.    3  ist  Rest. 

A'  -=  (12ii  + 11)  (24u2 + 50/* + 26) 
u  =(12«  +  ll)(;i+l) 
V  =  12««+24w+12 
IT  =  12/i«+25n  +  13 

3m.    /)  =  24:n  +  7.     3  ist  Nichtrest. 

A-  =  (4n  + 1)  (72/i«+ 54;«  + 10) 
u  =  (3/4+1)  (4/1  +  1) 
r   =  12/1«  + 8« +1 
w  =-  12n^+9/»  +  2 


II.     f»  =  2m.    ;)  =  8w+3. 
^p+1 

In 


3 


Gongruenzeu  von  der  Form  «i  +  «irjj+ 


«3  =  0  waren  die  sämmtlichon  Reste  von  einander  verschieden.     Da 

,    P  — 1     ... 
2  ein  Nichtrest  ist.  so  kommen  jetzt  noch      ;;       Cougrueuzeu     von 

der  Form  Oj  +  Oj  +  ofs^O  Uiiizn. 


-V 


—  1 
1 


a 


3 


—  1 

"2"  ,  ;>-l 


Genau  wie  vorhin  orgiebt  sich: 


Mtiftn   TW-  JXtorU  dar  quadraliachen  und  kübucim  Ratt. 

3.-*,+^+!  odcp_,,+E=2. 
je  nachdem  3  Rest  oder  Nichtiest  ist 

1.     m — 3n+l.    j)  =  24ji+11.    3  ist  Rost 
N-  (12i.+5)(24i.>+26»+7) 
«  _  (12n+6)(„+l) 
1,  -  12«'+12n+3 
»-12»'4-13«+3 
2.      m  —  3n+2.    p  =  24n+19,    3  ist  NichtxesL 
S-  (4n+3)(72»"+126»+65) 
»  -(3»+4)(4»  +  3) 
»  -12»>+20»+8 
»  -  12n"+2Iii+9 

S5. 
Ks  Bei  j>  oino  Primzahl  von  der  Form  4f*+l. 
I,      («  «=  2ni,   p  — 8i»-}-l. 


^-)^ 


.S=l 


Man  gobo  f,  dieselbe  Bedentnng  irie  im  vorigen  g. 


3.-..  +  '4^  oSer   =..+£=!  +  ! 
je  nachdem  '6  Rest  oder  Nicbtrest  ist. 


=  '6n.    p  =  24n  +  l.     3  ist  Rci 
iV  =  4B(72n''4-18»+l) 
u  =  4«(3n+l) 
u,  =.  12»»+ 2» 
c  =  12b* +3« 
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2.    m  =  3/*  +  2.    p  =  24:/i+17.     3  ist  Nichtrost. 

N  =  (12rj+8)  (24h«  +  38/*+ 15) 
u  =  (12n  +  8)(n  +  l) 
^<?«12n2+18n+7 

V  =  12742 +  19«+ 7 

IL     fA==2m+l.    p  =  8m  +  5. 

p — 5  p — 1 
»  = 3 

3*«?  ==  *o+    4~  oder  =  *o+    i — h  1 
jo  uachdcm  3  Rest  oder  Nichtrcst  ist 

1.  m  =  3;t+l.    /)  =  24» +13.    3  ist  Rest. 

N  =-  (4;* +2)  (72/i2+90u  +28) 
n  «(4n+2)(3n  +  l) 
m  =  12n»+14i»+4 

V  =  12u2+ir>H+5 

2.  m  =  3m.    p  =  24)i+5.    3  ist  Nichtrcst. 

iV=  (12u+2)(24/i^+ll/H-2) 

«     --    (127i+2)/4 

w  =  12;*2+67i  +  l 
i?  =-  12/*»+ 7,1  +  1 


Combiuationen  zur  vierten  Classe  ohne  Wiederholung. 

§  6.^ 

Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  8m+7.  Zunächst  handelt 
es  sich  um  die  Bestimmung  der  Zahl  a.  Man  bezeichne  zur  Ab- 
kürzung die  Congruenz  l  +  aj  +  cfa  +  «3  ^  0  (mod/?)  mit  B  und  die 
Anzahl  ihrer  Lösungen  mit  h.  Die  Congrucnzcn  B  ergeben  sich  da- 
durch, dass  man  die  Congruenzen  von  der  Form  l  +  c^^  +  ßj^^O 
successivo  mit  den  Werten  1  + «,  =  «  und  die  Congruenzen  von  der 
Form  l  +  /?i+/?2^0  successivo  mit  den  Werten  l  +  rr,  =  /3  multi- 
plicirt.  In  den  so  gefundenen  Congruenzen  B  sind  die  Reste  a^^  a^ 
und  oj  nebst  ihren  Permutationen  vorhanden. 
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Ist  die  Zahl  3  ein  Nichtrest,  so  werden  in  den  Congrnenzen  B  ein- 
mal die  drei  Reste  er,,  «^  und  «3  einander  gleich,  b — 1  muss  dann 
darch  3  teilbar  sein;  tritt  aber  3  als  Rest  auf,  so  muss  b  selbst  durch 
3  teilbar  sein. 

L    p  =  24u+23. 

Es  sei 

Aus  einer  Congruenz  von  der  Form  l  +  l-f-or^-j-cfs^O  kann  man, 
wenn  die  Zahlen  «4  und  cr^  von  einander  verschieden  sind,  stets  zwei 
verschiedene  Cougruenzen  von  der  Form  l+«i  +  cfi+«8^0  her- 
leiten, indem  man  dieselbe  succcssive  mit  uq  und  a^  multiplicirt  und 
diese  Zalüen  so  wählt,  dass  a^M^  ^  1,  a^.a^  ^  1  (modp)  wird.  Legt 
man  bei  der  Congruenz  l+l+a^+ß^s^O  diejenige  Auzalil  von 
Lösungen  zu  Grunde,  bei  der  die  Reste  a^  und  a^  nebst  ihren  Per- 
mntationen  vorkommen,  so  darf  man  aus  diesen  Congrnenzen  nur 
eine  Congruenz  von  der  Form  l+ai+«i+a3^0  herleiten,  wenn 
man  nur  verschiedene  Cougruenzen  haben  will.  Dies  gilt  auch  noch 
für  den  Fall,  dass  «^  =  «5  sein  sollte.  Die  Congruenzen  von  der 
Form  l4-l  +  «4H-«5^0  ergeben  sich  durch  Multiplication  mit  2 
aas  den  Congruenzen  von  der  Form  l-j-a+'^o^^- 

Es  sei 


Äs  = 2 

In  b^  verschiedenen  Congruenzen  B  sind  ausser  der  Einheit  keine 

«4-1 
zwei  gleichen  Reste  mehr  vorhanden.  In  den     g~  verschiedenen  Con- 
grnenzen von  der  Form  l+l+^i+tfö^O  sind  die  Zahlen  a^  und 
ivr^  weder   einander   noch   der  Einheit   gleich.     Es    giebt   demnach 

/>3  ==  ftj — ^-^verschiedene  Congruenzen  /?,  welche  nur  ungleiche 

Reste  enthalten.  Multiplicirt  man  jede  dieser  ausgezeichneten  Con- 
grnenzen B  successive  mit  den  sämmtlichen  Resten  von  />,  so  erhält 
man  dadurch  die  Congruenzen  von  der  Form  cri-]-cr2-j-«3+«4  ^  0 
(modp),  nur  stimmen  unter  diesen  Congruenzen  immer  vier  Con- 
grnenzen mit  einander  ttberein.    Es  ist  demnach 

p-'l 


h 


u 
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IL    i>  =  24«  +  7. 

£s  sei 

h-1 

Man  verfährt  genau  wie  unter  I.,  nur  muss  man  bei  den  Congnienzen 
von  der  Form  l  +  rf,  +  <'i  +  «''2  ^0  bedenken,  dass  sich  hierunter 
die  schon  berücksichtigte  Congruenz  l  +  cri-j-(if,-f"<^i  ^  0  befindet. 


h2 2 

Unter  den  Congrnenzen  von  der  Form  l--\-l-\-a^-\-a^^O  (modp) 
trifft  man  ferner  die  Congruenz  l  +  l  +  l-f-«ö^O,  diese  ist  schon 
unter  den  Congmenzon  von  der  Form  l-fcrj-f-^'i  +  ^'s^Ö  mitgezählt. 

7,-1 


u 


V  ergiebt  sich  durch  folgende  Betrachtungen.  Man  bezeichne  zur 
Abktlrzung  die  Congruenz  l-j-ffi-j-crg+«3+ft  ^  0  (raod/>)  mit  E 
und  die  Anzahl  ihrer  Lösungen  mit  e,  die  Congruenz  l+/5i  +  /?2+ 
«1^0  (mod^j)  mit  T  und  dio  Anzahl  ihrer  Lösungen  mit  t.  Den 
Grössen  S  und  s  werde  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  1.  beigelegt. 
Man  multiplicire  dio  Congrnenzen  S  successive  mit  den  Werten 
l-j-Cj  =  a  und  die  Congrnenzen  T  successive  mit  den  Werten 
l  +  «i  "=  /?•  Sind  in  den  zu  Grunde  gelegten  Congruenzen  S  und  T 
beziehlich  die  Reste  er,,  a^  und  die  Nichtreste  j?i,  j^^  nebst  ihren 
Permutationen  vorhanden,  so  sind  auch  in  den  gefundenen  Congruen- 
zen K  die  Reste  «j,  ir^  ^^^  ^^  ^^  dWaik  Formen  permutirt.  Dio  Con- 
gruenzen T  ergeben  sich  dadurch,  dass  man  die  Congrnenzen  von  der 
Form  l-f-a  +  i5  ^  0  successive  mit  den  Werten  l-j-j^i  =  «  und  den 
Werten  l4-/?i=i5  multiplicirt.  Damit  aber  in  den  Congrnenzen  T 
dio  Nichtreste  ß^  und  ß^  nebst  ihren  Permutationen  vorkommen, 
muss  man  noch  die  Congruenz  l-f-j^i^O  mit  den  sämmtlichen 
Congruenzen  von  der  Form  /Jj-j-cfj  ^  0  verbinden. 

p— 3  j?— 3   ,  j?— 3  p— 3      ;?— 1 
*^~4"*~4"  +  "T~'     4     +     2 


r 
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Zanachst  ninss  die  Aiizalil  (lerjeuigpii  Congmeuzen  E  bestimmt 
Krim,  iu  (liHBL^ii  dio  Uroi  ElemcuUi  o,,  »^  utid  «3  eiuaader  gldi'fi 
sind.  Aus  einer  Congruenz  14-rt+/3=0  kann  mau  durch  Multi- 
liticitian  mit  3,  sei  3  nun  Rest  oder  Kichtrest,  jedesmal  eine  Con- 
pwni  von  der  Form  l+l-J-l+«|  +  ft  ^0  faerleiteo;  aus  jeder 
Tn  diesen  Coogrucnzon  entsteht  durch  MaltiplicatJon  mit  »«,  wenn 
Bir«,.ir,  =  l  (raodp)  ist,  eine  Congruenz  von  der  Form  1  +  ks+ 
e,+^+ß,  =  0. 

4 

Von  r,  muBs  die  Anzahl  der  Cougruenzen ,  in  denen  noch  zwei 
iler  Elemrnto  «„  a^  nud  tt^  einander  gleich  sind,  abgezogen  werden. 
Der  Rest  muss  dann  durch  2  teilbar  sein.  Man  niultiplicire  jede  der 
»Cougruenzen  S  mit  2,  in  den  dadurch  entstehenden  Congrnenzeu 
von  der  Form  l  +  l-\-a.^  +  a^-^ß  ~  0  sind  die  Reste  «3  und  «« 
nebst  ihren  Fcrmntationen  vorhanden.  Man  darf  daher  aus  jeder 
von  diesen  Congmenzen  nur  eine  Congruenz  von  der  Form  1  +  «,+ 
o, +o,-|-A  ^0  herleiten.    Unter  dieseu  Congrnenzen  befinden  sich 

noch  die  ■-■j-  Cougruenzen,  in  denen  o,  =-  «j  ist. 


In  tt  Cougruenzen  E  sind  ausser  der  Einheit  keine  zwei  gleichen 

Rpsto  mehr  vorhandeu ;  es  bleibt  zu  entscheiden,  wie  viel  Coognienzen 

Ton  der  Form  l  +  l  +  tr^+na-J-ft  =  0  sich  noch  hierunter  befinden. 

,_P-3 

4 

In   »1  —  2 Congruenzen  von  der  Form  l+14-«,-f-«j+jJj=0 

sind   die  Reste  «i  und  Oj  von  einander  verschieden;   darunter  sind 

aber  noch  — 7— —  1  Congrnenzen  von  der  Form  l+l-j-l-f-«j-|-ßi=0 

eDtbalten;  die  hierzu  gehörige  Congruenz  l-j-l-j-l+l  +  ft  =0  ist 
schon  bei  der  Bestimmung,  dass  a,  und  bj  von  einander  verschieden 
sein  sollen,  an^eschloasen. 

<3  =  *a  — .,  +  -^ 1 

In  r,  Congruenzen  E  sind  also  sämmtliche  Zahlen  von  einander 
vcrsctaicdcn. 

An»  einer  Congruenz  von  der  Form  o,+(ifj4-"s+»«— 1  ^Ö 
(modp)   kaun  man,  wenn  die  Grössen  a,,  ai,  «j  und  a^  gämmtlich 
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von  einander  verschieden  sind,  allemal  vier  verschiedene  Congruenzen 
E  herleiten,  indem  man  succcssivc  mi  «-,  «g,  a-j  und  «g  multiplicirt 
und  diese  Zahlen  so  hestimmt,  dass  a^.a^  ^  1,  a^M^  ^  1,  a-jM^  ^  1 

und  ofg.cf^  =  1  (raodij)  wird.     Es  ergiebt  sich  demnach  «^  =  r ' 

I.    p«24n+23. 

N=  (12»+ll)(72»3+162n^  +  21»+30) 
iV  bedeutet  die  Anzahl  der  Combinationen. 
u  =(12»+ll)(3n»+4n  +  l) 

.  =  36»»+ ^^^"^+"^"+14 

IL    p  =-  24n+7. 

N=^  (12n+3)(72«3+18«2+w) 
n  =  (12n  +  3)3n« 


§  7. 

Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  8m -j- 3.    Den  Grössen  B 
und  b  werde  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  6.  beigelegt. 


_P+1  pj^.p+l  p 


—3 


4  4       •       4  4 

Nur  wenn  die  Zahl  3  ein  Nichtrest  ist,   können  in  den  Congruenzen 
B  einmal  die  drei  Reste  «„  «g  und  «3  einander  gleich  werden. 

I.    p  =  24n+ll.    3  ist  Rest. 

Die  Congruenzen  von  der  Form   l+l-j-ofi  +  or^^O   ergeben   sich 

hier  aus  den  Congruenzen  von  der  Form  \-\-ß^-\-ß^^O^  es  besitzt 

p  — 3 
demnach  die  Congruenz  l-j-a4-]-«4-]-rf5  ^0    -  .-    Lösungen. 

p— 3 


'i~    4    .      ,    _  ,       p -3 

8 


h^^b^-' 
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7,-1 

II.    p  =  24» +  19.    3  ist  Nichtrest. 

^1  =  —3— ;     h  = 2 '    ^3  =  ^2 g~  + 1 


H 


4 

Man   lege   den  Grössen  E,  6,  r  und  t   diesclbo  Bedeutung  wie  im 
vorigen  §  bei. 

y)— 3         p+l  _     4_ 

*  *=  *•    4    "T*-     4     »     ^1  ~"    ~    3 

Ans  jeder  der  t  Congruenzen  T  erhält  man  durch  Multiplication  mit 
2  eine  Congruenz  von  der  Fonn  l+l-f-cifi+a^+/?,  ^  0.     Es  er- 

giebt  sich  so,  dass  in  e^  = s Congruenzen  E  kein  Rest 

,      P±^ 

^         4 
aossor  der  Einheit  einem  anderen  gleich  wird.    In  x ver- 
schiedenen Congruenzen  T  sind  die  Nichtreste  ß^  und  /?2  von  ein- 
ander verschieden,  multiplicirt  mau  jede  dieser  Congruenzen  mit  2, 

p  —"3 
so  sind  unter  den  so  gefundenen  Congruenzen  noch  —r 1    Con- 

graenzen  von  der  Form  l+l  +  l-|-a+/3^0  enthalten.   Es  ergiebt 
sich : 

«3  — «2  2  f"~4 

I.     i»  =  24«  +  ll. 

;\r=  (12«+5)(72n3+54w«+13n+l) 
u  «(12«+5)(3n«+n) 

«r.  •  1  51n*  +  13»   ,   ^ 
«7  =  36n»-j ^- h  1 


T  qvadralitrUfu  vn4  iublirktn  Rril 


11.     ;, -24h-}-10. 

,v- (12,+9)(72.."+12IJ,>+73.,+14) 
»  -(12«+9)(3»'+3«+l) 


£5  sei  p  eine  Priuiüalil  von  der  Form  ^Di-f-l.  Mau  bezeichne 
wieJer  die  ("oiigruciiz  l  +  dj+ifj  +  ffj  =  0  mit  B  uud  die  Anzahl 
ihrer  Losungen  luit  b.  Kiuc  Cougrucnz  li  erhält  mau  dadurch,  tlass 
mau  eiuo  Cougrucuz  von  der  Form  1  +  n,  +  oj  ==  0  mit  einem  Werte 
1-|-«,  =^  ß  üUtT  eine  Cungrucuz  von  der  Fomi  X-\-ß^-\'ß^^i)  mit 
einem  Werte  1  +  "!  —.  ?  multiplieirt.  Damit  in  den  Congmouzon  B 
die  Itegtc  «r„  e.  und  ti^  in  allen  Kurnieu  permulirt  vorkommen,  mnss 
man  zu  den  iu  der  eben  augegebenen  Weise  gefundenen  Coiigrnouzcn 
noch  die  Cougruenzen,  welche  aus  der  Verbindung  der  Cougrucnz 
l-j-o,  ^0  mit  den  sämmtliclien  Cuugnicnzeu  von  der  Form  a^~\-a^^O 
entstehen,  hinzunehmen. 

;.— r.   /.— ö        ;.— 1   ;>— 1        ;.  — 1 
'^      4  1     +      1     "4     +     -i 

Rest  ist,  können  die  drei  Reste  n,.  a,  und 


Nur  wenn  die  Zahl  3  eil 
cTj  einander  gleich  wenle 

I.    ;.  =  lM«  +  1.    3  ist  Rest. 

Dio  Congrueuzcn  von  der  Form  I  +  l  +  «4+«i??0  ergeben  sich 
aus  den  C0ugruen7.cn  von  der  Form  l  +  o-)-no^O.  Es  giobt  dem- 
nacb  ^-T"  verschiedene  Liisungen  dcrCongruenz  1+"!+«,+«,  ^0. 
Hierunter  belindet  sich  aber  nocli  die  Lösung  1 +  «,+«,-[-«,  ^0. 


--  versehieilenen  Irtisnngon  der  Congmeuz  l-|-l+fi,-|-(r5^0 
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sind  die  Reste   a^  uud  «5  einander  ungleich,  unter  diesen  Lösungen 
ist  aber,  da  3  ein  Rest  ist,  die  Lösung  1  +  1+1+ «5^0  enthalten. 


p — 5 


—  1 


h  =  h  — 


+  1 


,    1>-1 
03.     2 


u 


n.    p  =  24n+17.    3  ist  Nichtrest. 


b 

p-5 
h         4 

*«-     2     ;  ^ 

p — 5 


—  1 


i.- 


2 


t*  = 


Bei  der  Bestimmung  von  %c  kann  man  folgcndermasscn  verfahren. 
Man  bezeichne  zur  Abkürzung  die  Congruenz  l  +  a,  +  cif3+(/3+/3i^0 
mit  E  und  die  Anzahl  ihrer  Lösungen  mit  e,  die  Congruenz  1  +  /?]  + 
ßt+fff  ^  0  mit  r  und  die  Anzahl  ihrer  Lösungen  mit  t  Den  Grös- 
sen S  und  #  werde  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  2.  beigelegt.  Die 
CoDgmeuzen  £J  ergeben  sich  dadurch,  dass  man  die  Congruenzen  S 
soccessive  mit  den  Werten  l  +  ccj  «  «  und  die  Congruenzen  T  suc- 
ccssivc  mit  den  Werten  l+a^  =  j3  multiplicirt.  Damit  in  den  Con- 
gruenzen E  die  Grössen  a^,  er,  uud  a^  in  allen  Formen  permutirt 
Torkommen,  muss  man  noch  die  Congruenz  l+(p  — 1)  ==0  mit  den 
fiämmtlichen  Congraenzen  von  der  Form  «j{+«3  +  A  ^0  verbinden. 


e 


8, 


;?— 5  .      >— 1    ,   p— 1 


p-1 
4 


Multiplicirt  man  die  Congruenzen  l+«+/3^0  successivo  mit 
den  Werten  I  +  /J1  ^  c  und  den  Werten  l+/5i  ^  /?,  so  sind  in  den 
dadurch  entstandenen  Congruenzen  T  die  Nichtreste  ßi  und  |?2  nebst 
ihren  Permutationen  vorhanden. 

p— 1   p— 1  ,  p—1  p^—1 
'"~T""  4     +     4     •    "4 

Zunächst  ist  die  Anzahl  der  Congruenzen  von  der  Form  1+«!  + 
ai+cfi+/5i  ^  0  zu  bestimmen,  diese  Congruenzen  ergeben  sich  durch 
Moltiplication  mit  »j  aus  den  Congruenzen  von  der  Form  1  +  1  + 
l  +  a+/J^O,  wenn  nur  a,  der  Bedingung  a^.a^  1  (modp)  genügt. 

2* 
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e  — 


Um  die  Congruenzen  von  der  Form  l+cf|  +  »i  +  «3+ft  ^0 
aus  den  Congruenzen  von  der  Form  1  +ir4-f'*5+/^2  ^  ^  zu  erhalten, 
verfährt  man  genau  wie  in  §  6. 


8 


«3  = 


^1  — *  +  -4-" 


4 
In   2 Congruenzen  von  der  Form  l+l+«i+^2+i^2^0 

sind  die  Reste  tt^  und  a^  einander  ungleich;  es  befinden  sich  aber 
hierunter  noch  -  r~  Congruenzen  von  der  Form  l+l+l+^a+i^^O; 
cTg  kann,  da  die  Zahl  4  jedenfalls  ein  Rest  ist,  nicht  =  1  werden. 

^  =*  ^  ~"         2  '4 

Aus  einer  Congruenz  von  der  Form  /Jj+ft+ft+ZJA— 1  ^  0 
kann  man,  wenn  die  vier  Nichtrcste  sämmtlich  von  einander  ver- 
schieden sind,  stets  vier  verschiedene  Congruenzen  E  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  in  ihnen  sämmtliche  Reste  einander  ungleich  sind, 
herleiten,  indem  man  jene  Congruenz  successive  mit  /?5,  /3^,  ß^  und  ß^ 
multiplicirt  und  diese  Zahlen  so  wühlt,  dass  /Jj.j^i^l,  /Jcl'a  =^  1» 
/?7./?3^1  und  ß^.ßi^l  (med;})  wird.    Es  ergiebt  sich  demnach: 

«3 
4 

I.    |)  -=  24w+l.    3  ist  Rost. 

N  ==  3n(288n3  —  144n2+22«  —  1) 
u  =  3u(127i«— 6n+3) 

.  =  36»»-?^^" 

IL    p  =  24n-f  17.    3  ist  Nichtrest 

N  =  (3»  +2)  (288n«+  432«8+ 214n  +  35) 
H  «  (3»+2)(12n«+10ii-f  3) 
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tc  =  36»^ -| ^ f-  5 

lQ5n»  +  49n 


§9. 

Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  &W+5-    I^c^  Grössen  J5f 
und  h  werde  dieselbe  Bedentung  wie  in  §  8.  beigelegt. 

j      P"^  p—b.p—l  p—l  .p—1 
4*     4"^     4*     4"^     2 

Nor  wenn  die  Zahl  3  ein  Rest  ist,  können  in  den  Congruenzen 
B  die  Reste  of|,  «g  und  a^  alle  drei  einander  gleich  werden. 

l.    p  =  24«+ 13.    3  ist  Rest. 

Dio  Congruenzen  von  der  Form  l  +  cfi-|-a,+a3  ^0  ergeben 
sich  aus  den  Congruenzen  von  der  Form  l  +  l-f-cf4+a5  ^0,  und 
die  Congruenzen  dieser  Art  entstehen  durch  Multiplication  mit  2  aus 
den  Congruenzen  von  der  Form  l  +  Z^i+l^g^O. 


**  = 2 


?-^-l 


In  ö verschiedenen  Congruenzen  von  der  Form  1  +  1  + 

a^+a^^O  sind  die  Reste  a^  und  a^  einander  ungleich,  nur  befindet 
sich  unter  diesen  Lösungen  noch  die  Congruenz  l  +  l  +  l  +  of^^O. 

Demnach  sind  in  ^ "~^  Congruenzen  von  der  Form  1+1+ 

a^^a^^O  dio  Reste  «4  und  a^  weder  einander  noch  der  Einheit 
congment. 

p-1 

u  = :; 
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IL    p  =  2471+5.    3  ist  Nichtrest. 

j>— 1  p—1 

b  ^' T"      ,        ,       "4         ^ 

*i  =  3;     *»  = 2 '    *3  =  *2 2 


u 


Es  bleibt  noch  die  Bestimmung  von  w.    Man  gebe  den  Grössen 
E  und  c,  T  und  t  dieselbe  Bedeutung  wie  im  vorigen  §. 

^       '•    4     ^^-     4       '       2         4 

^  4 


-1  2 

Die  Congruenzcn  von  der  Form  l+l+orj+aj+i^^ö  ergeben 
sich  durch  Multiplication  mit  2  aus  den  Congrucnzen  von  der  Form 

l+/^i+ft +"  =  0.    In  t  —  '-r—  CoDgruenzen  von  der  Form  l-f- 

ai+ai  +  cifj4-/J^0  sind  nun  die  Reste    a^  und  a^  von  einander 

verschieden. 

p-l 


p — 5 


In  2 Congruenzen  von  der  Form  l+l+«i+«t+/5^0 

sind  die  Reste  cr^  und  otj  einander  ungleich ;  hierunter  sind  aber  noch 

p— 1 
—T~  Lösungen  enthalten,  in  denen  a^  der  Einheit  congruent  ist 

p — 5 
*  ~  "4"   .  p-1 

Wie  früher  findet  man:  w  ==  ,^. 

4 

I.    p  «24»+ 13.    3  ist  Rest. 

N^  (6n  +  3)(144»3+l44n«+47n+5) 
u  =(6n+3)(6n«+3n  +  l) 
nz.  ,  .  69n«+21n   ,   , 


-<■  "»?■ 


•     ^  „ 


Sieben    Zur  Theorie  der  'luadraUschca  und  kubischen  Reste. 

II.     p  =  24i»+5.    3  ist  Nichtrest 

„   =  (6/i+l)(6n«  — tj) 


23 


=  36/*3  — 


V  =  36/*3— 


2 

3/i* — n 


Combiiiatioucn  zur  vierten  Ciasso  mit  Wiederholuijg. 

§  10. 

Es  sei  p  uiuo  Primzahl  von  der  Form  Sm-{-7.  Bei  den  Combi- 
natioueu  ohne  Wicdorholuug  waren  sänmitlichc  Zahlen  in  den  Con- 
gmoDzeu  von  der  Form  04  +  «ri+<*G+"7  =^  0  von  einander  verschio- 
deu;  jetzt  kommen  zu  diesen  Congruenzen  solche  hinzu,  welche  gleiche 
Koste  enthalten.  Multiplicirt  man  die  Congruenzen  von  der  Form 
l4-l  +  «i  +  <^s^0  successive  mit  den  sämmtlichen  Resten  von  />, 
so  erhält  man,  da  die  Zahlen  «j  und  a^  niemals  einander  gleich  wer- 
den können,  nur  verschiedene  Congruenzen.    Man  findet  so: 

"  =  — 4— +     8"- 


2 


63  hat  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  6. 


Bei  der  Bestimmung  von  t?  kann  man  ebenfalls  von  den  Conibi- 
nationen  ohne  Wiederholung  ausgehen.  Man  muss  alle  die  verschie- 
denen Congruenzen,  welche  früher  entfernt  wurden,  weil  sie  gleiche 
Reste  enthielten,  wieder  hinzulegen.  Den  Grössen  E,  e^  S  und  s 
werde  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  6.  gegeben.  In  r^  Congruenzen  E 
konnte  mit  Ausnahme  der  Einheit  kein  Rest  einem  anderen  gleich 
werden.  Es  kommen  nun  die  »Congruenzen  von  der  Form  l-|-cri-{- 
ff,-f-efj-{-j5i  ^  0  wieder  hinzu;    unter  diesen  Congruenzen   befinden 

p — 3 
sieh  schon  die      ,      Congruenzen,  in  denen  «j  =  «Vg  ist.     r^  sei  die 

Anzahl  der  überhaupt  von  einander  verschiedenen  Congruenzen  E\ 

Multiplicirt  man  die  Congruenzen  von  der  Form  «i  +  f^>4-^.i+ 
a^  —  1  ^0  (modjp)  successive  mit  «5,  Wj.,  ct-j  und  a^  und  wählt  diese 
Reste  so,  dass  a^M^  ^  1,  cf^j.a^  ==  1,  «7. «3  ^  l  und  a^M,^  ^  1  (mod/)) 
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wird,  80  erhält  man  aus  jeder  von  diesen  Congruenzen  vier  Congru- 
enzen  E\  dieselben  sind  aber  nicht  sämmtlich  von  einander  verschie- 
den. Ist  z.  B.  a^  «=»  «29  dagegen  nicht  »=  a^  oder  »  «4,  so  ist  auch 
a^  =  (tß^  und  es  ergiebt  sich  dann  zweimal  dieselbe  Congruenz 
1  +  1+^4" ^o+/^^ö;  a  und  «o  si^d  in  diesen  Congruenzen  von  1 
verschieden.  Ueberhaupt  gelangt  man  zu  allen  denjenigen  Congruen- 
zen von  der  Form  l-f-l  +  «i+«2'f"/^i  ^  Ö,  in  denen  a^  und  oj  nicht 
=  1  werden,  zweimal,  die  Congruenzen  von  der  Form  l-f-l+l+ 
a-^-ß^O  erhält  man  dreimal,  die  Congruenz  l  +  l-}-l+l+/J^O 

p—3 


8 


+ 


4 
sogar  viermal.    Unter  den 0 Congruenzen    von    der    Form 

p  — 3 
l+l+''i'f"^«~l'l'i  ^^  s^^d  schon  einmal  die  ^—v—    Congruenzen 

l-fl-fl-)-orjj-fft=0  enthalten,  die  Congruenz  l-fl-fl+l-f-/J=0 

*H — ^r 

findet  sich  schon  einmal  unter  den  5 Congruenzen  von   der 

p— 3 
Form  l-f-l+^i+^fa  +  i^i  ^Ö  ^^^  einmal  unter  den --^—  Congru- 
enzen von  der  Form  l-f-l  +  l+^s+A  —  Ö-    -^*^  ^*^  demnach: 

I.    |)  =  2471+23. 

iV  =  (12w  4-11)  (72^3+ 234H8+2537i-f-91) 
tt  «  (12n+ll)(3n2-f-7n-f  4) 

IL    p  =  24n  +  7. 

N=  (72n«-f  90n»+37fi-f  5)(12n+3) 
tt  =  (3H»-f-3n+l)(12n  +  3) 
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§  11. 

Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  8w-|-3.    Man  verfährt 
analog  wie  im  vorigen  §.    Die  Congruenz  l  +  l+«i4"^x  =  0  besitzt 

—ä—  Lösnngen;   a^   und  «^  werden  in  denselben  niemals  einander 

gleich.  Mnltiplicirt  man  daher  jede  dieser  Congruenzen  successive 
mit  den  sämmtlichen  Resten  von  7),  so  erhält  man  nor  verschiedene 
Coogrnenzen. 

*»•    2      ,   p-3   p—1 

« — r-+-8---T- 

Bei  der  Bestimmung  der  Zahl  v  kann  man  ebenfalls  genau  wie 
im  vorigen  §  verfahren,  man  muss  nur  die  in  §  7.  festgestellten 
Werte  heranziehen. 

A  .  '^     4      .y-3  .  , 

1.     p^  24«+ll. 

i\^ «  (72n»  4- 126»«  4- 73n  + 14)  (12h  4- 5) 
u  =  (3»»4-47i4-l)(12n+5) 
oß  s  ,   123nM-71n  ,  ^ 

_  o  ,  123n«  +  67n  ,  ^ 

n.     p  ==  24» +19. 

iV==  (72»3+198»«  +  181n+55)(12»+9) 
u  =  (3n«+6»  +  3)(12n-f  9) 


§  12. 

Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  Sw+l.     In     ^r 

Congrnenzen  von  der  Form  1+1+«,+ «,  =  0  sind  die  Reste  a^ 
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nnd  cTg  einander  ungleich.  Multiplicirt  man  jede  dieser  Congraeuzen 
snccessive  mit  den  Resten  der  Zahl  p,  so  erhält  man  nur  verschie- 
dene Congmonzen;  multiplicirt  man  aber  die  Congruenz  l4-l  +  (i> — 1) 
-\-(p  — 1)^0  mit  sämmtlichen  Resten,  so  ergeben  sich  immer  zwei 
Congruenzen,  welche  mit  einander  übereinstimmen,  denn  die  Con- 
gruenz «8~l'*3'l""4'i"**4  ^^9  welche  man  durch  Multiplicatiou  mit 
ff3  bekommt,  kann  man  sich  ebenso  gut  durch  Multiplication  mit  a^ 
entstanden  denken.    Man  findet  so: 

u j-  -+-_ +-^-' 

&3  hat  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  8. 

w  bestimmt  man  folgendermassen.  Man  lege  den  Grössen  E  und 
e  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  8.  bei;  e^  sei  die  Anzahl  der  überhaupt 
von  einander  verschiedenen  Congruenzen  K.  Wie  in  §  10  ergicbt 
sich:  eo  =  «3+*-  ^^^  muUiplicire  die  Congruenzen  von  der  Form 
ßi'i'ßi-hßs'hßA  — 1^0  snccessive  mit  ß^^  ß^^  ß-,  und  ß^  und  wähle 
diese  Zahlen  so,  dass  ß^.ßi=:l^  ß^.ß^^l^  ß-j.ß^^l  und  ß^.ß^^l 
wird.  Unter  den  dadurch  gefundenen  Congruenzen  E  sind  die  Con- 
gruenzen l  +  l+ffi+ofs+Z?^^^  zweimal,  die  Congruenzen  1  +  1  + 
X^iy^+|)^0  aber  dreimal  enthalten.    Man  erhält  so: 

I.    p  =  24«+l. 

N  =  3»(288ii»+144n2+22u+l) 
u  =»  3n(12w«+6»  +  l) 
33n»+3;i 


2^ 


36n»+ 


V  =  36n»+ 


2 
33n*+5?i 


IL    ;)«24n+17. 

N  ==  (3n+2)(288u3+720n2+598/i+16r)) 
u  =  (3fi  +  2)(12n2  +  22H+9) 
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§  13. 

Es  sei  p  eine  Prinzahl  von  der  Form  6i»-f  5.    Achnlich  wio  im 
vorigen  %  findet  mim: 


i,  hat  dieselbe  Bedeotang  wio  in  §  9.,  cbouso  werde  der  Zahl  e,  die- 
Bclbe  Bedentnug  wio  dort  boigelegt.    Es  ergiebt  sich:  <■(,  =  «a-f- 


P-1 
4    ' 


I.    ,  =  24»+6. 

i»  -  (6n+l)  (I44»"+  144«'+47n+5) 
„  =  (6n+l)(6»'+5»  +  l) 


n.     p  =  24n+13. 

N=  (6n+3)(144«»+288»»+191.i+42) 
«  =  (6„+3)(6n»+9»+4) 


S  14. 

Han  könnte  diese  Betrachtnngen  nnn  noch  auf  Conibinationen 
höherer  Classen  ausdehnen,  allein  in  dem  Gange  der  Untersuchungen 
würde  sich  nicfata  Neues  ergeben,  ßci  der  Bestimmung  der  Zahl  » 
für  die  Combiuationen  der  nten  Claase  mu8s  man  immer  von  den 
Coagruenzen  von  der  Form  l+o,  -f- ng -|-..,-|- »»_!  ^  0  (mod  p)  aus- 
geben-,  zunächst  erhÄlt  man  die  Beate  «„  «,  ...  cn-i  in  allen  Formen 
pennatirt,  man  leitet  daraus  die  von  einander  vorBchicdcnen  Con- 
groonzca  her,  welche  zugleich  nur  einander  iucougniente  Zahlen  ent- 
halten. Die  Anzahl  dieser  Congruenzcu  sei  iin-i.  Mnltiplicirt  man 
jede  der  <ih-i  ausgezeichneten  Cougruenzen  succcssive  mit  den  sämmt- 
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liehen  Resten  der  Zahl  p^  so  stimmen  unter  den  so  gefundenen  Cou- 
gruenzen  immer  n  Congruenzen  mit  einander  überein.    Man  erhält 

ört-i .  — ö~ 
so  das  Resultat:  u  = .     Bei  der  Bestimmung  der  Zahlen 

V  und  w  muss  man  die  Congruenzen  von  der  Form  l  +  «i+<^i+  ••• 
-f-rf„«i-f-/^i  ^  0  (modp)  zu  Grunde  legen.  Es  sei  dn-i  die  Anzahl 
derjenigen  verschiedenen  Congnienzen  von  dieser  Form,  welche  nur 
ungleiche    Zahlen    enthalten.     Bei  den   Primzahlen   von   der   Form 

4a +3  ist  t?  =  -*— >   bei  den  Primzahlen  von  der  Form  4«  +  !  da- 

gegen   w  =  — — .    Diese  Betrachtungen  beziehen  sich  freilich  nur  auf 

die  Combinationen  ohne  Wiederholung.  Bei  den  Combinationen  mit 
Wiederholung  muss  man  bei  der  Bestimmung  der  Zahl  n  noch  alle 
die  verschiedenen  Congruenzen  von  der  Form  «1+CY2+  ...  +««^0, 
welche  zwei  oder  mehrere  gleiche  Reste  enthalten,  hinzu  nehmen. 
Bei  der  Bestimmung  der  Zahlen  v  und  ic  handelt  es  sich  zunächst 
darum,  die  überhaupt  von  einander  verschiedenen  Congruenzen  von 
der  Form  l-f-ai  +  «2+ .. . +»»i-i+ft  ^  0  zu  ermitteln.  Unter 
diesen  Congruenzen  muss  man  allgemein  diejenigen  Congruenzen, 
welche  die  Einheit  l-maA  enthalten,  /:fach  zählen.  Ist  ^v-i  die  An- 
zahl der  so  bestimmten  Congruenzen,  so  hat  man 

V  =s oder     w  = 1 

je  nachdem  />  =  4|[*-|-3  oder  4^1+1  ist. 

Es  soll  zum  Sclduss  noch  der  Weg,  den  man  bei  den  Combi- 
nationen der  fünften  Ciasso  einschlagen  muss,  etwas  näher  angegeben 
werden. 


Combinationen  zur  fttnften  Classe  ohne  Wiederholung. 

§  15. 


3 


Man  bezeichne  zur  Abkürzung  die  Congruenz  l  +  ai4-«2  +  «. 
+  «4^0  (modp)  mit  A,  die  Congruenz  l+crj-fay-j-cf^  ^  0  mit  JJ 
und  die  Congruenz  l  +  ft  +  /?2+^3  =  0  mit  C.  Die  Congruenz  A 
möge  a  Lösungen  besitzen,  eine  entsprechende  Bedeutung  werde  den 
Zahlen  b  und  c  gegeben.    Man  muss  nun  2  Fälle  unterscheiden: 


I.    2)  =  4ft+3. 


a  =  b,—^ ]r<^--~^ 
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p— 3  p— 3  ,  p+1    p—3 

n.  p  =  4^-f  1. 

p— 5          p— 1  I  P— 5   p— 1 
a  ==&.   -J-  +  C.— j r"X~*~2~" 

p-~5    p— 5   .  p— 1  p— 1   ,   p— 1 
*  =  ~4~'     4     +     4     '     4     "T-     2 

p — 5  p — 1   ,  p — 1   p — 1 


Es  mag  nur  kurz  der  Weg  zur  Bestimmung  der  Zahl  u  bei  den 
Primzahlen  von  der  Form  4^-f-3  angegeben  werden,  bei  den  Prim- 
zahlen von  der  Form  4fi+l  gestaltet  sich  alles  analog.  In  den  a 
Congruenzen  A  sind  die  Reste  erj,  «g»  «3  ^^^  ^a  ^^  ^^^^^  Formen 
permutirt;  man  muss  nun  zunächst  diejenigen  Congruenzen,  in  denen 
zweimal  zwei  Reste  einander  gleich  sind,  bestimmen ;  subtrahirt  man 
die  sechsfache  Anzahl  derselben  von  a,  so  muss  der  Rest  durch  4 
teilbar  sein ;  der  Quotient  sei  =  %.  Multiplicirt  man  die  Congru- 
enzen von  der  Form  l  +  l  +  ''i  +  ^i+*^2  ^  ^  ^^^  "s?  wobei  «3  der 
Bedingung  «3.»^^!  (modp)  genügt, so  stimmen  unter  den  gefundenen 
CoDgruenzen  von  der  Form  l  +  tt3+«3+«4+''4  ^  ^  immer  zwei 
Congruenzen  mit  einander  überein;  die  Congruenz  l+w3+<i^8+a4 
+cr^  =  0  besitzt  also  nur  halb  soviel  Lösungen  wie  die  Congruenz 

Subtrahirt  man  von  a^  die  Anzahl  der  Congruenzen  von  der  Form 
l+ffi-fofi4"<'i"f"^2  ^  ö»  so  ist  der  Rest  wieder  durch  3  teilbar, 
der  Quotient  sei  =  og. 

Sind  in  den  Congruenzen  von  der  Form  l  +  l+ffi+a,-|-^3^0 
(roodp)  die  Zahlen  «j,  a^  und  a.^  von  einander  und  von  der  Einheit 
verschieden,  so  erhält  man,  wenn  die  Zahlen  a^,  a^  und  a^  ohne  ihre 
I^ennutationen  vorkommen,  aus  jeder  von  diesen  Congruenzen  drei 
▼erschiedeno  Congruenzen  von  der  Form  l+a4  +  tf4+«6+a6  ^0 
(inodp).  Zu  den  in  der  eben  angegebenen  Weise  gefundenen  Con- 
gruenzen von  dieser  Form  kommen  noch  die  Congruenzen  von  der 
Form  i-j-i-{-i-|-ori+«2^0  und  dio  Congruenzen  von  der  Form 
1+14-03+ ffg 4-^7  ^0  hinzu,  man  muss  nur  dafür  sorgen,  dass  a, 
ond  ffj  nicht  einander  gleich  werden  und  dass  «7  nicht  gleich  1  und 
Dicht  0eich  «3  wird.  Damit  sind  dann  sämmtliche  Congruenzen  A, 
in  denen  zwei  und  zwar  nur  zwei  der  Reste  a^,  er,,  er,  und  a^  ein- 
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luuler  gleich  sind,  crscliupft;  subtrahirt  man  ihre  Anzalil  von  o^,  so 
ist  der  K(>st  durch  2  teilbar;  der  Quotient  sei  «  ag. 

Von  (1^  niuss  noch  die  Anzahl  derjenigen  von  einander  verschie- 
denen Kongruenzen  -1,  in  denen  einer  der  Reste  «,,  ofj,  «j  und  «^ 
der  Kinheit  gleieli  wird,  abgezogen  werden;  der  Rest  sei  «=  a^,  £s 
ergiebt  sich  demnach: 

a    ^-^ 

ad 


§  IG, 

Ks  soll  ebenfalls  in  aller  Kürze  der  Weg  zur  BcstinunnDg  von  v 
bei  den  rrinuahlen  \ou  der  Form  4|i-{~^  mitgeteilt  werden.  Man 
bezeichne  zur  Abkürzung  die  Kongruenz  l4-<'i+«'s~r«3+«4+A^Ö 
vnuKl^>)  mit  />,  die  Kongruenz  l-ro^^-röfi^-r^T-rJ^*  ^^  niit  E  und 
die  Kongruenz  1 -1-^:^5^-^4+1^^  +  «*  =  ^^  w"t  /'.  Uiii  Kongruenz  D 
mikgo  «I  Lösungi'u  lH';^iizeu,  eine  entsprechende  Bedeutung  werde  den 
/ahleu  e  und  /  U'igelegt. 

ii — o  ^*Tt  .    , 

t»      3  V  —3   .    V  — C»     V  — l 

lu  den  t:  Keü^ruea-sctt  J^  sind  *I:e  K^sce  a^«  a*,  a.^  und  c^  nebst 
ihrx'u  IVrtutttAtiou^tt  \eri:a:iocu.  Nibcr:ih.ir'.  ill:x  \:a  «;  di«  .Inxahl 
doreai^ea  Koa,;rucü-:eu.  iu  deticd  die  *:v:r  Ko^cv.*  ä^.  ■«.  a^  and  c^ 
siULmcIivh  ci'jjiztder  ^'U-uQ  *iü;d*  ^t'jl*.t  die  <«:\:lL5r:iv:he  Axaiil  djerCon- 
^ruecuva  ^ c a  der  l* :ctu  l  -r  •; *  —  a,  —  ,?^  —  * j  —  i,  -:  _=  «,■  mod  p).  so 
»;  d*.T  Ko*:  d;irvä  *  ^.•üo•u:,  jkr  ^Juoucu:  s^i  -=  i/\.  N.irirüdi  ist 
b^*t  dctt  Kca^ruca^^ftt  vier  lec::v3  Art  >v;r:iuäic;ä«:c:t.  ösk»  o^  und  m^ 
\ca  c:LiUudK.T  ^ec^'kUcdt:a  s.u  s^Ccu. 

Swht  ^laa  ^«.»a  v.*',  dzi:  Aa^ual  ivr  Koaf^mcruinx  ^-ja  dt'r  Form 
l  — j,  — tf.— <,  — .f  -'  /.       ^'   ib.   >c    ^>c  i^.r  Sysc  iur:a  3  heilbar: 

ii.r  '.i:C&.'0  -Vrt  *^  licac  iieicix  *»  ^vcieo. 

i*^  bleibe  accli  ii».'  Ai4:ujr  ii?r  Caa^^rieuj^u  .jn  ier  Fjrm 
•  ^  ^^  -^  «,  -^ *,  —  *^  -^  i«  ii  ^a  iotf:ai*n»*u.  A  i>  jedtrr  woipTTuea^ 
^\itt  AT   F'jnn   l— ■If*"^'^'«« — ^'^ — A=  -    ■-•cäuit  3uia,   ^«mn  dk? 


Meyer:  Zur   Theorie  der  quadratischen  und  kubischen  Beste»  31 

drei  Reste  «5,  a^  nnd  a-j  von  einander  und  von  der  Einheit  verschie- 
den sind  und  auch  ohne  ihre  Permutationen  vorkommen,  drei  ver- 
schiedene Congruenzen  von  der  Form  1  +  » 1  +  <*!  4~  ^3  +  «4  +  A  ^  0 ; 
iiießu  kommen  noch  die  Congruenzen  von  der  Form  l-f-l+l  +  '^i 
+«,-{-(5,^0  und  die  Congruenzen  von  der  Form  1+1 +  «3+ »3 
-f  a4+jJ|  =  0-,  man  muss  nur  dafür  sorgen,  dass  in  den  Congruenzen 
von  den  beiden  letzten  Formen  die  Zahlen  a^  uud  a^  weder  einander 
noch  der  Einheit  congruent  werden,  dass  a^  nicht  gleich  1,  und  dass 
«4  nicht  gleich  1  und  nicht  gleich  a^  wird.  Subtrahirt  man  die  An- 
zahl derjenigen  Congruenzen  Z>,  in  denen  zwei  und  zwar  nur  zwei 
der  Beste  aj,  a^,  «$  und  a^  einander  gleich  werden,  von  r^,  so  muss 
der  Rest  durch  2  teilbar  sein ;  der  Quotient  sei  ==  ei^. 

Ton  f/3  muss  die  Anzahl  derjenigen  Congruenzen  Z>,  in  denen 
allein  die  Einheit  zweimal  vorkommt,  abgezogen  werden.  Die  Dif- 
ferenz sei  ==  c/4. 

Man  findet  so:  v  =  -/* 

Für  di^  Primzahlen  von  der  Form  4^  +  1  würden  die  Grössen 
</,  ^  f  folgende  Werte  besitzen: 

d=^e.  -j-  +/.  "^-  +  s  .  -^- 

e  =  8  .  —^ — \- 1 .  — I — h  -^-  •  -  ^  (s.  §  b.; 

Bio  Bestimmung  von  w  ist  ganz  der  Bestimmung  von  v  bei  den 
Primzahlen  von  der  Form  4fi-f-i^  analog. 


§  17. 

Eine  andere  Frage  als  die  im  Vorhergehenden  behandelte,  ist 
folgende: 

Bildet  man  aus  den  Besten  der  Primzahl  p  algebraische  Summen 
^  je  k  Summanden,  in  der  Weise,  dass  man  /  Summanden  das  posi- 
^ve,  den  übrigen  k — l  Summanden  aber  das  negative  Zeichen  bei- 
^)  80  ist  zu  entscheiden,  wie  viele  dieser  Aggregate  einem  Beste, 
Einern  Nichtreste  oder  der  Null  congruent  sind. 

Der  Fall  i-  =  2  ist  schon  von  Herrn  Professor  Stern  in  der  Ab- 
ittndlong:    ,3ßcherchcs  sur  la  th^orie  des  r6sidus  quadratiques'^  be- 
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ü— 1 

handelt    Ferner  ist  der  Fall  h  =  ^—   von  Herrn  Prof.  Stei 

der  Abhandlung :  „Zur  Theorie  der  quadratischen  Reste"  näher  i 
sucht.  Es  sollen  nun  die  Fälle  ^  ==  3  und  h  =  4,  soweit  sie  ii 
vorstehenden  Untersuchungen  noch  nicht  erörtert  sind,  näher  betrj 
werden. 

Die  Anzahl  der  Combinationen  der  ifcten  Classe  ohne  Wi 
holung  sei  =  N,    Das  Zeichen  («,  /?,  0)  auf  der  rechten  Seite 
Congruenz  möge  bedeuten,  dass  der  Ausdruck  auf  der  linken 
einem  der  in  Klammern  eingeschlossenen  Werte  congruent  sein  : 
Es  ist  klar,  dass  man  aus  jeder  Congruenz  von  der  Form  «i-f 

^3+  ••  •  +cf*  ^  («1  ft  0)  (modp)  immer    h  =  — ^^V ,— 

JL « iM  . .  .  C 

Congruenzen  von  der  Form  cfi-[-cf2+-'+»'  — «i+i  — **'+2... — 
(iif,  /?,  0)  herleiten  kann.  Die  Anzahl  der  Congruenzen  von  dieser '. 
ist  daher  =  ki .  N. 

Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass,  wenn  man  sämmtlichc  Co 
enzen  von  der  Form  «i  +  «^2+  ...+«/  —  «/+i  ...  — a*  ^  (a, 
bildet,  in  diesen  Congruenzen  alle  Reste  sowie  alle  Nichtrestc  j 
oft  auf  der  rechten  Seite  vorkommen  müssen.  Die  Null  sei  i 
jeder  Rest  amal  und  jeder  Nichtrest  rmal  vorhanden.  Es  ha 
sich  um  die  Bestimmung  der  Zahlen  p,  a  und  r.  Es  sollen  im 
genden  nur  diejenigen  Cowgruenzen  berücksieb tigt  werden,  w 
auf  der  linken  Seite  nur  ungleiche  Zablen  enthalten. 


§  18. 
jk  =,  3.    1=1.    kl  =  3. 
I.    p  =-  4fi-[-3. 

Die  Congruenzen  von  der  Form  «,-f-«a  —  «3  =  0  (mod^^)  c 
mau  aus  den  Congruenzen  von  der  Form  «^-j-wg-l-j^g  ^  0,  wenn 
für  ßü  den  entsprechenden  Wert  —a^  einsetzt.    Je  nachdem  die 

2  Rest  oder  Nichtrest  ist,  giebt  es  ^-j 1    oder  — .-      Gong 

zen  von  der  Form  l  +  a+/^  =  0,  welche  nur  ungleiche  Zahlen 
halten.  Multiplicirt  man  jede  dieser  Congruenzen  successive  mi 
sämmtlichen  Resten  der  Zahl  p,  so  erhält  man  immer  zwei  Co 
enzen,  welche  mit  einander  übereinstimmen. 

pS p — 3    p — 1 

4          ^    p—l      ^               4     *    ~2~ 
Q  = 2 2~   ^^^^   = 2 • 

je  nachdem  2  Rest  oder  Nichtrest  ist 
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Die  Congraenzen  «1+0^2  — «s^—1  ergeben  sich  aus  den  Con- 
graenzen  Ton  der  Form  l-fa^+aa+Z^s  =  0.     I>ie  Anzahl   dieser 

4 
Congnienzen  ist  =» ^ ,  wenn  man  voraussetzt,  dass  «i  und  a, 

von  einander  yerscbieden  sein  sollen,  s  hat  dieselbe  Bedeutung  wie 
in  S  1.  I>ie  Möglichkeit,  dass  a^  «  «j  oder  =  a,  wird,  ist  ausge- 
schlossen. 

p— 3 

» : — 


T  = 


c  ergiebt  sich  ans  der  folgenden  Gleichung: 

1.  p  =  81»+ 3, 

^  =  m(4i»+l);     tf  =  4w^ — 3m;     t  =  4»»^ 

2.  p  =  8111+7. 

p  =  TO.(4m-4-3);     0  =»  4m*+«»;    T  =  4m*+4i»+l. 
n.    p-=4fi+l. 
1.    p  =  8j»+1. 

rp-5 


(^'->h 


1 


In 5- Congruenzen  von  der  Form  «i+«2+ 

ctj  ^  0  sind  die  Reste  cii,  a^  und  03  von  einander  verschieden.  Jede 
dieser  Congruenzen  liefert  drei  Congruenzen  von  der  Form  «i  +  oj — 
a^  ^  0;  ausserdem  erhält  man  eine  Congruenz  von  dieser  Form  noch 

«—1 
ans  jeder  der     ^      Congruenzen  von  der  Form   cri+cfi-j-ag  ^  0, 

indem  man  fOr  a^  den  entsprechenden  Wert  —a^  einsetzt: 

4         ^  p— 1 
^= 2 ^2" 

0 

Die  Congruenz  ft+Pj  +  l^j^  1  besitzt  ^    Lösungen.     («2   hat 

dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  2.).  Jede  von  diesen  Congruenzen  liefert 
drei  verschiedene  Congruenzen  von  der  Form  ßi-^-ßi — j^i^l.  Aus- 
serdem erhält  man  eine  Congruenz  von  dieser  Form  noch  aus  jeder 

TeU  Lxm.  3 
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Congruenz  von  der  Form  /J^-f  ft  +  j^g  ^  1,  wenn  nur  ß^  von  ßi  ver- 
schieden  ist.    Die  letzte  Congruenz  besitzt  nun      .      oder  ^-j 1 

Lösungen,  je  nachdem  3  Rest  oder  Nichtrcst  ist    Es  ergiebt  sich, 
dass  T  jedenfalls  dem  im  §  2.  mit  s^  bezeichneten  Werte  gleich  ist. 

^  =  ««  +  ^^    oder    =^8^+^ 1, 

je  nachdem  3  Rest  ist  oder  nicht 

Q  ■=  4m(m  —  1) ;    t  »=  4m*  —  2m ;     tf  =  4m*  —  5m  -f-  2. 
2.    p  =  8m+5. 
Durch  eine  der  vorigen  ähnliche  Betrachtung  findet  man: 

T  =  4m*-f-2m;     0  =  4m* — m. 


§  19. 

^'  =  3.    /  =  2.    kl  =  3. 

I.    |,«4fi+3. 

Multiplicirt  man  die  Congruenz  ffi+«2 — «s  ^  0  mit  — 1,  so  er- 
hält man  daraus  die  Congruenz  cxg — a^  —  n^^O,  Es  hat  demnach 
Q  denselben  Wert  wie  im  vorigen  §.  a  und  r  hingegen  vertauschen 
ihre  Werte,  denn  die  Congruenz  «i+ofg  — «s^l  geht  durch  Multi- 
plication  mit  — 1  in  die  Congruenz  «3  — «i — «2=  —1  über,  — 1 
ist  aber  jedenfalls  ein  Nichtrest. 

n.    p  =  4/4+1. 

Der  Wert  von  q  bleibt  derselbe  wie  im  vorigen  §.  Dasselbe  gilt 
auch  von  den  Werten  für  a  und  x\  aus  der  Congruenz  ft+Z?»  — 
j^s  ^  1  ergiebt  sich  durch  Multiplication  mit  —  1  die  Congruenz 
ßz — ft— ft^""!;  ~1  ist  Aber  ebenfalls  ein  Rest 


§  20. 
ifc  «  4.    Z  «  1.    Ä;/  =  4. 
I.    p=»4f*  +  3. 
1.    j9  =  24n+23. 
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In  «,  CongniGDzen  von  der  Form  l+«fi+«2+P^0  sind  nach 
§  1.  sämmtliche  Zahlen  von  einander  verschieden.  Multiplicirt  man 
jede  dieser  Congrnenzen  snecessive  mit  den  sämmtlichen  Resten  der 
Primzahl  p,  so  stimmen  unter  den  so  gefundenen  Congrnenzen  immer 
drei  CoDgmenzen  mit  einander  überein.  Da  in  den  Congrnenzen  von 
der  Form  ffa+a^+ffö-j-j^i  ^  0  niemals  ßi^  —  «5  werden  kann,  so 
liefert  jede  dieser  Congmenzon  eine  Congruenz  von  der  Form  «3  + 
§4+ «5— «6  ^  0.    Es  ist  demnach : 

Q  = 3 =(12»2+18;»+7)(12n+ll) 

In  e,  Congrnenzen  von  der  Form  l  +  Wi  +  aj  +  Os+i^^O  sind 
nach  §  6  die  Resto  a^ ,  rr^  und  it^  von  einander  verschieden.  Von 
diesen  Congruenzen  müssen  diejenigen  .Congrnenzen,  in  denen  die 
Snmmc  a^-^-ß  der  Null  congment  ist,  suhtrahirt  werden.  Man  er- 
hält diese  Congrnenzen,  indem  man  die  Congrnenzen  von  der  Form 
«+^  =  0,  mit  Ausnahme  der  beiden  Cougmenzen  ai-^-ß^O  und 
fft+iJ  =  0,   mit  jeder  einzelnen  Congruenz  von  der  Form  1+«^+ 

«^  =  0  verbindet    Jede  der  e^  —  ^-g—  (^-ö 2  j  übrig  gebliebenen 

Congrnenzen   liefert  eine  Congruenz  von  der  Form   «i  +  aj+ßs — 
«4==  — 1. 

a=  144n»+318n«+237n+59. 

2.  p=-24»-f7. 

Man  verfährt  genau  wie  unter  1. 

Q  =  (12n+3)(12n2+2n) 
T  =  144n»+307»«— 3» 
a=  144n3+30»«+5n. 

3.  p  =  24n+ll. 


*«• 


^-1 

■o^  =  (l2n«+6n+l)(12n+5) 


4 

X  ^  et 


P+l_l 


2 
c  —  144n»+102n*+24n+2. 


(^-2^—2)  -  144n5+102n«+22ii+l 


3« 
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4.    p  =  24»+ 19. 

Q  =  (12n«+14n+4)(12n+9) 
T  =  144n»+246n«+138n  +  25 
0  =.144n8-f  246/1»  f  140ii+27. 

IL    p  =  4fi+l. 

Sind  in  den  Congrucnzen  von  der  Form  «1+ «2+ «3  + «4  =  0 

die  sämmtlichen  Reste  von  einander  verschieden,  und  wird  niemals 

die  Samme  zweier  Reste  der  Null  congruent,  so  darf  man  ans  jeder  von 

diesen  Congruenzen  vier  Congruenzen  von  der  Form  crj+aj-l-cfa— «4^) 

herleiten.  Die  Congruenz  cif,+a2-f~«s+a4^0  besitzt  nach  den  §§8. 

und  9.  u  Lösungen.  Diejenigen  Congruenzen,  in  denen  die  Summe  zweier 

»—1 
Reste  der  Null  congruent  ist,  ergeben  sich,  indem  man  unter  den      . 

Congruenzen  von  der  Form  h-^-uq^O  immer  zwei  Congruenzen  mit 
einander  combinirt  Die  Congruenzen  von  der  Form  «i  +  «j  +  ff8+ 
ffs^O  liefern  noch  je  eine  Congruenz  von  der  Form  o^  —  «4+««+ 
ffs^O,  wenn  man  nur  dafür  gesorgt  hat,  dass  in  den  Congruenzen 
der  ersten  Form  die  Reste  a^  und  a^  von  einander  und  von  cv}  ver- 
schieden sind. 

Sind  in  den  Congruenzen  von  der  Form  ßi-{-ßi'-\-ßs'{-ßi^^ 
die  sämmtlichen  Nichtresto  einander  ungleich,  und  ist  niemals  die 
Summe  zweier  Nichtresto  der  Null  congruent,  so  erhält  man  ans  jeder 
von  diesen  Lösungen  vier  verschiedene  Congruenzen  von  der  Form 
ft+fc  +  ft  —  fe  ^  1-  Diejenigen  Congruenzen,  in  denen  die  Summe 
zweier  Nichtresto  der  Null  congruent  ist,  liefern  nur  zwei  Congruen- 
zen von  dieser  Form.  Ist  z.  B.  ß^-^-ß^^Oy  so  darf  man  nur  für 
ß^  und  ßi  die  entsprechenden  Nichtresto  — ß^  oder  —ßs  einsetzen. 
Die  Congruenzen,  in  denen  ft+ZJ^^O  ist,  ergeben  sich,  wenn  man 
diejenigen  Congruenzen  ß^-^-ß^  —  1  ^  0,  in  denen  ß^  und  ß^  von  ein- 
ander verschieden  sind,  mit  den  Congruenzen  von  der  Form  ß-^ß^^^ 
verbindet,  nur  muss  man  bei  diesen  Congruenzen  jedesmal  die  beiden 
Congruenzen,  in  denen  ß  ^  ß^  und  ß  =  ßi  ist,  ausschliessen.  Die 
Congruenz  /?j+ft+/J8+/?4  =  1   besitzt  nach   den  §§8.  und   9.   w 

Lösungen.  Je  nachdem  2  Rest  oder  Nichtrest  ist,  sind  in  ^-^ —  oder  in 

2 Congruenzen  von  der  Form  ß^-^ß^  —  l^O  die  Kichtreste 

ß^  und  ^4  von  einander  verschieden. 

Schliesslich  liefert  noch  jede  Congruenz  von  der  Form  ft+fc-}- 
/^4-/^  ^  1,  wenn  nur  ß^  und  ft  von  einander  und  von  ß^  verschie- 
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den  sind,  nnd  niemals  dio  Summe  ßi-^-ß^  der  Null  congrnent  wird, 
eine  brauchbare  Congmeuz  von  der  Form  ß^^ — ßi-\-ßf^ß^^l.  Die 
Congmenz  /J^-j-A+A+ft  ^  1   besitzt  genau  soviel  Lösungen  wie 
dio  CoDgmenz   l+l+«i  +  «i  +  /J^O;   man  muss  daher  nur  dafür 
sorgen,  dass  in  diesen  Congruenzen  die  Reste  or^  und  a^  von  ein- 
ander und  von  1  verschieden  sind,  und  dass  niemals  einer  der  Reste 
uTj  oder  a^^p — 1   wird.    Je  nachdem  2  Rest  oder  Nichtrest  ist, 

giebt  CS       .      oder  ^—r 1  Lösungen  der  Congruenz  1+««+/^^), 

in  denen  a^  von  1  verschieden  ist 

1.  p  =  24ii+l. 

p  =  (12»2— 9n+2)12n 
T  —  144»»— 78n2+  i2n ;      a  =  144»»  -  78i»»+ 19^»  -  3. 

2.  |>«24»+17. 

g  =  (12n«+7»  +  l)(12n+8) 
r  =  144»»+ 210/»« +100»+ 16;      a  =  144»» +210»»+ 107» +  18. 

3.  p  =  24»+13. 

p  =  (12»«+3»)(i2»+6) 
t  =  144»»+138»»+45»+5;    a  ==  144»» +  138»» +46» +  5. 

4.  |>  =  24»+5. 

p  =  (12»»  ^5»)  (12.1 +2) 
T  =  144»»— 6»»+n;    a  =  144»»— 6«»+2». 

Der  Fall  it  =  4,  Z  =  3  lässt  sich  ohne  weiteres  aus  dem  eben 
behandelten  Falle  ableiten.  Die  Congruenz  cifi+rfj  +  ofa — ir^^O  geht 
durch  Mulüplication  mit  —1  in  die  Congruenz  a^—a^  —  a^  —  a^^O 
über.  Es  hat  g  also  in  beiden  Fällen  denselben  Wert.  Bei  den  Prim- 
zahlen von  der  Form  4,a+3  vertauschen  a  und  r  ihre  Werte,  wäh- 
rend bei  den  Primzahlen  von  der  Form  4fA+l  tf  und  r  in  beiden 
Fidlen  denselben  Wert  haben. 


§  21. 

fc  =  4.    1  =  2.    ÄTi  =  6. 

L    ^  =  4^  +  3. 

Die  Congruenzen  von  der  Form   «j+cfg  — «3  — cr^  ^0   ergeben 
neb  ans  den  (yongruenzen  von  der  Form  ai  +  «2  +  /?5+?4  ^  0-,  nur 
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muss  man  dafür  sorgen,  dass  in  diesen  Congruenzcn  niemals  d\^ 
Snmmo  (^-{-ßz  der  Null  congruent  wird.  Multiplicirt  man  die  Con- 
gmenzen  T  von  der  Form  !-}-«+ ft+/?2^0  successive  mit  den. 
sämmtlichen  Resten  der  Zahl  p,  so  stimmen  unter  den  so  gefundenen 
Congmenzen  immer  zwei  Congruenzen  mit  einander  überein.  Hierbei 
ist  aber  vorausgesetzt,  dass  in  den  Congruenzen  T  die  Nichtreste  ßi 
und  ß^  ohne  ihre  Permutationen  vorkommen,  und  dass  beide  Nicht- 
reste von  einander  verschieden  sind,  femer,  dass  a  niemals  der  Ein- 
heit gleich  wird.  Diejenigen  Congruenzen,  in  denen  die  Summe  l-f-^i 
der  Null  congruent  ist,  ergeben  sich,  wenn  man  die  Congruenz  1-|- 
j^i^O  mit  den  Congruenzen  von  der  Form  a-f~ft^ö  verbindet, 
nur  muss  man  bei  diesen  Congruenzen  die  Congruenz  l-^ip — 1)^0 
ausschliessen. 

Zunächst  ist  leicht  zu  sehen,  dass  a  und  r  einander  gleich  sein 
müssen,  denn  jeder  Congruenz  «1  +  ^2  —  **3 — «4^1  entspricht  immer 
eine  Congruenz   «3 +  «4 — «i — a^^  —  1.     Man  erhält  daher  einen 

der  beiden  Werte,  indem  man  den  Quotienten     ^   durch  2  teilt. 

Man  kann  aber  auch  r  direct  in  folgender  Weise  bestimmen. 

Sorgt  man  dafür,  dass  in  den  Congmenzen  von  der  Form  1+ 
«i+'^i+Z^s  +  Z^i^ö  <^io  Reste  «j  nud  cc^  und  ebenso  die  Nichtreste 
ßi  und  ßi  von  einander  verschieden  sind,  und  dass  niemals  die  Summe 
^i-j-ßs  der  Null  congruent  wird,  so  erhält  man  aus  jeder  von  diesen 
Congmenzen  eine  Congmenz  von  der  Form  «i  +  o^j^^s  —  «4^  —  1. 
Die  Congruenzen  von  der  Form  l  +  «i+tf2-|~/^8+1^4^0  ergeben 
sich,  wenn  man  die  Congruenzen  T  von  der  Form  l  +  a+j^i+ft^O 
mit  den  Werten  1  +  ctj  =  «  und  die  Congruenzen  S  von  der  Form 
l+ft+ofi+ag  ^0  mit  den  Werten  l  +  «i  =  /?  multiplicirt.  S  und 
T  haben  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  6.,  ebenso  werde  den  Zahlen  s 
und  t  dieselbe  Bedeutung  wie  dort  gegeben.  Diejenigen  Congruenzen, 
in  denen  a^-^-ß^^O  ist,  findet  man,  indem  man  die  Congruenzen 
l-f-a2+1^4  ^  0  mit  den  Congruenzen  a-}-^  ^  0  verbindet;  man  muss 
nur  bei  diesen  Congruenzen  immer  die  beiden  Congruenzen,  in  denen 
a  =  a,  oder  ß  =  ßi,  wird,  ausschliessen. 

1.    />  =  24n+23. 

In  «1  = 2 verschiedenen  Lösungen  der  Congmenz  T  sind 

die  Nichtreste  ßi  und  ßi  von  einander  verschieden ;  es  darf  aber  auch 
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die  Zahl  «r,  nicht  der  Eiuhcit  coDgraent  werden ;   dies  ist  noch   in 
— 2 —  Congruenzcn  der  Fall.    Man  findet  so: 


£=5-1 


'i- 


-C-i^-'),-. 


9  = ^ '- .  '-J-  =  (18»«+24n+8)(12n+ll) 

* 

4 

lu  «1  = 5 vcrschiedeucn  Lösungen  der  Congrueuz  S  sind 

die  Reste  a^  und  a^  von  einander  verschieden.  In  den  «i-^x — Hi-    j7~ 

Lösungen  der  Congruenz  l  +  «i  +  «2+/5i-f-j?2^0  sind  nun  die  Reste 
ff]  und  »2  nebst  ihren  Permutationen  vorhanden.  Die  Congruenz 
l+(r,-j-ffi+)Ji4~i^«^  0  besitzt  <i  Lösungen.    Es  ergiebt  sich  so: 


'*     4 

T  =   


P+1   ,  ,    JP--3 


2  4 

T  =  0  =  216«3+477n«+351n4-86. 

2.    p  =  24»+ 7. 

p — 3 


(^-) 


'>=— T 


^-^-1 


,  =  'i 2__1^ Z .  £=1  =  i8»«(12»+3) 

T  =  ff  =  216n»+45»»H-3». 
3.    j>  =  24n  +  ll. 

'~     4 
'« 2 

e 2^^ '-^ (18««+6n)(12»+5) 

t=  ff  =  216nä+153n«-|-36n  +  3. 
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4.    p  =  2411+19. 

Q  =  (18n»+18n4-4)(12n+9) 

T  =  a  =  216n3-J-369n«+210fi+40. 

n.    p«4/i  +  l. 

Diejenigen  Congrncnzen  von  der  Form  «i  +  crj+crg+a^  ^0, 
welche  nur  verschiedene  Reste  enthalten,  nnd  in  denen  die  Samme 
zweier  Beste  niemals  der  Null  congment  wird,  liefern  sechs  Congm- 
enzen  von  der  Form  «ö+org  —  »7  — ag^O,  aus  denjenigen  Congm- 
enzen  von  jener  Form,  in  welchen  die  Summe  zweier  Reste  der  Null 
congment  wird,  kann  man  immer  zwei  Congruenzen  von  der  Form 
«s+cife — oy  —  a^^O  herleiten;  es  sei  a^-^-a^^O  und  demnach 
iif3+a4^0;  in  den  Congruenzen  — ag — «ri+cr3-j-cif4  ^0  und  a,-f" 
a^ — «4 — (i^s  ^  0  sind  dann  nur  verschiedene  Reste  vorhanden. 
Schliesslich  erhält  man  noch  zwei  Congruenzen  von  dieser  Beschaffen- 
heit ans  jeder  Congruenz  von  der  Form  «i+cri+ctg+ag^O,  wenn 
nur  a^  nnd  a^  von  einander  und  von  a^  verschieden  sind;  man  braucht 
nur  statt  a^  und  a^,  a^  und  a^  jedesmal  die  ihnen  entsprechenden 
negativen  Reste  einzufahren. 

Sind  in  den  Congruenzen  von  der  Form  ft  +  Z^a+fe+Z^*^! 
die  sämmtlichcn  Nichtreste  einander  ungleich,  nnd  ist  niemals  die 
Summe  zweier  Nichtreste  der  Null  congruent,  so  crh&lt  man  ans  jeder 
von  diesen  Congruenzen  sechs  verschiedene  Congruenzen  von  der  Form 
ft+^6 — ßi  —  ßs^^i  diejenigen  Congruenzen,  in  denen  die  Summe 
zweier  Nichtreste  der  Null  congruent  ist,  liefern  nur  zwei  Congruen- 
zen von   dieser  Form.    Es  sei  z.  B.  /J^-f'/^s^O,   die  Congruenzen 

—  ßt—ßi  +  ßs+ßi  =  '^  «nd  ft+jJj  — ft— /?8  =  1  enthalten  dann 
nur  verschiedene  Zahlen.  Sind  in  den  Congruenzen  von  der  Form 
ßi'hßi'i'ßi'^ßs  —  1  ^^  <^io  Nichtreste  ß^  und  ß^  von  einander  und 
von  ßi  verschieden,  und  sind  niemals  die  Summen  ßi-^-ß^  oder  ßr^-ß^ 
der  Null  congruent,  so  darf  man  aus  jeder  von  diesen  Congruenzen 
zwei  Congruenzen  von  der  Form  ß^^  —  ßQ  —  ßT^-ß^^l  herleiten. 
Die  Summe  ßf^ßs  ist  nur  dann  ^0,  wenn  2  Nichtrest  ist  Schliess- 
lich ergiebt  sich  noch  eine  Congruenz  von  dieser  Form  aus  jeder 
Congruenz  von  der  Form  ft+Z^i+Z^a+ft  ^  !• 

1.  p  =  24n+l. 

p  =  (36»«--18n+3)6ii 
T  —  216»»-117n«+18n;      <y  =  216n»— 117n>  +  24n  — 3. 

2.  p  =  24»+17. 

Q  =  (36n«+30n-f  7)(6n+4) 
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j  =-  216n»-J-315«»+150»+24 
0=  216»»-J-315»»+156n+25. 

3.  p=24n  +  13. 

Q  =  (l8n»+9»  +  l)(12n  +  6) 
i  =  216n3+207n«+60ii-J-5;     a  «  216«»+2a7n*+72n-f  9. 

4.  p- 24n  +  5. 

Q  =  (18»«  — 3;i)(12n+2) 
T  «  216»»  — 9»«— 6»;    er  «  216/i3— 9»«+6n. 


§  22. 

Die  bisherigen  Untersuchnngen  bezogen  sich  lediglich  auf  qua- 
dratische Reste;  man  kann  nun  anch  für  kubische  Beste  ganz 
ähnliche  Betrachtungen  anstellen.  Es  mag  genügen,  für  die  kubischen 
Beste  nur  die  Combinationen  der  zweiten  und  dritten  Classe  näher 
ins  Angc  zu  fassen ,  die  Combinationen  höherer  Classcn  werden  sich 
dann  unschwer  herstellen  lassen. 

Bei  den  reellen  Primzahlen  von  der  Form  6m +  5  ist  jede  durch 
P  nicht  teilbare  reelle  Zahl  kubischer  Best,  bei  den  Primzahlen  von 
der  Form  6m-f-l  dagegen  zerfallen  die  sümmtlicheu  durch  p  nicht 

teilbaren  reellen  Beste  in  drei  Classen  von  je  ^-ö—   Zahlen ,   welche 

tl  Pr:!  Lil 

beziehlich  den  Gongruenzen  x  ^   ^1^  x  ^  ^f,  x^    ^£«    (mod  q) 

geoflgen;  e  bedeutet  eine  imaginäre  dritte  Wurzel  der  Einheit,  q  ist 

eine  zweigliedrige  Primzahl,  deren  Norm  die  reelle  Primzahl  p  ist. 

Eine  Zahl  der  ersten  Classe  soll  mit  a,  eiue  Zahl  der  zweiten  mit  ß 

ond  eiue  Zahl  der  dritten  Classe  mit  y  bezeichnet  werden.    Die  Zahlen 

der  ersten  Classe  sind  die  kubischen  Beste,  die  Zahlen  der  zweiten 

Classe  sind  die  Zahlen  mit  dem  kubischen  Charakter  1,  die  der  dritten 

Classe  die  Zahlen  mit  dem  kubischen  Charakter  2.    Unter  Benutzung 

des  far  den  kubischen  Charakter  von  Eisenstein  eingeführten  Zeichens 

ergiebt  sich: 


=  1; 


«; 


r 


*  1 


L  Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  öm-f-  5.  Bildet  man 
ans  den  kubischen  Besten  die  Combinationen  irgend  einer  Classe,  so 
kommen  unter  diesen  Combinationen  die  sämmtlichen  kubischen  Beste 
gleich  oft  vor.  Der  Beweis  lässt  sich  genau  in  derselben  Weise  führen, 
wie  dies  für  quadratische  Beste  von  Herrn  Prof.  Stern  geschehen  ist. 
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II.  Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  6»i  +  l.  Bildet  man 
aus  den  Zahlen  a  die  Comhinationeu  irgend  einer  Glasse,  so  kommen 
unter  diesen  Combinationen  sämmtliche  Zahlen  «  gleich  oft,  sämmt- 
liche  Zahlen  ß  gleich  oft  und  sämmtliche  Zahlen  y  gleich  oft  vor. 
Der  Beweis  lässt  sich  wieder  ganz  nach  Analogie  des  Beweises  von 
Herrn  Prefessor  Stern  führen.  Dieselben  Sätze  gelten  natürlich  auch 
für  die  Combinationen  aus  den  Zahl:n  ß  oder  den  Zahlen  }'.  Ferner 
ist  leicht  Folgendes  einzusehen:  Kommt  unter  den  Combinationen 
irgend  einer  Ciasso  aus  den  Zahlen  a  eine  bestimmte  Zahl  a,  Aj  mal 
eine  bestimmte  Zahl  /?i  Ä^mal  und  eine  bestimmte  Zahl  Yi  ^'a^al  vor, 
so  findet  sich  unter  den  Combinationen  derselben  Classc  aus  den 
Zahlen  ß  eine  bestimmte  Zahl  a  Ärgmal,  eine  bestimmte  Zahl  ß  ^-^mal, 
und  eine  bestimmte  Zahl  y  l-^  mal.  Unter  den  Combinationen  aus  den 
Zahlen  y  endlich  ist  jede  Zahl  «  /-g^^^  j^^^  ^^^1  ß  ^'a^ial  und  jede 
Zahl  y  A'jmal  vorhanden.  Die  Null  muss  dagegen  unter  den  Com- 
binationen aus  sämmtlichen  drei  Zahlenkiassen  gleich  oft  vorkommen. 

Es  seien  a^,  a^,  «3,  ij,  h^^  ^3,  Cj,  c^,  ^3  die  Anzahlen  von  Lösun- 
gen, welche  beziehlich  den  Congruenzen  l-[-«^orj,  l+a^/3„ 
l-j-«^yi,  l4-i?==«i  (mod;))  u.  s.  w.  zu  kommen.  Die  Zahlen 
«M  ^9  «8»  *i  "•  s.  w.  sind  von  Herrn  Professor  Stern  in  der  Ab- 
handlung: „Bemerkungen  über  höhere  Arithmetik"  bestimmt.  Es  be- 
stehen für  dieselben  folgende  Gleichungen: 

«2  =  ^1  =  <^35     ^3  =  ^1  =  h\     h  =  ^21 

,        ,  p  — 1 

«2  •  «3+^8- ^3  +  ^3  •'^a  =  ^s-^i  +  ^a'  +  ^'s*- 

Es  tritt  uns  hier  die  merkwürdige  Tatsache  entgegen,  dass  dio 
drei  letzten  Gleichungen,  verbunden  mit  der  Bedingung,  dass  die  Zahlen 
Oj,  «21  ^3  ^^^d  h  ßii»ze  Zahlen  sein  sollen,  völlig  zur  Bestimmung 
dieser  Zahlen  ausreichen.  Nach  wenigen  Umformungen  findet  man 
nämlich  aus  der  letzten  der  drei  Gleichungen  die  folgende: 

Ap  =  (6^»3—3a,-3a3- 2)2+ 27(^3  — «j)2 
=  .4^+3M 

Da  die  Zerlegung  der  vierfachen  Primzahl ;;  in  die  Summe  eines  ein- 
fachen und  eines  dreifachen  Quadrates  nur  auf  eine  einzige  Weise 
möglich  ist,  so  ergiebt  sich  sofort: 

^  =  6^3  —  30,  — 3flrj— 2;     2?  =  SCct^  —  ös) 
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Es  sei  g  eine  primitive  Wurzel  der  Congruenz  xP-^^I  (modp). 
A  and  B  worden  dann  als  die  absolut  kleinsten  Zahlen,  welehe  den 

Congruenzen  ^.(  1.2.3. ..^^j  =  1  und  A+B\g~^—g^'~^~)=0 
(modp)  genügen,  bestimmt. 

Man  setze:   -4  =  3X  — 2.    ^=-3«. 

O],  Qfy  a^  und  ^3  ergeben  sich  aus  den  folgenden  Gleichungen: 

A  +  ^-3                 2.^~-  +  3a)-A 
fli 3 ;     a^ ^— e 

«3  ^ ß ;     h  =" Q — • 


§  23. 

Combinationcn  zur  zweiten  Ciasso  ohne  Wiederholung. 

I.  Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  6m +  5.  Es  giebt 
^         Combinationen,  in  denen  die  Null  vorkommt,  jeder  einzelne 

p — 3 
kubische  Rest  findet  sich  unter  den  Combinationcn      ^    mal. 

IL  Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  6w+l-  ^^"^  Zahlen 
i„  Ic^  und  h^  werde  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  22.  gegeben.  Die 
Null  komme  unter  den  Combinationcn  aus  den  kubischen  Resten 
f  mal  vor. 

Da  sich  zu  einer  Zahl  a^  immer  eine  Zahl  a^  angeben  lässt,  so 

«—1 
dass  01  +  <*2  ^  Ö  (mod  p)  wird,  so  hat  man :  i  =     ^    » 

Aus  einer  Congruenz  von  der  Form  yi+yj  — 1^0  (mod/?) 
kann  man,  wenn  y^  und  y^  von  einander  verschieden  sind,  stets  zwei 
verschiedene  Congruenzen  von  der  Form  l+or,-j-/?i  ^0  herleiten, 
in  dem  Falle  allein,  in  welchem  y^  »  y,  ^^t,  erhält  man  nur  die  eine 

r2i 

Congruenz  l+l  +  ft  ^0;  dieser  Fall  tritt  ein,  wenn    -  ==  f .    Der 

Fall  71  —  yt  muss  aber  bei  den  Combinationen  ohne  Wiederholung 
aiugescblossen  werden.    Man  hat  demnach: 
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1'2  =    ^2        ^^®r  =  2* 

2 

3. 

=  «  oder  nicht 

je  nachdem 


Jede  CoDgrueuz  von  der  Form  ß^-^-ßQ  —  l^O  (modp)  liefert, 
wenn  die  Zahlen  ß^  und  ß^  von  einander  verschieden  sind,  zwei 
Gongraenzen  von  der  Form  l4-ai+yi==0,  der  Gongruenz  /?i  + 
/?(-— 1^0  entspricht  nur  die  eine  Gongruenz  l+l+y^^O.  Die- 
ser Fall  findet  statt,  sobald    -  N=  «^.    Es  orgiebt  sich: 

1 


h  = 


«3 


Ot 


2 


oder  =•  ^ 


je  nachdem 


roi 


IQJ 


«^  oder  nicht. 


k^  erhält  man  aus  der  folgenden  Gleichung: 

p  — 1  p  — 4 


^(^•1+^+^3)  =  — 


3 


p-1 


[21 
Für  das  Symbol     -     hat   man   nach   dem  Vorhergehenden  fol- 
gende Werte: 


2 


f,  wenn  a^  und    ~    =  ^^  wenn  a,  eine  ungerade  Zahl  ist. 


["2 
Man  überzeugt  sich  leicht,  dass    -   =1,  wenn  a^  ungerade  ist. 

V-X- 

Jacobi  giebt  in  seiner  Abhandlung:  „De  residuis  cubicis  comroen- 
tatio  numerosa'^  als  Bedingung  dafür,  dass  die  Zahl  2  kubischer  Rest 
ist,  die  Gongruenz  a^  — «3^0  (mod  2)  an;  mit  Hülfe  dieser  Gon- 
gruenz folgt  aber,  da  die  Summe  «1+^+03  ßtcts  ungerade  ist,  dass 
a^  jedenfalls  eine  ungerade  Zahl  sein  muss. 

Herr  Professor  Stern  hat  als  Bedingung  angegeben,  dass  die 
Zahlen  A  und  B  beide  gerade  sind-,  was  ganz  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt 


Gombinationen  zur  dritten  Glasse  ohne  Wiederholung. 

§  24. 

Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  6m +5.    Die  Reihe  der 
kubischen  Reste  sei  ^1,  A^  ...  Ap^i.    Die  Null  komme  t'roal  and 
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jeder  kubische  Best  ibmal  anter  den  Combinationen  Yor.  Die  Glei- 
chung 1-f-^i  ==■  ^  besitzt  p  —  2  Lösungen,  demnach  hat  die  Con- 
gruenz  l+-4i+-^8^0  (mod/>),  wenn  A^  undulj  von  einander  ver- 

schieden  sein  sollen,   "i^  verschiedene  Lösungen-,  hierunter  befindet 

sich  noch  die  Lösung  l-f-l-f-^^s^O.     Multiplicirt  man  jede  der 

^-x 1  Congruenzen,  in  denen  die  kubischen  Reste  A^  und  A^  von 

einander  und  von  1  verschieden  sind,  successive  mit  den  sämmtlichen 
kubischen  Resten  von  ;?,  so  stimmen  unter  den  gefundenen  Congruen- 
zen immer  drei  Congruenzen  mit  einander  überein. 

.       _2 \  p-1 

*=        3  2" 

k  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung: 

,.       ,    '     (p-l)(j^-2)(p-3) 


25. 

Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  6m -(-l-  Die  Null  komme 
unter  den  Combinationen  aus  den  kubischen  Resten  «mal,  jede  Zahl  a 
l^nud,  jede  Zahl  ß  Ar^mal  und  jede  Zahl  y  h^v^X  vor. 

Die  Congruenz  l-j-^i-H^s^O  (mod|>)  besitzt,  wenn  die  Zahl  2  kubi- 

tdier  Rest  ist, -^-Q 1  verschiedene  Lösungen,  welche  nur  ver- 
schiedene Zahlen  enthalten.  Ist  aber  2  kein  kubischer  Rest,  so  sind 
~  Lösungen  von  dieser  Beschaffenheit  vorhanden.    Man  hat: 


.   (=^-)'-? 


oder  =  ~^. 


6      3 
je  nachdem  2  kubischer  Rest  ist  oder  nicht. 

I.  hj^  bestimmt  man  folgendermassen.  Multiplicirt  man  die  Con- 
gruenzen l+cif-|-/J  =  0  successive  mit  den  Werten  1+«!  ■=  «,  die 
Congruenzen  1+y-f-a^O  successive  mit  den  Werten  1+«!  =» /5 
und  die  Congruenzen  l-j-jJ+y^^  successive  mit  den  Werten 
l^ir^  .»  y,  so  erhfilt  man  dadurch  die  sämmtlichen  Congruenzen  A 
von  der  Form  l-fffi+«^4*/^i  ^  ^  (°^o<^  v)-    ^^  diesen  Congruenzen, 


46 


Meyer:  Zur  Theorie  der  quadratischen  und  hihiüchen  Reste, 


deren  Anzahl  =  J  sein  möge,  sind,  wie  leicht  zu  zeigen  ist,  die  Zah- 
len cfj  und  cfj»  nehst  ihren  Permutationen  vorlianden. 

J  =  aj  a^  +  fl2rt3+^3-^3 

Die  Congruenzen  von  der  Form  l-}-«i+«i+ft  ^  0  erhält  mau 
durch  Multiplication  mit  ct^  aus  den  Congruenzen  von  der  Form 
l  +  l+ttj+j^^O,  wenn  nur  a^  der  Bedingung  a^M^^l  (mod^) 
genügt.  Die  Congruenzen  der  letzten  Art  entstehen  nun  durch  Multi- 
plication mit  2  aus  den  Congruenzen  l-f-o+i^^O,  1-f-y  +  a^O 

"2' 


oder  l-fjS+y^O,  je  nachdem 


L<7. 


1,  «  oder  €-.    Jj  sei  die  An- 


zahl deijenigen  verschiedenen  Congruenzen  ^,  in  denen  die  kubischen 
Koste  «1  und  a^  einander  ungleich  sind.    Es  ergiebt  sich: 


i 

'm 

"2" 

=  1,  €  oder  €*. 

'2 

= 

1,    öl          2 

je  nachdem 


1. 


Es  sind  noch  die  Congruenzen,  in  denen  eine  der  Zahlen  a^  und 
»2  der  Einheit  gleich  ist,  zu  bestimmen.    Unter  den  Congruenzen 

von  der  Form  l'\-l'\-a^-\-ß^O  befindet  sich,  wenn    -    =€    ist, 

-TZ- 

die  Congruenz  l-f-l+l+I^^O;  diese  ist  schon  bei  den  Congruen- 
zen von  der  Form  1 -|- a^  + '^'i  + /^i  ^  0  mitgezählt.  Aus  einer  Con- 
gruenz von  der  Form  yi+yj+yj  — 1^0  lassen  sich  stets,  wenn 
die  Zahlen  y„  y^  und  y^  von  einander  verschieden  sind,  drei  ver- 
schiedene Congruenzen  J  herleiten.    Man  hat  demnach: 


je  nachdem  |  - 1  ■=  «  oder  nicht. 


2. 


oder 


J,  — aj 


je  nachdem    "  =  *  ^^^^  nicht. 


Altyer:  Zur  Theorie  der  quadratischen  und  kubischen  Reste. 


47 


3. 

"2" 
.9. 

== 

e2.          Ä                 ^~*3 

«  1    Oj           2 

^              3 

je  nachdc 

m 

=  s  oder  nicht. 

oder 


3 


U.  Ä^i  bestimmt  man  wie  folgt.  Multiplicirt  man  die  Congru- 
enzen  l-|-cr+y  ^  0  successive  mit  den  Werten  l-|-«i  =  «,  die  Con- 
gmenzen  l+y  +  /?^0  successive  mit  den  Werten  l+«i  «=  j5  und 
die  Congrucnzen  l-^ß-{-a  ^  0  successive  mit  den  Werten  I+otj  =  y, 
so  erhält  man  dadurch  die  sämmtlichen  Congruenzcn  S)  von  der  Form 
l-f-^i+^a+yi  ^0  (mod;>);  die  Anzahl  derselben  sei  b.  In  diesen 
b  Congmenzen  S)  sind  wieder  die  Zahlen  a^  und  a^  nebst  ihren  Per- 
matationen  vorhanden. 

b  =  ai.03  +  02-^8+03-^2 

Die  Congruenzen  von  der  Form  l+^i+'^i+h  ^0  ergeben 
sieh  aus  den  Congruenzen  von  der  Form  l  +  l  +  cfg-f-y^O,  diese 
entstehen  wieder  dnrch  Multiplication  mit  2  aus  den  Congruenzen 
l-|-«+y  =  0,    l+y+i3  =  0   oder    i  +  /5+a  =  0,    je   nachdem 

■  1,  £  oder  «*. 


s 


Genau  wie  vorhin  ergicbt  sich: 

"2 


b--Ö3 

1.     bj  =  — ö— ^»  wenn 


=-1 


L5J 


oder  = 


^  — «3 


je  nachdem 


"3 

-3J 


=  «*  oder  nicht. 


2.     b,  =»  — s— ^»  wenn 


2 

IQ. 


==  c 


bi— *s  +  l 


oder  = 


b,— ^»j 


je  nachdem 


3 
LP. 


=  «*  oder  nicht. 


^  w  b— Oj 

3.     ©1  —  ■   o    *  wenn 


2 
L<ZJ 
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h  =  -^ — 3^^ oder  =  ■   g- 

je  naclidem    -   =r  e«  oder  nicht. 

Die  Zahl  kj^  findet  man  ans  der  folgenden  Gleichung: 


Man  erhält  nach  dem  Vorhergehenden  für  das  Symhol 
folgende  Werte: 


3 

L3J 


leicht 


=  f ,    wenn  ai.a2-|-a^.ö8-f-«3.Äg  ^  1  (mod  3) 


3 

-|  =  «*,  wenn  01.03+02.63-1-03.02  =  1  (mod  3) 


Dazu  kommt  noch: 

pi  =  1,   wenn  ai»-f-022-j-08«+^^  =  1  (mod  3) 

p— 1 
In  den  0i*+02*-t-03*+^-Q—  Congruenzen  von  der  Form  1-f- 

0]  +  ff2-}-a3  ^0  (mod;?)  sind  die  kubischen  Reste  or|,  a^  und  og  in 
allen  Formen  permutirt.  Ist  die  Zahl  3  kubischer  Best,  so  ist  die 
Congruenz  l-l-ffi-|-ofi+ai  ^  0  möglich,  diese  Congruenz  findet  sich 
unter  den  angegebenen  Congruenzen  nur  einmal,  alle  übrigen  Con- 
gruenzen aber  je  dreimal.    Ist  die  Zahl  3  kein  kubischer  Rest,  so  ist 

w— 1 
jedenfalls  der  Ausdruck  oi*+^s*+^3*+~q~  durch  3  teilbar. 

Jacobi  hat  als  Bedingung  dafür,  dass  die  Zahl  3  kubischer  Rest 

ist,  die  Congruenz  02-— 03  =  0"  ^  0  (mod  3)  angegeben. 

Man  setze  zur  Abkürzung: 

fll.O2-l-O1.O3 -[-02.03   =   Oq 

Setzt  man  in  den  vorhin  angegebenen  Ausdrücken  für  b^  den 
Wert  o^-f-l  ein,  so  gehen  diese  Ausdrücke  dadurch  in  die  folgenden 
über: 

Ol.O2-f-O2.O3-l- 03.53     =     OQ-f-rtg 

O1.O3-fa2.i3-f-O3.O2  =   Oq-^-O^ 

Aus  der  Congruenz  og  ^  03  (mod  3)  folgt,  dass  die  Ausdrücke 
aQ-{-aQ  und  0^+02  derselben  Zahl  (mod  3)  congruent  sein  müssen. 
Die  einzige  Zahl  aber,  bei  der  dies  der  Fall  sein  kann,  ist  die  Null ; 
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denn  jeder  der  beiden  Ausdrücke  ao+<*s  ^°d  oo+^  ^^^^  entweder 
der  Null  oder  der  Einheit  congment  sein;  ist  aber  einer  derselben 
der  Einheit  congruent,  so  ist  der  andere  jedenfalls  der  Null  con- 
gment   Sind  beide  Ausdrücke  ao+^  ^^^  «0+^  durch  3  teilbar, 


so  heisst  dies,  die  Gleichungen 


L^J 


e  und 


3 


e^  sind  beide  un- 


möglich, es  muss  daher  3  kubischer  Rest  sein. 


Man  kann  aber  noch  weiter  gehen.  Es  sei  a^  —  a^^l  (mod  3) 
d.h.  (i,  =  a;,-f-l  (uiod  3).  Es  ergiebt  sich,  dass  von  den  beiden 
Ausdrücken  «o+^a  ^^^  «0+^2  der  erste  der  Null,  der  zweite  der 

rs 

Einheit  (mod  3)  congruent  sein  muss,  d.  h.  es  ist 


IQ. 


bK 


Es  sei  o, — «3^2  (mod  3).    Von  den  beiden  Ausdrücken  «o+^s 

nnd  oo-fos  muss  der  erste  der  Einheit,  der  zweite  der  Null  (mod  3) 

[-3] 
congruent  sein,  d.  h.  es  ist    -   =  e. 

Die  drei  eben  behandelten  Fälle  lassen  sich  folgendermasscn  zu- 
sammenfassen : 


3 

L9J 


Dasselbe  Resultat  findet  man  auch  in  Bachmann*s  Lehrbuch  der 
Kreisteilung  (Vorlesung  XV.)  angegeben. 


Litteratur. 

Stern:  Bemerkungen  über  höhere  Arithmetik.    (Crelle's  Journal 
Bd.  VI.  pag.  147.) 

Jacobi:    De   residnis   cublcis   commentatio   numerosa.     (Crelle's 
Journal  Bd.  IL  pag.  66.) 

Bachmann:  Die  Lehre  von  der  Ereistcilung  und  ibre  Beziehungen 
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n. 


Sur  les  familles  de  courbes  orthogonales 
uniquement  coinposdes  de  coniques. 


Par 

Paul  Appell. 


L'on  connait  depuis  longtemps  des  familles  de  courbes  or 
gonales  compos^es  uniquement  de  coniques;  tellcs  sont,  par  exen 
les  coniques  homofocales,  ou  bien  les  dcux  famiUes  de  courbes 

«*+2^*  — 2Aa;+Ä«  =  0 
«*+y*  — 2/iy  — i?2  =  0 

oü  A  et  fi  sont  des  paramötres  variables;  telles  sont  encore  les  c 
familles  d'byperboles  6quilat6res 

ou  les  coniques 

V.  ^X 

X 

Je  me  propose  de  d^montrer  quo  les  syst^mcs  orthogonaux 
je  viens  d'indiquer  sont  les  seuls  uniquement  compos^es  de  coniq 

Imaginous  dcux  familles  de  coniques  orthogonales;  je  sup] 
que.dans  Tuno  des  familles  il  y  ait  une  conique  k  centre;  soit 

(1)  a««+V-l  =  0 

r^quation  de  cette  conique  rapport^e  k  son  centre  et  ä  sos  s 
Les  coniques  de  la  famille  k  laquelle  n'appartient  pas  la  courbe 
coupent  cette  courbe  ä  angle  droit;  soit 
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(2)  Ax^+2Bxy+Cy^'^2Dx+2Ey  +  F^  0 

r^oation  d'ane  conique  de  cette  famüle.  Si  Ton  d^signe  par  f{x^  y) 
le  Premier  membre  de  T^quation  (1)  et  par  <p(ar,  y)  celui  de  l'^qna- 
üon  (2),  la  condition  pour  que  les  deux  coorbes  (1)  et  (2)  se  cou- 
pent  ä  angle  droit  est: 

c'estidire 

(3)  ^aflc*4-  B{a + b)xy  -}-  Cby^'\'Dax +Eby^O 

La  condition  (3)  devant  etre  verifi6e  par  les  coordonn^es  des 

qoatre  points  d'intersection  des  coniques  (1)  et  (2),  T^quation  (3) 

doit  repr6senter  nne  conique  passant  par  les  points  d'intersection  de 

(1)  et  (2).   On  doit  donc  ponvoir  d^terminer  le  param^tre  h  de  fagon 

qve  reqoation 

^yt«,  y) + «pC«,  2^)  =  0 
cest  ä  dire 

(4)  (A-\'ka)x^'\-2Bxy+  {C+kh)y^+2Dx+  2^+F— ifc  =-  0 

represente  la  conique  (3).    En  identifiant  les  ^quations  (3)  et  (4)  on 

troa?e  d'abord 

h  =  F, 

pois,  CQ  rempla^ant  k  par  cette  valeur, 

(5)  A+Fa  2B       _  C+F&  ^  2^  _  2£ 
^                     Aa      ^  B{a-{-b)  "      Ch      ~"  Da       Eb 

Je  suppose  d'abord  que  les  coefficicnts  a  et  &  ne  soient  pas 
^gaux;  alors  les  conditions  (5)  exigent  quo  deux  des  trois  coefficients 
A  D,  E  soient  nuls.  En  effet  si  D  et  E  6taient  tous  deux  diff6- 
rcDts  de  z^ro,  les  deux  demiers  rapports  (5)  donneraieut 

^  qni  n'est  pas,  par  bypothSse;  et  si  J?  et  D  ^taient  tous  deux 

^^rents  de  z^ro,    le  second  des  rapports  (5)  6gal^  au  quatriöme 

donnerait 

a-^-b  =  a 

^  qni  est  absurde ;  de  mSme  pour  B  et  E. 

Puisque,  des  trois  coefficients  B,  D,  £,  deux  au  moins  doivent 
^tre  nnls,  je  vais  distinguer  quatre  cas. 

Premier  cas.    Les  trois  coefficients  sont  nuls 

B  =  2>  =  E^O 

Les  conditions  d*identification  (5)  se  r6duisent  ä 


t 
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A+Fa       C+Fb 

Aa     ""      Cb 
oa 

ij--— --4-- 

condition  qni  exprime  que  les  coniqucs  (1)  et  (2)  sont  bomofocal 
Deaxieme  cas.    Les  deux  coefiQcients  D  et  E  sont  nuls 

2>  =  J5;  =  0; 
lo  coefficient  B  est  diff^rent  de  z^ro.     Les  relations  (5)  devienn 

A+Fa 2     ^  C+Fb 

Aa  a-f-Ä  C& 

d'oü  ron  tire 

^        Fa(a+b)         ^       Fb(a+b) 

A  «=  r— ,         C  =  z 

a — b  b  —  a 

Portons  ces  valenrs  dans  l'^quation  (2)  en  nous  rappclant  que 

et  posons  pour  abr^er 

,       Bja-^b) 

r^quation  (2)  devient: 

(6)  (a+Ä)(aa;«  — V)  +  2Aicy+a  — Ä  =  0 

Lorsque  Ton  fait  varier  le  paramötre  il,  requation  (6)  repr^sente 
infinite  de  coniqaes  coupant  ä  angle  droit  la  conique  fixe  (1). 
Ton  cherche  les  trajectoires  orthogonales  des  coniqaes  (6)  ou  arri 
nne  6qaation  diff^rentiello  qno  Ton  rcnd  lin^iro  en  prcnant  ] 
variables  x^-^-fß  et  x*  — y*;  cette  6quation  diff6rentielle  6tant  int^ 
donne  pour  T^quation  des  trajectoires  orthogonales  des  coniqnes 

(7)  aa;2  +  V  — 1  +  f*«      ^         '  ^=  0 

^  d^signant  une  constante  arbitraire.     Mais  dans  le  cas  qni  : 
occupe  nous  voulons  qne  ces  trajectoires  orthogonales  (7)  soient 
m^mes  des  coniqaes,  ce  qni  ne  pent  arriver  que  si  Ton  a: 

a-\-b  =»0 

Les  courbes  (6)  et  (7)  deviennent  alors 

(6')  xy^V 

ce  qai  est  an  des  syst^mes  que  nous  avons  indiqu6s. 
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Troisi^me  cas.    ^==0,  JB  =  0,  D  diff^rcnt  do  z6ro.    Dans 
ce  cas  les  conditions  (5)  devicnnent 

A+Fa_  C+Fb  _2 
Aa  Cb  a 

d'OQ 

^      ^      ^^ 

'  2b  —  a 

Portons  ces  valears  dans  requation  (3)  et  posons 

DOM  avons 

(8)  (26— a)(«B«+l)+aV+2Aa;  =  0 

Quand  lo  param^tre  iL  varie,  cette  ^quation  repr^sonte  des  coniques 
coopant  ä  angle  droit  la  conique  (1).  Si  Ton  cherche  Ics  trajectoire^ 
orthogonales  des  coniques  (8)  ou  arrive  ä  nno  6quation  differentielle 
qoe  Ton  rcnd  lineairo  en  prenant  x^  par  variable;  cette  6quation 
differentielle  6tant  int^gr^e  donne  pour  T^quation  des  trajectoircs 
orthogonales  des  coniques  (8): 

(9)  ax^+by^-l+iiy^"^^0 

Si  Ton  veut  quo  les  courbes  (9)  soient  6galement  des  coniques,  11 
faot  d^terminer  le  rapport  r  de  fagon  quo  Texposant   (2  —  7)  de  y 

soit  6gal  4  0,  1,  ou  2.  Pour  que  cet  exposant  seit  2,  il  faut  a  «  0, 
et  alors  les  coniques  (8)  et  (9)  se  r^dnisent  ä  des  droites  respecti- 

▼ement  paralleles  aux  axes  do  coordonn6es.     L'exposant   (2  —  ^1 

1^0  peat  pas  etre  egal  ä  1  car  nous  supposons  a  diff^rent  de  b]  mais 
ü  pent  etre  nul,  ce  qui  a  lieu  si  a  «  26,  et  alors  les  courbes  (8)  et 
Q)  deriennent 

X 

^  qni  est  un  des  syst^mes  que  nous  avons  indiqu^s. 

Quatri^me  cas.  B  ^0,  Z>  =-  0,  E  diff6rent  de  0.  Co  cas 
rentre  dans  le  pr^c^dent  par  le  changement  de  x  en  y  et  de  y  en  x. 

Je  suppose  mainteuant  que  la  conique  (1)  seit  un  ccrclo,  a  »  6. 
^  diacnssion  pr^c^dento  s'applique  encoro  dans  cette  hypothSse. 
I^  Ic  Premier  cas  on  trouve  un  Systeme  de  coniques  compos^  de 
<^cle8  concentriques  et  de  couples  de  droites  passant  par  le  centro 


! 
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comman  des  cercles;  dans  le  deuxi^me  cas,  Ics  ^quations  (6)  et  (7) 
deyiennent 

^quations  qui  repr^sentent,  la  premiere  des  droites  passant  par  Tori- 
gine,  et  la  deuxiSme  des  cercles  ayant  ponr  centre  Torigine;  enfin 
dans  le  troisi^me  cas,  les  ^quations  (8)  et  (9)  deviennent 

dquations  qoi  repr^sentent  le  Systeme  de  cercles  pr^c^demment  indiqui. 

Mais  aux  cas  pr^c^deuts  il  faut  en  ajouter  an  autre;  car  si  on 
sappose  a  =  2>,  il  n'est  plus  absurde  de  supposer  dans  les  conditions 
(5)  les  coeflicients  D  et  £  difif^rents  de  0  en  meme  temps.  En  effet 
Bi  on  fait  cette  supposition,  les  conditions  (5)  deviennent  {B  =  0) 

A  +  Fa  _  C+Fa  ^  2 
Aä  Ca  a 

d'oü 

A^C-^Fa 

et  r^quation  (2)  de\ient 

(10)  «(«*+y*)  +  22/2?+ 2£'y  + 1=0 

en  posant 

Cette  ^nation  (10)  repr^sente  des  cercles  orthogonanx  an  cerde 
donni  (1),  mais  contrairement  ä  ce  qai  est  arriv6  dans  les  cas  pr6- 
cMents,  eile  contient  deux  param^tres  variables  L/  et  E*.  Si  on 
consid^re  denx  des  cercles  (10)  C\  et  Q,  la  famiUe  de  coniques  k 
laqnelle  appartient  le  cerclc  (1)  sc  compose  de  cercles  orthogonanx 
anx  cercles  Ci  et  Q;  car  il  r^snlte  des  calcnls  prec^ents  ponr  le 
cas  de  a  =  6,  qnc  les  senles  coniqnes  orthogonales  ä  nn  cercle  sont 
des  droites  passant  par  son  centre  on  des  cercles;  comme  les  deux 
cercles  C\  et  Q  ne  sont  pas  concentriqnes,  les  senles  coniqnes  qoi 
lenr  sont  orthogonales  sont  des  c^rdes.  Maintenant  on  saiit  par  la 
geom^trie  61<^mentaire  determiner  le  Systeme  des  cercles  conpant  k 
angle  droit  les  cercles  Q  et  CV  et  le  Systeme  orthogonaL  Les  denx 
fiunilles  de  cercles  ainsi  detennin<^  sont  celles  dej4  dtees. 


U  reete  maintenaiit  ik  examiner  le  cas  oa  parmi  les  devx  Sunilles 
de  coniqnes  orth<^onales  il  ne  se  tronve  pas  de  coniqne  ik  centre. 
n  CMt  alors  recommencer  nne  discnssion  analogne  i  la  pricMente 
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en  prenant  au  lien  de  la  conique  (1),  la  parabole  repr6seut6e  par 

r^aaüoQ 

Si  Ton  cherche  r^uation  g6n6rale  des  coniqaes  orthogonales  ä  cctte 
parabole,  on  trouve: 

1^)   Les  coniques  k  centre 
qoi  avec  les  paraboles  -  =  f i  forment   un  premier  systöme  double 

SP 

orthogonal; 

2^)   Les  paraboles 

doDt  les  tngectoires  orthogonales 

X 

y*  —  2pX'\-neP  =»  0 

ne  sont  jamais  des  coniques; 

3^)   Les  paraboles 

y^  —  2Xx—X^+pk^0 

qoi  sont  homofocales,  et  qui  foumissent  le  systöme  orthogonal  commo 
form^  par  les  paraboles  homofocales. 

Paris  4  Aout  1878. 
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m. 


Zur  Lehre  von  den  Diflferenzenreihen, 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  G.  Wall  entin, 

PriTatdoccnt   nn  dor  technischen  Hochschalo  in  Brunn. 


Ueber  einige  endliche  Reihen  der  combinatorischen 

Analysis. 

Werden  die  n  ersten  Glieder  einer  zur  Bildung  Ton  Differenzen- 
reiben geeigneten  Hauptreibe  mit  a,,  o^,  o,  ...  o»  bezeichnet,  so  ist 
bekanntlich: 

(1)  fti  =  Oi+««+a3+    •  +«» 

WO  ^«1,  ^«1»  ^*»i  •••  ^"~^i  die  snccessiven  Differenzen  des  er- 
sten Gliedes  o^  bedeaten. 

Mit  Znhilfenahme  der  symbolischen  Formel: 

(2)  d'^on  =  (— l)"««  (1  —  a)-; 

in  wichen  nach  Entwicklang  des  ^noms  (1  —  a)<»  nach  Newton*] 
Lehrsatze  den  Potenzexponenten  von  a  die  Bedeotnng  von  Indice! 
erteilt  werden  mnss,  erhält  man: 

nnd  dem  entsprechend  folgendes  System  von  Gleichungen: 
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A^Oi  =  —  0^(1  —  a)^  =  —  (a^ — a^) 

{«X  -  (7')«.+  (7'>3  -  (7'>4  .. .  +  (-1)-^.H-I  } 

I^QTch  Sabstitation  dieser  Ausdrücke  in  (1)  ergibt  sich  nach  leichter 
Transformation: 

-l(;)-(;)+6)-ö-<-"-(:)l«. 
+lö-(3)0+(:)©-ö(ü-'-""{:)Cr)}- 
^lö-(:)©+öö-(e)®  ■■•<-«- OCi')}- 

'iu)-(m'-.'-' 

I^ie  Methode  der  gleichen  Coef^cienten  in  Anwendung  bringend  re- 
snltirt  folgendes  Gleichungssystem : 

Ö-ö+ö-C)  ■-+'-«-(:)=> 
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ö-0(?)+ö©-(0(J)+-+<-.K:)("7V' 
(3)-öa)+öö-ö®+..+<-«-'(:)(V)-' 

Alle  diese  Formeln  sind  enthalten  in  der  allgemeinen  combinatori- 
sehen  Reihe: 


(«) 


oder: 


m=n— 1 


So  ist  z.  B.  für  n  «  8,  j)  =-  3 


©-©0+®©-©©+©®-®©= 


Da 


ist,  so  bat  man: 


0  -  a) 

(A)=ö 

(^j)  -  (f) 

Die  Formeln  (a)  und  (I)  gehen  mit  Znhilfenahme  vorstehender  Be- 
lationen  in  folgende  über: 
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(;)-(^,){')+U)('t')-(;f.)(t^ 

+-+<-«-'(:)e:^)='       <'' 

und 


II. 

Zur  Theorie. 

Wenn  man  den  in  der  Theorie  der  Differenzenreihen  vorkommen- 
den symbolischen  Operationszeichen  /S^  /H^/S^ ,.,  /l^  fOr  die  Bildung 
der  1.,  2.,  3.,  ...  nten  Differeuzen  während  der  Rechnung  den  Begriff 
Ton  Grössen  supponirt,  im  Resultate  der  Rechnung  jedoch  auf  die 
anprdngliche  Bedeutung  derselhcu  zurückgeht,  ist  es  möglich  auf 
sdir  kurzem  Wege  die  bekannten  Fundamentalsätze  der  Differenzen- 
reihen,  sowie  einige  neue  wichtige  Relationen  nachzuweisen. 

In  manchen  Fällen  wird  die  Uebersichtlichkeit  einer  durchzu- 
JUirenden  Rechnung  erhöht,  wenn  auch  den  Indices  der  Glieder  der 
Haoptreihe  o^,  o^,  aj  ...  a»  während  der  Operation  die  Bedeutung 
Ton  Potenzexponenten  erteilt  und  ihnen  erst  in  der  Schlussformel  die 
VBpmngliche  Bedeutung  restituirt  wird. 

Dies  zu  zeigen  ist  Gegenstand  nachfolgender  Zeilen. 

Sind  die  Glieder  der  Hauptreihe  a^a^a^  ...on^  so  ist 

^  =»  %,    <H^  ai+^'«i>    ^  ="  02+^*^«»    •  •  •    «»•  =*  OH-i+^^an— 1. 

Betrachtet  man  vorderhand  d  nicht  als  Operationszeichen,    sondern 
^  algebraische  Grösse,  so  gehen  vorstehende  Formeln  in  folgende 

über: 

«i^fli;      a,  =  ai(l+^);       03  =  0,(1+^^)    ...    a»  =  a»-i(l+^, 

&Q8  welchen  sich  durch  Multiplication 

(1)  an  =  (X+dy-^a^ 

^^l   Nach  Entwicklung  des  Binoms  und  gleichzeitiges  Multipliciren 
"wt  Ol  wird: 

welche  Formel  bekanntlich  —  wenn  man  ^'oj,  -^*ai,  -^'«i  .-  ^**~^öi 
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als  dio  ersten  und  höheren  Differenzen  des  Gliedes  a^  hetrachtet  — 
die  Lösung  der  Aufgabe,  das  allgemeine  Glied  der  Hauptreihe  als 
Fuuction  dos  ersten  Gliedes  und  der  Differenzen  des  ersten  Gliedes 
auszudrücken,  in  sich  schliesst 

Dio  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Hauptreihe  ist: 

Sn  =  ^h"!"^"!"^"!"  ...  -f- Oh 

oder  mit  Benutzung  der  Gleichung  (1) 

Durch  Summirung  der  in  der  Klammer  enthaltenen  geometrischen 
Progression  ergibt  sich: 

Nach  Division  durch  J  und  Zurackführung  der  J^  A\  J^  ...  ä*"^ 
auf  ihre  wahre  Bedeutung  erhält  man: 

Ä.  -  (;)«,+ (;)4'«,+(;)^s+ ... + (ü)^-'«i     (D) 

also  die  L^touug  der  Attlgabc>  dio  Samme  tob  m  Gtiedem  der  Haopt- 
r\nbo  durch  das  erste  GUed  und  die  Differe&xeft  dcssdbeo  aoara- 
dHIckea. 

Will  man  eine  beliebige  Differeni  eines  Gliedes  der  Haaplreihc 
durcli  die  GUeder  dieser  ai^iebea«  so  Übri  folgeader  Weg  zun  Re- 
s«ltate: 

Sidit  lUA  ui  dhNT  Formel: 

v^kbr««d  4er  Re>:bmwi^^peratNai  die  Iwüc^  ak  utem  aagwckikbeae 
l\>l»m«qftw»rmtem  aik  $o  ist : 

Im  aidk^'r  We«e  Wi  oftut: 

=  .^— l\jw>: — J^^  -»  «wC«!  —  1)* 
Wi 


v5>     ,fVs  -*  üfcv'H'-i'*  *-  v-^***^I  — 


Wallentin:  Zur  Lehrt  von  den  Differtnzenrethen,  gl 

dahff: 

>«.  -  (-1).«.  [l-{^)a,  +  {^)a,-  (^)a,+  ...  ±««}  . 
woraus  durch  Mnltiplication  mit  oh 

^fln  «=  (— l)«!  !«»  — ^^  )«»+»+(  2  r"+2""(  3  W+8+...±«ti+m}  (lü) 

wird,  welche  Gleichung  —  wenn  man  den  his  jetzt  als  Grössen  he- 
trachteten  «,  «+1,  n+2,  ...  n+m  ihre  Bedeutung  als  Indices  ver- 
leiht —  die  Lösung  des  gestellten  Prohlems  ist 

Die  Formeln  (I),  (U),  (III)  sind  die  bekannten,  gewöhnlich  ab- 
geleiteten Grundformeln  der  Differenzenreihen.  Mit  Hilfe  des  hier 
angebahnten  Weges  kann  man  ohne  Schwierigkeiten  noch  andere  in 
der  Praxis,  insbesondere  in  der  Interpolationsrechnung,  wichtige  For- 
meln entwickeln.    So  ist  z.  B. 

J»(i»  =  an+i— an  =  at(l+^)~  — a/l+ii)»'-!  ==  ^(i -|-^)H-laj 

Ebenso  ist: 

^on-zl^an-^i  —J^on  =  ^(1  +^"«1  —^(1  +d)*'-^ai  =  ^«(1  -f  J)*^^ai 

oad  80  fort  bis  endlich: 

(2)    J'^an  =»  ii"»(l4-ii)~-iai 

wird.   Nach  Anwendung  der  Binomialformel  erhält  man: 

4^fl«  -  J^aj,+  (^'^^\d*^'^^a^+(^'^^^^  (IV) 

Kennt  man  somit  die  auf  einander  folgenden  Differenzen  des  ersten 
Gliedes  der  Hauptreihe,  so  lässt  sich  eine  beliebige  Differenz  irgend 
eines  Gliedes  derselben  nach  dieser  Formel  bilden.  Die  letztere  hätte 
sich  flbrigens  noch  schneller  aus  (1)  ergeben. 

Brflnn,  im  Mai  1878. 
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IV. 


Zur  Theorie  der  stationären  elektrischen  Strömimg. 

Von 

Herrn  Dr.  August  Herwegen 

in  Köln. 


Leitet  man  einen  Constanten  galvanischen  Strom  durch  eine 
Metallscheibe,  so  wird  die  Elektricität  sich  in  derselben  auf  eine 
bestimmte  Weise  verteilen.  Die  Art  und  Weise  der  Verteilung  lässt 
sich  angeben,  sobald  die  Bewegung  der  elektrischen  Massen  station&r 
geworden  ist  Dann  ist  nämlich  die  elektrische  Spannung  —  sie  sei 
U  —  eine  Function  der  Coordinaten,  welche  die  Lage  eines  Punktes 
der  leitenden  Ebene  bestimmen ;  sie  kann  als  solche  in  vielen  Fallen  mit 
Httlfe  eines  angenommenen  elektrischen  Potentials  und  der  Bedingungen, 
welche  aus  dem  Wesen  der  stationären  Strömung  für  dasselbe  sich 
ergeben,  ermittelt  werden.  Die  letzteren  sind  von  Kirchhoff*)  unge- 
fähr in  folgender  Weise  aufgestellt  worden. 

8U 
Möge  da  ein  Linienelement,  n  dessen  Normale,  -g—  die  Differen- 
tiation der  Function  U  nach  der  positiven  Bichtung  der  Normale  be- 
zeichnen, dann  muss 

da  ^0 


«A^ 


sein,  sobald  die  Integration  über  eine  solche  Gurve  ausgedehnt  wird, 
innerhalb  der  keine  Elektricität  der  Scheibe  zugeführt  wird.    Werden 


1)  Ueber  den  Durchgang  eines  elektrischen  Stromes   durch  eine  Ebene, 
insbesondere  durch  eine  kreisf5rmige  Platte.     Pogg.  An.  LXIV.  p.  497. 
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indesseo  die  Elektroden  von  kleinen  geschlossenen  Curven  umschlossen 
gedacht,  so  fliessen  in  diesen  nene  elektrische  Massen  zn  oder  ab. 
Sind  dieselben  für  die  einzelnen  Elektroden  E^  ...  Eny  und  stellt  k 
die  Leitongsfilhigkeit  der  Scheibe,  also  eine  nur  von  der  Natur  des 
Leiters  abhängige  und  demnach  constante  Grösse,  dar,  so  wird  fOr 
eine  einzelne  Elektrode  (n) 


H)    --k  r^dc  =  En 


während  die  Summe  der  elektrischen  Massen  gleich  Null  zu  setzen 
ist,  da  die  Wirkung  der  elektrischen  Strömung  constant  sein  soll ;  da- 
her ist 

UI)     EEn  =  0 

Der  Forderung,  dass  die  Elektricität  sich  nicht  über  die  Grenze  der 
Scheibe  fortpflanzen  soll,  wird  durch  die  Annahme  genügt,  dass  die 
Strömnngscurven  der  Grenze  parallel  laufen  und  die  Niveaucurven 
letztere  senkrecht  schneiden ;  es  ist  demnach  für  Randpunkte 

dV 

VoUte  man  die  äussere  Leitungsfähigkeit,  d.  h.  die  der  Scheibe  von  der 
Lnft  entzogene  Elektricitätsmenge  berücksichtigen,  so  würde  die  Ab- 
leitung der  Bedingung  nicht  ganz  dieselbe  bleiben;  indessen  kann  man 
von  derselben ,  wie  Smaasen*}  bereits  gezeigt  hat,  absehen,  sobald 
inehr  als  eine  Elektrode  in  Betracht  kommt. 

Die  Gleichung  I)  lässt  sich  auch  folgendermassen  schreiben: 

gs  y      g«  y 

nnter  o;,  y  die  gebräuchlichen  rechtwinkligen  Coordinaten  yerstanden. 
Diese  Form  ermöglicht  aber  eine  Reduction  des  Problems  in  Yerbin- 
dong  mit  den  für  ebene  Flächen  bestehenden  Relationen,  welche  voll- 
kommen den  Green'schen  Lehrsätzen  und  Folgerungen  über  räumliche 
l^örper  entsprechen.  Derselbe  Gedankengang  führt  zum  Ziele,  wie 
ihn  der  Yerfiasser ')  bei  der  Lösung  des  Strömungsproblems  für  ein 
System  von  Kugeln  angegeben  hat.  Daher  genüge  die  Angabe  des 
Kesoltats: 


1)  Vom  dynamischen   Gleichgewicht  der  Elektricit&t   in  einer  Ebene  oder 
einem  KGrper.     Pogg.  An.  LXIX.  p.  161. 

2)  Herwegen,  Beitrag  xur  Theorie  der  Verteilung  der  dynamischen  Elck- 
tricitlK  in  gleichmiiaig  leitenden  Körpern.     Bonn.  1873. 
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Es  ist 

2nk 


VI)       V=C'\-,^SEn(}Ogrn-Vn) 


wo  Ceine  constanto  Grösse  bedeutet,  und  die  Summation  auf  sämmt- 
liche  Elektrodenpunkte  sich  bezieht.  Vn  wird  durch  folgendos  Theorem 
bestimmt. 

„Ist  a  ein  variabeler  Punkt  der  Ebene,  so  ist  für  diesen  hin- 
sichtlich einer  Elektrode  (E»),  deren  Entfernung  von  a  r«  sei,  die 
Function  Vh  so  zu  bestimmen,  dass  dieselbe  nebst  den  ersten  Diffe- 
rentialquotienten endlich,  stetig  und  eindeutig  ist,  der  Gleichung  Y) 
genügt  und  in  dem  Falle,  dass  a  ein  Punkt  der  die  Ebene  begren- 
zenden Curven  ist,  die  Relation 

ar„^aiogr, 

on  on       ' 

befriedigt,  in  der  die  Grösse  C  unabhängig  von  den  Coordinaten  des 
Punktes  c  ist  und  der  Beschränkung  unterliegt,  dass  dieselbe  für  jede 
Function  Vk{h  =  1  . . .  n)  denselben  Wert  hat" 

Sind  die  Functionen  Vn  in  dieser  Weise  bestimmt,  so  wird  auch 
V  (cfr.  YI),  wie  leicht  zu  beweisen  ist,  den  Gleichungen  für  das 
dynamische  Gleichgewicht  genügen.  Die  Foi*m  desselben  lässt  aber 
sofort  das  von  Smaasen  (2,  p.  166)  aufgestellte  Theorem  erkennen: 
„Wenn  die  Elektricität  zu  gleicher  Zeit  aus  mehreren  Elektroden 
fliesst,  so  wird  die  Spannung  an  irgend  einem  Punkte  bestimmt  durch 
eine  Linearfunction  der  Spannungen,  von  denen  dieser  Punkt  affidrt 
sein  würde,  wenn  die  Elektricität  nur  aus  jeder  dieser  Elektroden 
einzeln  flösse/'  Dem  entsprechend  kann  ein  jeder  Summand  (n<=l...) 
als  Potentialfunction  betrachtet  werden,  welche  die  Spannung  in  dem 
Falle  darstellte,  dass  nur  eine  Elektrode  die  Elektricität  zuführte 
(und  die  äussere  Leitungsfähigkeit  unbeachtet  blieb).  Diese  würde 
aber  nach  Beer  *)  die  Form  flogr.dq  besitzen,  wo  dq  das  Element 
von  fictiven  elektrischen  Massen  bedeutet,  die  in  dem  Elektrodenpunkte 
(E„)  sowie  am  Rande  liegen,  und  wo  r  die  Entfernung  vom  Elemente 
darstellt  Demzufolge  kann  logrn  als  der  veränderliche  Teil  des  Po- 
tentials, welcher  der  elektrischen  Masse  in  dem  Elektrodenpunkto  (En) 
entspricht,  und  Vh  als  derjenige  des  Potentials  eines  elektrischen  Be- 
leges des  Randes  betrachtet  werden.  Um  also  diese  Function  Vn  zu 
bestimmen,  stellen  wir  uns  die  begrenzenden  Curven  mit  Elektricit&t 
belegt  vor  und  ermitteln  die  Dichtigkeit  der  elektrischen  Ladung  so, 
dass  Vn  schliesslich  den  angegebenen  Bedingungen  genügt. 


1)  Einleitung  in  die  Elektrostatik  p.  844. 
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Diese  Aufgabe  kann  zunächst  für  eine  Scheibe  ausgeführt  werden, 
bei  welcher  die  Randcurven  Kreise  sind.  Dient  nun  der  Mittelpunkt 
eines  jeden  Kreises,  dessen  Poteutialfunctiou  bestimmt  wird,  als  An- 
fangspunkt des  Coordinatensystems,  so  wird  In  als  Summe  von  Inte- 
gralen U  erscheinen,  von  denen  ein  jedes  auf  ein  anderes  System  be- 
zogen ist.  Ein  jedes  aber  kann  transformirt,  die  Coordinaten  können 
umgerechnet  und  durch  einander  dargestellt  werden.  Dadurch  wird 
ermöglicht,  mit  Bezug  auf  jede  Randcurve  die  Gleichung  VII)  auf  die 
Function  anzuwenden,  in  der  als  unbekannte  Grössen  die  Dichtig- 
keiten der  elektrischen  Belege  vorkommen.  Diese  bestimmen  sich 
nun  eben  aus  den  Gleichungen,  welche  sich  schliesslich  durch  zweck- 
mässige Anwendung  der  Gleichung  VII)  ergeben. 

Die  Anzahl  der  Kreise,  welche  die  Ebene  begrenzen,  ist  natürlich 
von  Einfluss,  da  sie  die  Anzahl  der  resultirenden  Systeme  von  Glei- 
chungen bestimmt.  Indessen  sind  diese  Systeme  solche,  dass,  ohne 
der  Allgemeinheit  zu  vergeben ,  die  Besprechung  des  Falles  zweier 
Kreise,  von  denen  der  eine  ganz  innerhalb  des  anderen  liegen  soll, 
hinreichen  wird,  die  Art  und  Weise  der  Rechnung  klar  zu  legen. 

In  diesem  Falle  sind  2  Polarcoordinaten-Systemo  einzuführen. 
Der  Anfang  des  ersten  Systems  möge  der  Mittelpunkt  des  kleineren 
Kreises,  derjenige  des  zweiten  Systems  das  Centrum  des  grösseren 
Kreises  sein.  Die  positiven  Achsen  derselben  —  die  Centrale  der 
beiden  Kreise  bz.  die  Verlängerung  derselben  —  sollen  einander  be- 
gegnen und  die  Coordinaten  (Radius- Vector  und  Amplitude)  durch  q 
und  ^  bezeichnet  werden,  mit  der  Bestimmung,  dass  ein  erster  der 
Coordinato  rechts  beigefügte  Index  (1,2)  angibt,  welchem  System  die- 
selbe angehört,  ein  zweiter  ausserdem,  ob  der  betreffende  Punkt  auf 
der  Peripherie  des  kleineren  oder  des  grösseren  Kreises  liegt.  Der 
Badios  des  kleinen  Kreises  wird  z.B.  q^^^  derjenige  des  grossen  Kreises 
aber  p2^  heisscn.  Auch  wird  es  vielfach  nötig  sein,  auf  dieselbe  Weise 
zu  unterscheiden,  durch  welchen  Kreis  eine  Function  bedingt  und  auf 
welches  System  dieselbe  bezogen  worden  ist. 

Die  Coordinaten  der  Elektroden  werden  von  jetzt  ab  durch  den 
U^nen  Index  e  bezeichnet. 

Es  ist  alsdann 

Vni)     Th-  ^n+^M. 

^vor  wir  der  weiteren  Entwicklung  uns  zuwenden,  mögen  in  Betreflf 
^iner  Function  von  der  Form  U  folgende  allgemeine  Bemerkungen 
^latz  finden.  Es  bezeichne  einmal  schlechthin  Qq  den  Radius  eines 
Preises,  dessen  Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  des  Coordinaten- 
systems sei;  —  g  die  Dichtigkeit  des  elektrischen  Beleges  eines 
^Qienelements  d^  desselben  —  und  vq  die  Entfernung  des  variabelen 
Paktes  (p^)  von  einem  Randpunkto  ((>o^o)-    I^ann  ist 

Teil  Lim.  & 
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2x 


IX.      U  ==-  Qq    I   gXogVQ, 


d&o 


g  i^t  aber  als  einfache  Function  der  Coordiuate  ^q  aufzufassen,  der 
Grenzen  0  und  27c  sind.  Als  solche  kann  g  durch  folgende  Rei 
dargestellt  werden 

m=oo 

X)    g  ^  £  (amcoswi^o+^msinwi^o) 

in  welcher  die  Goefßcienten  am  nud  bm  bestimmt  sind,  sobald  der  W« 
von  g  ein  gegebener  ist  (cf.  *). 

In  einer  solchen  nach  den  Cosinus  und  Sinus  der  Vielfachen  v 
^  —  ^0  '^^^  Vo  fortschreitenden  Reihe  l&sst  sich  auch 

=  logPo  +  ilog[(^j -2(?^)cosvo+l] 

entwickeln.  Es  ist  n&mlich*),  wenn  b  zwischen  — 1  und  +1  ci 
halten  ist 

N=QD  An 

log(l-Ä)  =  -   £   - 

M  =  l       W 

also  auch,  wenn  n  einen  echten  Bruch  darstellt, 

log(l  — ae»^)    ==—2:   -«••«•»•y 

«=1  »» 

UZZ.CC  j^ 

log  (1  —  «e-'f )  =- —    2:  -o"e-*»*y 

«=1  *» 

Addirt  man  diese  beiden  Gleichungen  und  bedient  sich  zur  weitei 
Reduction  der  Formel 

so  ergibt  sich 

log(l  —  2ac0S9+o-)  =  —  2  £  -t^cosnfp 

Da  nun  p^  >>  ^  ist,  so  darf  logr^  in  der  Form 

••=*!  /p  V 
XI)    logro  =  log  Po  —  -^  -  (-  )  cosiig»o 

M  =  l    »•   \P0' 

Verwendung  finden. 


1)  Vergleiche  n.  A.  Riemann,  partielle  Differentialgleichungen  §  SS. 
S)  Stern,  Lehrbuch  der  algebraischen  Anatvsis.     p.  1S8. 
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Denken  wir  uns  nun  die  beiden  Reihen  X)  nnd  XI)  mit  einander 
Dultiplicirt  nnd  die  nen  entstehende  Beihe  in  die  Relation  IX)  sub- 
stitairt,  so  gestatten  die  folgenden  nnter  den  beistehenden  Bedingun- 
gen geltenden  Beziehungen  ^) 


/- 


2ä  i  n  ^ 

0  m    ^  n 


sinnx.smmx.dx  = 


< 


0 


> 


^In       I»  ==  n  =  0 


I    CO^nx.CO^mx.dx  = 
0 

/  sin  nx .  cos  mx  ,dx  =  0 

0 

eine  weit  gehende  Reduction.    Wird 

COSn^o  =  COSn^oCOSn^+sinn^oSinn^ 

«eselzt,  so  ergibt  dieselbe 
XII)    ü^«  Äpopiogpo.Oü— "^*-(- j  •{cosn^.ow  +  sinn^.i»«} 

Menden  wir  dieses  Resultat  auf  die  Relation  YIII)  an,  so  ist  zn  be- 
achten, dass  bei  der  Function 

t/ii    die  Ungleichheit    pi  >  pn 

^teht    Domgemäss  erhalten  wir  für  den  variabelen  Punkt  (pi  ^,) 
^«.  (p,  ^,)  die  Functionen  in  folgenden  Formen : 

XIU)    f/j,  =  «p,j21ogpi.aoi— "^   -(  — j{cosn^i.a„i-f-sinn^i.M 

XIY)    r/jg  =  TPpgg  21ogpMao«—  ^  ~  (~  )  {cos»^j.a«2+8i»»»^»-M 

L  »1=1  **  \9ti/  J 

^^  Welchen  die  den   Coefficienten  a  und  &  beigefügten  ersten  Indices 
sich  natürlich  auf  die  Summation  beziehen. 

Biese  Coefficienten  sind  nun  mit  Hülfe   der  Gleichung  TU)  zu 
"Jörnen.    Da  aber  die  Functionen   U^^  und  1^2«  ^^  verschiedenen 


0  cfr.  Meyer,  bestimmte  Integrale,     p.  261. 
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Coordinatcn-Systemcn  ausgedrückt  erscheineD,  so  ist,  damit  die  Dif- 
fereutiatiou  der  Function  1«  (cf.  VIII)  in  der  geforderten  Weise 
nach  den  Normalen  der  beiden  Kreise  sich  vollziehen  lässt,  zu  er- 
mitteln, ob  auch  L\j  auf  das  zweite,  U^^  hingegen  auf  das  erste  Sy- 
stem bezogen  dargestellt  werden  kann.  Diese  Transformation  ergibt 
sich  auf  geometrischem  Wege. 

Wird  durch  den  Endpunkt  (g^^^  ^n)  des  Linienelementes  dq^ 
mit  dem  Radius  g^^  ^^^  ^^^  Ursprung  des  I.  Systems  ein  Kreis  ge- 
zogen, dessen  an  den  Punkt  g^^i  ^u  angrenzendes  Linienelement  ila 
sei,  so  ist 


€lC  =  ^^  -dq^ 


Da  aber  auch 
so  ergibt  sich 


da  =  gi2  •  ^^12. 
1      ,- 

8p22 


worin,  wenn  c  die  Centi*ale  darstellt, 

8gjg  _  Vp22^— g^8^P^^12 
ÖP22  ^22 

zu  setzen  ist    Beachtet  man  ferner  dio  Beziehungen 

pl2  =  C  cos  ^J2  +  Vp22*  —  ^*  8111*^12 

sin  ^2«»  ==  -—sin  ^12 

P22 

C pi2C0S^]« 

C0Sd22  = ^^ ~ 

^  P22 

sowie 

10gr22  =  lOgrjj  =-  Jl0g[(>i2*— 2ei2.PlC08(p,2,  ?i)  +  Pi*] 

SO  erkennt  man,  dass  die  Functionen 

00 

^22  =  /  5^22  log  *'22  ^Sf22  ^22  =  ^(fhn2  COS  m^22  +  ^»»»2  Sin  m&^) 

0 

vollständig  auf  das  erste  System  bezogen  werden  können. 

Die  Integrationsgrenzen  von  U^^  bleiben,  da  die  Integration  sich 
über  den  ganzen  äusseren  Kreis  zu  erstrecken  hat,  auch  nach  voll- 
zogener Transformation  in  diesem  Beispiele  dieselben,  nämlich  0  und 
2n.  Nicht  immer  aber  ist  dieses  der  Fall,  je  nach  der  gegenseitigen 
Lage  der  beiden  Kreise  sind  vielfach  die  Grenzen  anders  besümmt, 


L. 
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iiDiner  jedoch  durch  das  Priucip,  dass  die  lutegration  in  der  Tat  sich 
Ober  die  ganze  in  Betracht  stehende  Cnrve  erstreckt. 

Dieses  ist  schon  der  Fall,  wenn  der  Mittelpunkt  des  äusseren 
Kreises  ausserhalb  des  inneren  Kreises  liegt  und  für  diese  Lage  U^^ 
auf  das  zweite  System  bezogen  wird.  Zunächst  hat  alsdann  ^ji  einen 
zweifachcu  Wert: 

9n  =  ccos^2t  + Vpn^— c^sin*^2i 

Der  erste  gilt  für  diejenigen  Kreispunkte,  welche  diesseits  (d.  h.  dem 
Mittelpunkte  des  äusseren  Kreises  zu),  der  zweite  für  solche  aber, 
welche  jenseits  der  Berührungspunkte  der  beiden  Tangenten  liegen, 
welche  von  dem  Mittelpunkte  des  zweiten  Kreises  an  den  inneren 
gezogen  sind.  Diese  Punkte  bilden  auch  die  Integrationsgrenzen; 
Cl,  zerlegt  sich  in  zwei  Integrale;  das  eine  erstreckt  sich  über  den 
kleinen  Kreisbogen,  für  den  der  Wert  p«  =  ...  —  ...  gilt,  das  an- 
dere über  den  grösseren  Kreisbogen,  für  weichen  P21  =»...  +  ..  •  ge- 
wählt werdeu  muss. 

Fällt  indessen  der  erwähnte  Mittelpunkt  in  den  inneren  Kreis 
selbst,  so  fällt  der  angegebene  Unterschied  weg,  und  bleiben  auch  die 
Integrationsgreuzen  wieder  dieselben  (0  und  2;t).    Die  weitere  Be- 
handlung dieses  Falles  lässt  auf  diejenige  des  obigen  sofort  schliessen 
and  möge  daher  allein  besprochen  werden. 

Wir  gewinnen  durch  geometrische  Betrachtungen  wiederum  fol- 
gende Relationen: 

1      ^ 

3p2,  ^  Vpn^  — g^sin'^g, 
3?ii  Qu 

p2i  =  cco8^2i  +  Vpii*  — c*sin*^,i 

sin^jj  =  —sin  ^21 
Qu 

"  Qu 

welche  die  Transformation  der  Functionen 


« 


^11==  /  9ii^^S^U'^u   '       fl^n  =■ -^(^»»iCöswi^ii  +  Ämisinm^ji) 

0 

Termitteln. 
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Dor  Zweck  dieser  Transformation  ist  schon  erwähnt  und  so  wird 
orbolien,  dass  diojeni^fe  von  U^  nur  für  den  Fall  auszufahren  ist, 
dass  der  variabolo  Punkt  (pi^i)  ein  Punkt  des  innem  Kreises  ist 
Für  solche  besteht  aber  die  Ungleichheit  Qu^Qi  ^^'^  ^^  ^^  ^^%^n 
in  folgender  Weise  entwickelt  werden  dürfen: 

logr„  =  log(,i,-  ^inVpiJ  ^^^'*^^«""^^) 

Wird  diese  Reihe  mit  derjenigen,  durch  welche  g^  ausgedrückt  ist, 
nmltiplicirt  und  die  gewonnene  Reihe  in  die  Function  U^  substituirt, 
so  ergibt  sich  nach  gehöriger  Reduction  das  Resultat: 

XV)     Vn  "  ^^1«  «'"l'*|<i-.2-/(<-o<--)+^-2^(<i)*-)} 

M— 0 

Mr:«    J  *M  =  X 

—  E    ^«cosn^i.  £  |«iNa.»/(c»i <•••)+ *«2.«/(cii#w)} 

M=:l    *•  «=0 

»-l   *•  «•=0 

iu  wokhom  zur  Abkürzung  z.  B. 

I^^M'tit  bU  mit  vior  ausdrücklichen  Bostimmaog,  dass  in  diesen  For- 
men bei  «1  ^-«  0  stäitt  (      )    log^^  zn  Sv*hreiben  isL 

Bei  der  Umreehnan^  der  Function  l\x  anf  das  zweite  System  ist 
nur  diT  K;)dl  za  K^rück^ichti^'o,  di$s  es  '^  te  i^    Dum  ist  aber 

l>ie«e  KeüKf  t<t  mit  derjeoi^^a.  ia  «ek&er  j^^  dirgesteilt  ist,  n 
ttvItiptKir^a  Potrvh  S;tb$tic*«tt:oa  do$  Ro!»tIt:ice$  in  «iie  Fvnciioa  U^^j 
ec^dlt  ü«e  dk  «itr  eiauoae  Fenn 

-  V  J  \  \  )'«3^^^   "-l'  a^:  <5,s.  V  — 5*i:?lJbi^^ 


Herwegen:   Zur  Theorie  der  stationären  elektrischen  Strömung,  71 

0 


p,l".COSn^„  .  COS  W^n  .  (^,1  .  ^  -  rf^2i  =  S(cHCtn) 


^9n 
gesetzt  wird. 

Die  Werte  der  in  den   Formen  XV)  und  XVI)  vorkommenden 
Integrale  sind  näher  zu  ermitteln.     Diese  Bestimmung  ist  mit  wcit- 
läofiger  Rechnung  vcrhundcn  und  daher  möge  hier  nur  die  kurze  An- 
deutung derselben  genügen,  und  auch  diese  nur  mit  Rücksicht  auf 
äo  Form  XV). 

Wird 

cos  ^12  =»  X 

und  der  Abkürzung  wegen 

gesetzt,  so  ist  _ 

Pl2  =  CX  +  VcV  +  P 

Verbinden  wir  ferner  die  Grösse  x  mit  einer  neuen  Variabclen  y 
durch  die  Gleichung 

so  ergeben  sich  durch  Rechnung  die  Beziehungen: 

k    y*— 1 
2c        y 

h    yä+l 

ilx  =  rt    •  * s — dy 

2c        y^       ^ 

^"•8P22"2-      y 

welche  in  die  Intcgranden  substituirt  diese  rational  machen  und  so 
criauben,  die  Integration  auf  bekannte  Weise  auszuführen.  Bevor 
natürlich  die  Substitution  der  Grössen  in  die  trigonometrischen  Func- 
tionen erfolgen  kann,  sind  die  cos7i^...  und  sinn^...  in  Reihen  zu 
cotwickeln,  welche  nach  Potenzen  von  cos^  und  sin^  fortgehen*); 
die  in  diesen  figurirenden  Binomina  sind  dann  nach  dem  binomischen 
Lehrsätze  zu  entwickeln,  die  dadurch  entstehenden  Reihen  nach  Po- 
tenzen von  y  zu  ordnen,  alsdann  die  verschiedenen  Multiplicationen 
auszuführen  und  auch  die  so  entstehende  Reihe  in  angemessener 
Weise  zu  ordnen.  Bei  einiger  Aufmerksamkeit  und  mit  Anwendung 
nur  gewöhnlicher  Operationen  wird  mau  so  dem  Resultate  eine  solche 
Gestalt  geben  können,  dass  in  demselben  nur  rationale  Ausdrücke 


1)  cf.  Stern,  Lehrbuch,  pag.  240  seq. 
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enthalten  sind.  Sind  daher  die  Integrale  J  und  S  näher  berechnet, 
80  ist  die  Transformation  der  Functionen  \\^  und  V^  als  Tollkom- 
men  geschehen  zu  betrachten.  Soll  also  die  Gleichung  YII)  näher 
ausgeführt  werden,  so  ist  entsprechend  der  Differentiation  der  Func- 
tion Vn  nach  der  Normalen  des  I)  bz.  des  2  Kreises 

Vh  =  ü,i+  U^2    bz.    ^  U^+U^ 
sowie 

weil  Pi  <  ^1«         logru  =•  logQu—  ^   -( —  )  cos»(^i  — ^tf ) 
weil  p8  >  ^2«         logr2«  =  logps  —  2?    -  (  —  )  cosnC^g— Oia«) 

n=l   W  \P2  / 

ZU  setzen. 

Wird  nun  der  Gl.  VII)  entsprechend  F«  sowie  logn«  nach  pj 
differentiirt  und  nach  geschehener  Differentiation  q^  =  p^  gesetzt,  so 
ergibt  sich  eine  Gleichung,  welche  für  jeden  Randpunkt  des  innem 
Kreises,  also  für  jeden  möglichen  Wert  von  ^^  gelten  soll.  Dieses 
ist  aber  nur  beim  Bestehen  folgenden  Systems  von  Gleichungen  der 
Fall: 

YVTT^        /  «i"=ao  Q    n—'l 

^^^)        iTtanl—Qu**'^  £    {am2«/(c„<?i»)+im2«/(<;««m)}=— ^^-7— COSn^, 

n«l...oo  ( 

I  mrrao  q     «—1 

iw=0  ^1« 

in  welchen  n  der  Reihe  nach  die  Werte  1...  zu  erhalten  hat  Be- 
ziehen wir  ferner  die  Function  r„  =  1^21+^/2«  auf  die  Gleichung 
VIII)  und  setzen,  nachdem  die  Differentiation  nach  pg  ausgeführt  ist, 
9i  ==  P22 1  30  ergibt  sich  eine  Relation ,  welche  für  alle  Punkte  des 
äusseren  Kreises  besteht.  Soll  diese  aber  für  jeden  Wert  von  d^ 
gültig  sein,  so  bedingt  dieselbe  folgendes  System  von  Gleichungen, 

XVm)    n=-l...QO 

m=(30 
£    {amlS(cQCm)  +  bmlS{cQ8m)]  =  1  +  P22  •  <? 

(l  \M+1  IM=«                                                                      g^n 
—  )  £    lamlS(CnCm)'t-^mlS{CH9ni)]  ^  TTZi^^OSn^ 

Qu/  m=0  (>22   ^ 

Qn/  m=Q  Q2i 

welches  entsteht,  wenn  n  die  Werte  1...qo  erhält. 

Die  Systeme  XVII)  und  XVIII)  roichen  hin,  die  sämmtlichen 
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ÜDbekaimten  zu  bestimmen.  Sollen  z.  B.  die  die  Dichtigkeit  des 
elektrischen  Beleges  des  inneren  Kreises  bestimmenden  Coefficienten 
beredmet  werden,  so  ist  erforderlich,  dass  die  Unbekannten  am2  nnd 
bgä  nach  dem  System  XVIII)  durch  die  Variabeln  omi  nnd  bmi  aus- 
gedrückt und  diese  Werte  in  das  System  XVII)  substituirt  werden. 
Die  entstehenden  Resultate,  in  angemessener  Weise  geordnet,  können 
lüsdann  mit  Beachtung  der  Relation 

/,  '/      \         \  0     m  "^  n 

smn(p,smm(pdg)  =  t{nm)  =  /  < 

0  [  n     m  ^=^  n 

lind  bei  Einfährung  folgender  Abkürzungen: 

mnoo  /  1  \  m+l  /  1  \  M-l 

f,(|»)=«   S    [—]         {S(CmCp)JiCnCfn)  +  S(8mCp)J(Cn8m)}-{-n(  —  ]      i(np) 

«=30  /    -^    \«  +  l 

Cj^pn)^  El )  {S(CmSp)J(9HCm)'\'S(8mCp)J(8n9m)] 

«=o  \te/ 

m=x>/  l  Xm+l  /  1  \n-l 

Ctüpn)  ^  £    (  —  )         [S(Cm8p)J(SnCm)  +  S(8inSp)J{8HSm)}  +  « (  —  1      ^(»P) 
«=0  \Qtt/  VVll/ 

«sW    =2?    -^^iWc„<?»)C08iil^+«^<^~*'")s^^i^^2*l+  — l,COSn 
•1=0  te  ^^« 

««W    =  -^       ^^.|  {J{8nCm)C0S  m^2«  +  ^*n*m)  siu  m&2s\  +  —-7.  Siu  n  ^1* 

^tescbrieben  werden: 

XIX)  2;  {apici(i)n)  +bpic^(pn)\  =  CjCn) 

p=0 

n  =  I...QO 

XX)  2?  {apic^ipv^-^-bpiCilipn)]  =0^(11) 

I^enwir,  wie  angedeutet,  dem  n  die  Werte  I...00  bei,  so  können 
^r  auf  die  von  dem  Verfasser  bereits  angewandte  Methode  ^)  aus 
der  Gleichung  XVIII)  1.  und  dem  System  XIX)  den  Wert  des  Aus- 
dracks 

apic^ipn)  +  bpic^ipn), 

W8  XVIII)  1.  und  dem  System  XX)  femer  den  Wert  der  Summe 

OplCsipn) + bpi  C4{pn) 
1)  cf.  Uerwcgcu  .  .  .  und  Koetterite,  Lehrbuch  der  Electrostatik. 
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bestimmeu.  Diese  beiden  aber,  für  eiu  bestimmtes  n  und  p  in  den- 
selben, bestimmen  die  Coefficienten  ap\  und  bp\  selbst.  Sind  diese 
aber  bestimmt,  so  sind  U^  und  U^^  ^^^  somit  aucb  Vn  gänzlich 
bekannt. 

Die  angewandte  Methode  ist  allerdings  mit  zeitraubender  Rech- 
nung verbunden:  Mag  aber  auch  letztere  bei  nur  zwei  Kreisen  durch 
Einführung  des  sogenannten  „dipolaren  Coordinatensystems "  ein- 
facher sein,  so  dürfte  die  befolgte  Methode  bei  mehr  als  zwei  Krei- 
sen die  zweckmUssigere  sein,  da  alsdann  selbst  bei  Anwendung  der 
dipolaren  Coordinaten  mehrere  Systeme  und  daher  Transformationen 
unerlässlich  sind,  welche  nach  Untersuchungen  des  Verfassers  noch 
schwieriger  als  die  besprochenen  sein  dürften;  ob  dieselben  der  vor- 
zunehmenden Differentiation  angemessen  (cf.  VII)  erfolgen  können, 
bleibt  näher  zu  untersuchen. 

Die  bereits  gewonnenen  Resultate  mögen  nunmehr  zur  Berech- 
nung der  Function  T^i  in  dem  Falle  benutzt  werden,  dass  die  beiden 
Kreise  c^ucentrischo  sind  In  diesem  Falle  reicht  wiederum  ein 
Coordinaten-System  und  somit  auch  eine  einfachere  Bezeichnung  der 
Coordinaten  aus.  Bezeichnen  also  die  beigefügten  Indices  nunmehr 
nur  die  Zugehörigkeit  einer  Grösse  zu  einem  bestimmten  Kreise, 
p  ^  die  Coordinaten  des  variabelen  Punktes,  so  ergeben  die  ent- 
sprechend geschriebenen  Relationen  XIII)  und  XIV)  {U^  und  U^  in 
Verbindung  mit  den  Reihen,  durch  welche  sich  log  ve  darstellen  lässt, 
je  nachdem  p"<<  Qe  bz.  (>  >  e«  ist,  auf  Grund  der  Bedingungs- 
gleichuug  VII)  zwei  Gleichungen,  welche,  da  dieselben  für  jeden  Wert 
von  O  bestehen  müssen,  die  Relationen 

«02  =  «Ol  ==  ö 

P2»*-'.a„i  —  Pi«-i.a,i2  = ( ^^^  )      cos w  Oi 

n  =  1 ...  30 

Pl**+^.«wl  —  p2"+^.««2  =        ■     •  p«**  COS  7t  ^t 


zur  Bestimmung  der  «...  bedingen.  Die  Gleichungen,  durch  welche 
sich  die  h .,.  berechnen,  ergeben  sich  aus  den  obigen,  indem  au  Stelle 
der  «...  die  6...  und  an  Stelle  des  coswt>r  sin»^<  substituirt  wer- 
den. Die  pag.  64  erwähnte  Constante  c  ist  bei  der  Differentiation 
für  Randpunkto  des   inneren  Kreises  =0,    für   solche  des  äusseren 

Kreises   hingegen   —  -    zu  setzen. 
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F&hren  wir  nun  die  Bildpnnktc  der  Elektrode  {^eQe)  in  Bezug 
auf  den  äusseren  und  den  inneren  Kreis  ein.    Dieser  ist  bestimmt 

dorch  die  Coordinaten  O« ,   i?^  =  -^    und  liegt  stets  innerhalb  des 
also  ausserhalb  des  grösseren  Kreises.    Alsdann  ist 


1     \rJ  "*"  [gJ  1 

"■  '-(sy 


f  n  =  1...00 


I 


Wird  in  diesen  Ausdrücken  cosnd«  durch  sinnd«  ersetzt,  so  stellen 
dieselben  die  Werte  von  bni  und  ^,«2  dar. 

Gestatten  wir  uns  die  schon  angedeuteten  Abkürzungen  und  sub- 
stitdren  die  gefundenen  Werte  in  die  Relationen  XIII)  und  XIV) '), 
so  eriuJten  wir  als  endgültig  bestimmte  Werte  der  Functionen  L\ 
Qod  ^: 

XXI)  üj  =  Pi  Z    -    Cnl(-  1  COS«(^„  — d) 

XXII)  r;«  =po  2;    -Cnal-      COSnl^M— "^) 

n=l  W  \?2/ 

Erwähnen  wir,  dass  Ausdrücke  wie  logp,  p*»cosw^  und  — cosn^ 

der  Gleichung  V)  genügen,  so  ist  unschwer  zu  beweisen,  dass  diese 
Werte  den  Bedingungen  für  das  dynamische  Gleichgewicht  vollständig 
genügen. 

Bass  die  vorliegenden  Reihen  convergiren,  ergibt  schon  der  Ver- 

g»eich  derselben  mit  bekannten  Reihen  von  dem  Typus  2?  g^cosnO 

,     „    »2» 

"2.  *•£— 2hCös»^5  welche  selbst  summirt  werden  können.    Werden 

indessen  die  Resultate  in  folgender  Weise  umgestaltet,  so  tritt  die 
Convergenz  in  geometrisch  anschaulicher  Weise  zu  Tage.    Es  ist 


1)  Die  in  der  eiofachercn  Schreibweise  za  nehmen  sind. 
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\Q2/     J  m=0\Qi/ 


Führen  wir  diese  Reihe  iu  die  Werte  vou  ü^  und  U^  ein,  so 
verwandeln  sich  diese  iu  unendliche  Doppelreihen,  welche  nach  Verti- 
cal-Colonnen  augeordnet  worden  können.  Eine  jede  derselben  lässt 
sich  summiren,  wenn  wir  die  folgenden  vier  Systeme  von  Punkten 
einfuhren,  welche  durch  die  Coordinaten 


1)      ^e]       X2m+2p^=^,^ 

2)    ^s\     x2'«+2.7;,=  p„„ 

4)      ^.;      fl^"^+^.Be=^Sme 


m  =  0...QO 


näher  bestimmt  sind:  es  bedeuten  hierbei  -  =  x  und    -  «=  u.     Die 

Punkte  ^«j,  pm€,  sowie  die  Punkte  ^*,  /'„,#  liegeu  innerhalb  des  klei- 
neren Kreises;  um  so  näher  dem  Mittelpunkte,  je  grösser  m  ist.  Die 
Punkte  ^«,  sme  bz.  ^<,,  Sm«  dagegen  liegen  ausserhalb  des  grösseren 
Kreises  und  zwar  um  so  mehr  vom  Mittelpunkte  ab,  je  grösser  m  ist. 
Werden  also  in  angedeuteter  Weise  die  Reihen  XXI)  und  XXII)  um- 
gestaltet, so  nehmen  dieselben  die  Formen  an: 

0-.  ="r  j Ti  H-co8..(^. -0)+ ITH-T eoSH(^. -^)! 

U^^Z    \  2:  -      -    cos/»(0.-^)+ 2;  -U^)cosn(^,  -^)J 

Beachtet  man  aber,  in  welchem  Grössenverhältnisso  die  Coor- 
dinaten der  gewählten  Punkte  zu  der  Variabein  q  stehen,  ob  dieselben 
grösser  oder  kleiner  als  q  sind,  und  bezeichnet  man  die  Entfernung 
des  Punktes  (>,  ^  von  den  Punkten 

^«,  pm»  durch  Cmt 

V «)  •*  m«  9,  J^me 

v£,  8fne  n  Imc 

Vtf,  Sme  99  Lme 

SO  ist  man  berechtigt  die  Relation  XI)  anzuwenden;  nach  gehöriger 
Reduction  ergibt  sich  dann 

XXIII)  Ih^^*  logl-—   T.  -   7-7-) 

m—O  \Cme     ^nu     ttne     -Liine  / 

oder  aber,  wenn  wir 
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setzen, 

XXIV)      V„  =  log  [Foe  .Fu...  Fnu  . . .  ]«=» 

Die  Fanction  W  stellt  sich  also  dar  als  Logarithmus  eines  Pro- 
ductes,  dessen  unendlich  viele  Factoren  Fme  Quotienten  sind,  gebildet 
aos  den  Entfernungen  des  variabelen  Punktes  q  ^  von  den  oben  be- 
xeichnetcn  Punktsystemen  sowie  den  Radien vectoren  dieser  Punkte 
selbst  und  q  ^).  Der  logarithmische  Charakter  der  Function  erlaubt 
aber  die  Quotienten  je  nach  dem  Verhältnisse,  in  welchem  q  zu  den 

Obrigen  Grössen  steht,  ob  ^...,  so  zu  fassen,  dass  dieselben  immer 

echte  Brüche  darstellen,  deren  Grenzwert  im  Falle  m  «=  oo  die  1.  ist 
Also  folgt,  dass  unser  Resultat  auch  einen  endlichen  TVert  besitzt 

Das  gewonnene  Resultat  in  21.  u.  22.  lässt  sich  auch  in  anderer 
Weise  enielen,  aus  welcher  zugleich  ersichtlich  ist,  dass  dasselbe  der 
Gleichung  V)  genügt    Diese  lautet  nämlich  in  Polarcoordinaten: 

Um  diese  Differentialgleichung  mit  Rücksicht  auf  die  bekannten 
Bedingongsn  zu  lösen,  befolgen  wir  einen  dem  von  Euler  bereits  vor- 
gwchriebenen  analogen  Weg^).    Wir  setzen 

0 

Die  Reihe  befriedigt  die  Gleichung  XXV),  sobald  ein  jedes  Glied 
derselben  genügt.  Bestimmen  wir  nun,  dass  Xn  nur  von  p,  Yn  nur 
TOD  0  abhängig  sein  soll,  so  zerfällt  die  Gleichung  XXV)  in  die  ein- 
scheren simultanen: 

XXVI)  p.^+,?g»^.2^,  =  0 

XXVII)  ^^-  +  nM'„==0 

^6  particttläre  Lösung  der  Gleichung  XXVI)  ist  aber  bei  jedem 
Wert  von  fi  =  0 . . .  00 : 

eine  solche  der  Gleichung  XXVII)  für  die  Werte  n  =  1 . . .  oo : 

Yn  =  fiMCOSnO+VHSinn^ 


1)  cf.  Wolf,   üeber   den  Durchgang   des   elcctrischcn  Stromes  durch  eine 
Knj^clcalotte.     Archir  der  Mathematik  u.  Phvsik  von  Hoppe.  3.  Heft.  60.  Teil. 

2)  cf.  part.  Diflercntialgleiehungen  von  Riemann.  p.  175. 
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Während  für  n  ==  0 

za  setzen  ist.  Die  beigefügten  Coefficienten  sind  als  von  d-  und  q 
unabhängige  Grössen  aufzufassen,  die  zu  bestimmen  sind.  Setzen  wir 
daher 

und  bedienen  uns  der  angeführten  particulären  Lösungen,  so  wird 
XXVI)  P;,  =  G?+  S  ~-(aniC08n&-\'ßn\sinn^)+g^(aH2COSn^ß,^ilin&) 

wo  G  eine  leicht  findbare  Constante  darstellt. 

Wenn  wir  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung  YII)  substituiren, 
so  führt  derselbe  Gedankengang,  der  früher  angewandt  wurde,  zu 
demselben  Resultate  XXIV)  ^). 

Da  die  Richtigkeit  des  Resultates  in  jeder  Hinsicht  zweifellos 
ist,  so  kann  dasselbe  zu  weiteren  Folgerungen  benutzt  werden. 

Lassen  wir  die  Platte  allseitig  unbegrenzt  zunehmen,  setzen  also 
p2  =  00 ,  so  wird 

'  rtii2  =  ^«2  =*  0,    d.  h.     ü^  =  0 

Onl  =  —  -  •  -  (  ~  I  cos  n&e 
1      1    (9tY  '       a 

^    Qi\9t) 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  zwischen  p  und  Be ,  dem  Bild- 
punktc  von  (t>«^r),  mit  it,  so  ergibt  die  Substitution  dieser  Werte  in 
die  Gl.  XIII)  und  XIV)  nach  Anwendung  der  Relation  XI) 

r„  =u,  =  log  (,^) 

Setzen  wir  hingegen  pj  =  0,  lassen  jedoch  q^  einen  endlichen 
Wert  behalten,  so  wird 

«„1  ^=  hui  =  0,    d.  h.     (7j  ==  0 


1)  Vergleicht  mnn  die  Form  XXVI)  mit  dem  Aiisdrack  von  Z7,  -|-  CT, 
nach  XIII)  und  XIV),  nachdem  in  diese  die  Grössen  ff*i  und  fii2  eingeführt 
sind,  so  findet  man  leicht,  dass 
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1    1  /^A" 

1    1  (geV  .      a 


Setzen  wir   diese  Werte  in  XIII)  nnd  XIV)  ein  und  reduciren 
gehörig,  80  folgt,  unter  Jt  die  Entfernung  zwischen  q  und  i?«,  dem 
des  (ge  ^e)  in  Bezug  auf  ^2^  verstanden, 


r.  =  t;,  =  iog(f) 


Eine  weitere  natOrliche  Specialisirung  ist  die,  dass  nur  2  Elek- 
troden vorbanden  sind,  von  denen  die  eine  der  kreisförmigen  Platte 
den  Strom  zuleitet,  die  andere  wieder  fortführt.  In  diesem  Falle  ist 
£i=  — JEj  =  -E  nach  Gleichung  III)  und  nach  Gleichung  VI),  wenn 
die  Constanten  Summanden  zusammengefasst  werden, 


''=<'+äi.'»«(S) 


Liegen  femer  die  Elektroden  auf  dem  Rande,  so  ist  E^  =  ll2  =  g^^ 
also  J|  =  rj  und  J^  =  r^  und  sonach  ist 


^=^+ä'°«© 


Aehnliches  Resultat  gilt  auch  für  eine  unbegrenzt  grosse  Platte, 
^  ftr  diese  J^  =  J^  wird  und  so 


^+2l.i«(r;)  *'^<^')- 


Aas  den  früheren  Resultaten  wie  21,  22,  ...  lassen  sich 
diejenigen  ableiten,  welche  für  eine  von  zwei  parallelen  Geraden  be- 
grenzte Fläche  gelten  2).  Um  den  üebergang  zu  vermitteln,  denken 
^f  uns  um  den  Mittelpunkt  O  der  beiden  concentrischen  Kreise  p, 
^d  ^j  einen  weiteren  mit  dem  Radius  R  gezogen  *,  es  sei  Ä  <^  pi  <C  Pa- 
Verden  diese  Kreise  von  einem  Radiusvector  in  den  Punkten  DD^D^ 
geschnitten,  so  können  diese  ihre  Lage  ungeändert  beibehalten,  wäh- 
rend sich  der  Punkt  O  auf  dem  Radius  in  der  Richtung  D^D  immer 


0  lieber  die  weiteren  Folgerungen   aus  diesem  und  den  vorhergehenden 
Voluten  Tergleichc  Beer  1.  c.  p.  350  seq. 

2)   cf.    Frosch,     Zur    Integration    der    partiellen    Differentialgleichung 

öj -f-K-j-  =  0.     Programm  des  Gymn.  zu  Kattowitz.   1873. 
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mehr  fortbewegt.  Uuabhängig  von  der  Grösse  dieser  Bewegung  ist 
aber  p  =  i?-|-a-,  wenn  x  die  kleinste  centrale  Entfernung  eines  Punk- 
tes (p^)  von  dem  Kreise  R  darstellt;  schneiden  ferner  die  den  Winkel 
& — 9e  einschliesscnden  Radienvectoren  q  und  p«  auf  dem  Kreise  H 
den  Bogen  {y — ye)  ab,  und  werden  die  Bögen  y,  y«  vom  Schnittpunkte 

y — y* 

der  Polarachse  mit  dem  Kreise  R  an  gerechnet,  so  ist  ^  —  ^«  =  — y.  -  • 

Wird  nun  aber  R  unendlich  gross  und  in  diesem  Falle  die  ursprüng- 
liche Polarachse  als  Absei sseuachse  (x),  die  dem  Kreise  R=  co  ent- 
sprechende zur  Polarachse  senkrecht  stehende  Linie  aber  als  Ordi- 
natenachse  {y)  aufgefasst,  so  sind  die  eingeführten  Grössen  xu.y  nichts 
anderes  als  gewöhnliche  Coordinaten  des  vorhin  definirten  rechtwink- 
ligen Systems.  Beobachtet  mau  ausserdem,  dass  nach  bekannten 
Regeln  der  DiflFerentialrechnung  für  R  =  ao 

iy    I  u—m 

ist,  so  erhält  man  schliesslich  für  die  Werte  21.  und  22.  folgoudo 
Ausdrücke: 

,£     -. ; i A       R     oi\an'l Sil 


XXVII)     U,^2-.—. ~^^ e     «cos«     _ß 


R 


«=»1    e         Ä        -f  c     Ä       ^5r;?.  y_y 

xxvm)  ^l.=,^f^- ^ö— ^    ^  cos«?^-5^-^ 

1  —  6  Ä 

Da  aber  R  ins  Unendliche  wachsen  soll,  so  stellen  sich  die  Summen 
derselben  als  bestimmte  Integrale  dar.  Setzen  wir  nämlich  n  =  JRp^ 
80  wird 


XXIX) 


0 

/•  1     eP(2ar|-T,-.  s,)  ^  fp{xt  -X,) 
p l-,g2/>(x.-x,) ^^'"*^COSp(yye)dp 
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V. 

Ueber  die  küi'zesten  Linien  auf  <len 
Mittel}  ninktsttäclien. 

Von 

R.  Hoppe. 


Bekanutlich  entspricht  jeder  KrümmuugsIiDie  eine  kürzeste  Linie 
auf  der  zugehörigen  MittelpunktsHäche.  Letztere  hat  demnach  eine 
Kigenschaft,  welche  sie  unter  allen  Kürzesten,  die  vom  selben  Punkte 
ausgehen,  auszeichnet.  Es  fragt  sich:  Welche  Linien  auf  der  Urflächo 
cntspreclicn  überhaupt  den  Kürzesten  auf  der  MittelpunktsfiächeV 
Die  Lösung  würde  für  die  Theorie  der  Flächen  2  neue  Liniensysteme 
liefern,  deren  jedes  eine  Schar  von  Krümmungslinien  in  sich  begreift. 
Die  Aufgabe  rcducirt  sich  auf  die  Integration  der  Differentialgleichung 
der  Kürzesten  auf  der  Mittelpunktsfläche,  dargestellt  in  Elementen 
der  Urfläche.  Die  Aufstellung  dieser  Gleichung  möchte  vielleicht  an 
sich  genügendes  Interesse  bieten,  sofern  sie  einfacher  ausfällt,  als 
sich  erwarten  lässt.  Sie  ist  2.  Ordnung,  im  allgemeinen  nicht  linear. 
Das  Folgende  beschränkt  sich  auf  Untersuchung  der  Fülle,  wo  sie 
linear  wird,  wo  dann  bekanntlich  eine  Particularlösung  hier  mit  Aus- 
schluss der  Krümmungslinie  zur  Darstellung  des  ganzen  Systems  hin- 
reicht. 

§.  1.    Differentialgleichung  der  Kürzeston  überhaupt. 

Die  Bedingungen  einer  Kürzesten  s  sind: 

d^x  d^y  o-z 

pA=g^;     «^V=-g-i;     rN^^-^, 

• 

^o  Pj  q,  r  die  Richtungscosinu^  der  Normale  bezeichnen,  und  N  zu 

T«il  LXIU.  6 
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Bx    By    Bz 

eliminircn  ist.  Die  Multiplicatorcn  ^  .  ^t  n- geben  die  SummeO= 
Da  noD,  wenn  u,  v  die  Parameter  der  Fläche  bezeichnen, 

Bx        9ar  Stij^Pac  3»  ^ 

»  Bs      B^i  Bs  ^'Bv  Bs ' 

ist,  so  folgt,  dass  die  Resultate  der  Multiplicatorcn 

Bx      By       Bz  Bx      By       Bz 

K~*    n~»     Ä"~   und    ö~»     Q~»     '^ 

QU         OU         OU  CV         OV         OV 

unter  sich  identisch  sein  müssen,  dass  also  jedes  für  sich  symmctris 
nicht  nur  zwischen  z,  y,  2,  sondern  auch  zwischen  n,  v  sein  wi 
Diese  symmetrische  Gleichung  soll  gefunden  werden. 


Sei  längs  der  Kürzesten 

Bv         .      3^  3*        / 


wo  «>  /)  9  die  FandameutalgrGsson  1.  Ordnong  (s.  Arch.  LIX.  p.  22 
bezeichnen.    Dann  ist 

Bs       \Bu     Bv  Ja 


h^\Bit'^Bv*')a 
Differentiirt  man  noch  einmal  und  setzt  zur  Abkürzung 


"-is-Hi+^y+i^+iZy+ib^ 


B^x        B^x        B^x 


80  kommt: 
Bh 


a#» 


M''.+£'-)-ffi+^)^^±^$t^'^ 


Mnltiplicirt  man  die  3  analogen  Gleichungen  mit  den  Grössen 
nimmt  die  Summe  und  setzt 

80  erhält  man  nach  Multiplication  mit  o^  bzhw. : 

Po«—  M(e+/k)'^in'k'  =  0 
P'tf«  —  M(/+gk) + i^k'  ^  0 
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Die  Werte  der  Coefficiouten  in  (2)  sind  in  der  Flächentheorie,  Arch. 
LDL  p.  231.  232.  entwickelt  worden.  Nach  £insQ^ang  geben  beide 
Gieichnngen  übereinstimmend: 

'^""28i*  +  2at;      ""du^y^dv     ^du      ^ai*+28tij^ 

(3) 

^ydv^^dv      ^-^dti      2dv)''^ySv      2du      2V* 

80  zwar,  dass  die  zweite  nach  Mnltiplication  mit  — k  in  die  erste 

&bergeht 


i  2.   Differentialgleichung  der  Kürzesten  auf  der 

Mi  ttelpunktsf  lache. 

Von  jetzt  an  mögen  u,  v  Parameter  der  ErQmmungslinien  auf 
der  ürfläche  sein.  Bezeichnen  (nach  der  Fl&chentheorie  §.  5.)  E^  F, 
G  die  Fondamentalgrössen  2.  Ordnung,  so  ist  /  =  0,  F  =»  0,  und  die 
Hiuiptkrflmmungsradien  haben  nach  §.  24.  die  Werte: 

P-^i  =  |;;     P2  =  ö  ^^^ 

Wir  wenden  nun  das  Resultat  (3)  auf  diejenige  MiUelpunktsfläche  an, 
deren  Abstand  von  der  Ürfläche  längs  deren  Normale  =  ^  ist,  und 
^zeichnen  die  Zugehörigkeit  zu  derselben  durch  den  Index  1.  Der 
Accent  bezeichne  dio  Differentiation  nach  v.    Femer  sei  zur  Abkür- 

zang 

*=.(i-;-y  (5) 

w  stets  positive  Grösse,  die  nur  auf  der  Kugel  constant  null  wird. 
Nach  §.  27.  der  Flächentheorie  ist  dann 

•.-®)'>  /.-^'^  «■=«"+»^  •.•=»®)" 

Führt  man  diese  Werte  in  Gl.  (3)  für  e,  f,  g,  t*  ein ,  so  heben  sich 
^  Tenne,  welche  h  nicht  enthalten,  mithin  der  von  k  unabhängige 

Teil  der  Rechten ,  und  es  bleibt  nach  Division  durch  ä  {^j  : 

dk 

^=  Uk+Vk*+Wl(^ 


du 


6» 


84  Hoppe:    Ueber  die  kürzesten  Linien  auf  den  3JittelpunktfßacheH 

^  ^du-i«  hdu      h' 

*        8^ 2A  <'> 

du 

_  2A        _"*"  A     aA 


P< 


1 


Diese  GIcichüDg  zeigt,  sofern  sie  durch  it  =  0  befriedigt  wird, 
dass  der  Krümmungslinic  r  =  const.  eine  Kürzeste  entspricht  Diese 
Lösung  schliessen  wir  aus,  indem  wir  von  jetzt  an  umgekehrt  u  als 
Function  von  v  betrachten.    Dann  lautet  die  Gleichung: 

Die  vorstehende  Darstellung  der  Coefficienten  U^  r,  W  hat  den  Vor- 
zug, dass  sie  nur  von  2  Functionen  p,  h  abhängt,  welche  sich  nach 
Einsetzung  ihrer  Werte  (4)  (5)  in  4  Functionen  ^,  g^  E,  G  auflösen 
würden. 


§.  3.    Schlüsse  auf  die  Fundamentalgrössen  der 

Urflächo. 


Nach  Gl.  (5)  ist 


.  '-VI 


(10) 

9  ^ 


9i  9 


Nach  §.  22.  der  Flächcuthcorie  Gl.  (8),  wo  F=  0  zu  setzen  ist,  fin- 
den zwischen  den  Fundamentalgrössen  folgende  2  Relationen  statt: 


dE 
das  ist  nach  (10): 


"U'^pjc^'-'     ^*        *\9     9i/^ 


g-K'-'i^r.-  Ff=K'-u/^)^   <"> 


Ausserdem  ist  nach  (4)  (10) 

9  Qa       if\         9    9/ 

Letztere  Grösse  nach  »  differentiirt  giebt: 


(12) 
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"-K'-'K;)s->'[>''-<--''>'4^ 


vo  zur  Abkürzung 

8 

A'  =    "ä  (13) 

28»'°8P 

gesetzt  ist    Dies  verglichen  mit  (11)  gicbt: 

y.7  =  (i~J5:)yÄ 

Yermöge  dieses  Wertes  gehen  nun  die  Gl.  (10)  (12)  (11)  über  in 

dE        11  --2K  de 
Bv  ~  '2q  1  —  K  du 

Gl.  (12)  differcntiirt  giebt : 

SE  ___  1  ^c  _  cq' 

vcrglichcu  mit  dem  Vorigen: 

e  Q 

ond  mau  bat  folgende  Werte  der  FundamentalgrOssen : 


(U) 


^0  «1  willkürliche  Function  von  n  ist,  und  c  die  Basis  der  natür- 
iichen  Logarithmen  bezeichnet.  Die  Grössen  A,  e,  K  werden  sich  im 
Folgenden  bestimmen. 


i  4.    Bedingungen  der  Lincarität  der  Differential- 
gleichung. 

Die  Gl.  (9)  wird  ohne  Transformation  linear  in  w,  wenn  r7=0, 
wd  \\  w  Functionen  von  v  allein  sind. 


Die  Bedingung  U  =  0  giebt: 


86         Hoppe:   Uthtr  die  kürzesten  Linien  auf  den  Mitulpunkuflacken, 

Ä=»g^    (*  Funct  V.  r)  (15) 

dadurch  wird 

Diese  Grösse  ist  unabhäDgig  von  u,  wenn 

Das  vollständige  Integral  letzterer  Gleichung  hat  die  Form: 

Q  =  tp{uiiL-\'v)    (fi,  V  Fnnct.  v.  v)  (16) 

nach  deren  Einsetzung  folgt: 

<«>(t')«~;    ^W  =  ~ 

^=i(log^'  (17) 

A  =  Xft9'(ufi-|--v) 


Setzt  man 


9'(tifi  +  v)«^;     tü^uu,'+v'  (18) 


SO  kommt: 


A-^5     ^^  =  ':^;      ,'  =  ^  (19) 


Solange  nnn  fi'  nicht  unll  ist,  ein  Fall  der  noch  zn  berflcksich- 
tigon  bleibt,  kann  man  r,  tr  als  unabhängige  Yariabele  betrachten. 
Dann  ist 

g-(r  const)  —  f*';      tr'(tt  const.)  ==  -rtr+X 

Nach  Einsetzung  der  gefundenen  Werte  geht  GL  (8)  über  in 

2h  IK  =  ft,«+2i4-  (.0  ^5^^-«,.')  1^  (20) 

WO  zur  Abkürzung 


f»o=^  — -  — -;     f»i  =  ^~~  (21) 


gesetzt  ist 


I 
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VoD  den  3  Bedingungen  ist  die  erste  durch  Elimination  von  li 
etiedigt;  die  dritte  soll  durch  Integration  der  Gl.  (20),  in  welcher 
H'Functioa  von  r,  erfüllt  werden,  indem  wir  w  als  Function  von  w 
bestimmen,  dabei  aber  v  als  constant  betrachten  Endlich  ist  noch 
das  erhaltene  a>  gemäss  der  zweiten  Bedingung  zu  bestimmen,  welche 
Dach  Gl.  (18)  verlangt,  dass  es  Function  von  up^-^-v  allein  sei. 


§.  5.    Lösung. 

Sei 


dann  lautet  Gl.  (20) : 


(22) 


Wenn  nun  (   - — '^^^}^    ^^^  verschwindendem   ^p^w-^-l  nicht  un- 

CDdlich  wird,  und  nicht  überdies  das  Product  beider  Grössen  einen 
endlichen  (d.  h.  von  0  verschiedenen)  Grenzwert  hat,  so  muss  der  von 
/r  luabhängigc  Ausdruck  zur  Linken  null  sein,  und  man  hat  nebst 

2  —  n 

2p, 
die  homogene  Gleichung: 

nco  fltt'i  -}"  ('^1  —  ^^*'')So)  ==  0  (23) 

deren  vollständiges  Integral  die  Form  hat: 

ic^  =  aco-\-ß(o^  (24) 

Nach  Einsetzung  ergiebt  sich: 

f  =  —  - ;     a  =  -^  •,    ß  willkürlich  (24*) 

Die  zweite  Bedingung  fällt  weg,  wenn  man  ß=0  setzt.  Für  yt  =  — 1 
hingegen  wird  das  Integral: 

M'i  =  —  Xfi'wloga)  (25) 

Die  Bedingung,  unter  der  ca  Function  von  m^i+v  ist,  lautet: 

^^  Ar  ^^^  AT 

K—  =  Na  :    ö~  =  ^"^ 
du  ^  ^    ov 

Differcntiirt  man  hiernach  Gl.  (24)  partiell,  so  kommt: 


88         Hoppe:   Ueber  die  kürzesten  Linien  auf  den  Mittel imnktsflachen, 
^'(2.aiic-f  X)  =  A>(a+/Jfa)'-i) 

+  a'a)  +  (/?'4-«'log(o)a)* 
woraus  nach  Elimination  von  Ni 

Da  s  nach  Voraussetzung  nicht  =  1  und,  weil  = ,    nicht    = 

sein  kann,  so  niuss  zunächst 

/3'-^  =  0;    £'«0  (: 

sein,  sofern  o  nicht  rational  sein  würde,  den  einen  Fall  ausgeuomn 

wo 

w  =  —  ( 

wird.    Jetzt  wird  Gl.  (26)  uuahhängig  von  w  erfüllt,  wenn 

gesetzt  wird.    Allen  diesen  Bedinguugen  kann  man  durch  die  dis 
nibeln  Grössen  x,  ^i^  v,  iy,  ß  leicht  genügen.    Zuerst  hat  man: 

£7t-f"l  =  ^1     x]ii'=-  «(l 1     (f  const.)  ( 


oder 


Nun  ist,  wenn  man  crstere  Gleichung  entwickelt, 

—  —  =  2ii'i^  =  H  =  '*i+ j;^-  —  ^ 

daher  nach  letzterer 

"' =  !'+<  =  ?+,< 

Dies  in  die  1.  Gl.  (29)  eingeführt  und  durch  jäj  dividirt  gicbt: 
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und  nach  iDtcgration : 

2  2 

f*i  "=*  yf*     '  f^      '    (y  const.)    oder 


('^)'{?) 


und  nach  neuer  Integration: 

2 

~l(j')    '  =  2^***^^^    (Neonat.)    oder 

und  nochmals  integrirt: 

2(-yy'(t;+0=y^;    T  =  a-fi»    (t  const.) 

Die  3.  GL  (29)  fordert  A  «  0,  das  ist 

V  =  lyfi    (iy  const.) 

die  1.  Gl.  (27)  giebt:  /?  =  -^a  (^  const).    Integrirt  man  Gl.  (31)  und 
niount  Gl.  (24*)  hinzu,  so  erhält  man: 

2  2 

t  =  «,  (^)     V';    «  =  ^  (^)     V"'    («1  const.) 

Elimioirt  man  ^'  mittelst  (33),  so  kann  mau  jü  statt  v  als  Unabhän- 
IPgc  betrachten.    £s  wird 

WO  zur  Abktlrzung 

y«  =-r-;   "'o='Mw4-^) 


gesetzt  ist.    Jetzt  findet  man: 


90         Hoppe:   Ueber  die  kürzesten  Linien  auf  den  Mitulpwikis/iächen, 

*yi    *»  2^  CIA 


oder 


2  9/ro  2(0  dg 


nud  die  Fandamontalgrössen  (14)  werden: 

£ —  1  fl*  /    1  (>       8(4)\ 

woraas: 

1        (?        8(0 


^2        g         20)89 

Wegen  X  =»  0  wird  nun  ir=  0  und  die  Gl.  (9),   welche  d 
lautet: 

8^^+l8-.rKKJ8t;"'^ 
giebt  nach  Integration: 

81*     j  1/*  __   A^ ^i^fi^ 

ä;  ^  ^^  K  P  ^  ^(7117^)1(^1")  -  "  ^»y^— p 

und  nochmals  integrirt: 

Dies  ist  demnach  die  Gleichung  aller  Curven  auf  der  durch  ol 
Fundamentalgrössen  bestimmten  Fläche,  welche  den  Kürzesten 
der  Mittelpunksflächo  entsprechen.  Für  ^  =  0  erhält  mau  die  Kii 
mungslinie. 


§.  6.    Speciellere  Lösungen. 

Aus  Gl.  (34)  erhellt,  dass  für  ein  constantes  o  die  2.  Hai 
krümmung  null,  die  Fläche  also  abwickelbar  ist.  Soll  aber  u  vo 
unabhängig  sein,  so  muss  es  auch  itj,  daher  auch  w  =  ^c'u-f-*'';  f< 
lieh  entspricht  der  Fall  nur  fi'  «=  0,  und  für  diesen  ist  die  vorstehe 
Entwickelung  ungültig. 

Angenommen  nun,  dass  ^'»0  sei,  so  reducirt  sich  der  Ä 
druck  (8)  auf 
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Er  kann  nur  unabhängig  von  u  sein,  wenn 

ilflo  p  linear  in  upL'\-v  ist  Dann  wird  nach  (15)  h  unabhängig  von 
V,  daher  JT»  0,  woraus  das  vorige  Resultat  entsprang.  In  der  Tat 
ist  der  ausgeschlossene  Fall  nur  der  einer  abwickelbaren  Fläche. 

Eine  neue  Lösung  ergiebt  sich ,  wenn  wir  in  (24)  /9  »  0  setzen, 

was  bisher  ausgeschlossen  war.    Hier  ist  -^  als  Function  von  w^  » 

>|t-fy  zu  bestimmen.    Stellt  man  tr^  ^  w{\iL^w^k)  in  w^  dar,  so 

JLommt: 

//Vi 
IT, 


10 


A  =  ^-v,    B -^-ji ^^^  (35) 

gcwtzt  ist.    Diese  Grössen  mflsscn  constant  sein;  dann  bleibt  noch 

durch  X  zu  erfüllen.    Die  erste  61.  (35)  giebt: 

Kes  in  die  zweite  gesetzt  giebt:  B  =^  A^  und  f&  bleibt  willktlrlich. 
Jetzt  wird  wieder 

•  =  ^'(a+iy)*  =  tTo*    (Man  würde  noch  einen  constanten   Factor 

hinzufflgon  können.) 
I^vth  Integration  der  61.  (36)  ergiebt  sich: 

1       2f|S     pyj^yi 


m4^«'  ^"-y-^Ä?)'  ^-^-y^^^+'i^^'^y 


woraus: 


E  =°  «i^fi* ;     G  =  yx.u  (« + lj) 


92  Hoppe:    Ueher  die  kürzesten  Linien  auf  den  MitUlpunktsjlächcn, 

GL  (9)  wie  oben  integrirt  gicbt: 

r3 


£ü—     A      l/"^     -     A  ^ 

^  J  t^ 


Endlich  ist  noch  der  Fall  Jt  +  l  =0  zu  berücksichtigeu,  wora 

Hier  gilt  die  Gl.  (25),  welche  dann  lautet: 

«'•j  =  —  yTä^^l^gw 

Die  Untersuchung  ist  wie  die  der  Gl.  (24)  für  ß  =--=  0,  nur  tritt 
die  Stelle  der  Grosse  (36)  hier  —  xa',  und  mau  hat^  da  x  nicht  n 
disponibel  ist,  die  Gleichung 

durch  ß  zu  erfUllon.    Sic  rcducirt  sich  zunächst  auf 
woraus  nach  Integration: 

Im  übrigen  bleibt  der  Gang  der  Rechnung  derselbe. 

Will  man  nun  noch  den  übergangenen  Fall  untersuchen,  wo 
Linke  der  Gl.  (22)  nicht  verschwindet,  so  ist  die  nicht  mehr  ho 
gene  Gleichung 

TTo)  dwi  -j-  (iTj  —  Xfi'  o))5q)  =  i/;(t')  0)  dtc 

zu  integriren,  die  wenig  Aussicht  bietet. 
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Miscellen. 


1. 

'  Ergänzende  Berichtignngr  zodi  Aufsätze  ,,Neae  Eigenschaft  der 

fiegrelsehnitte^^ 

Im  62.  T.  N.  IV.  habe  ich  gezeigt,  dass  die  Coordinaten  des 
Schwerpunktes  ^rj  eines  dem  Kegelschnitte  eingeschriebenen  Drei- 
eckes, dessen  Ecken  Osculationstripel  bilden,  sich  folgendermassen 
ausdrücken  lassen 


3  *=lM|:«  — (/ 

Die  erste  Gleichung  besagt,  dass  der  Schwerpunkt  eines  solchen  Drei- 
eckes auf  der  Nebenachsc  des  Kegelschnittes  liegt. 

Nun  ist  der  Ausdruck  für  ?/,  wie  ich  durch  gütige  briefliche  Mit- 
ti'ilung  von  Seiten  des  Herrn  Dr.  G.  Sidler,  Universitätsprofessor 
in  Bern,  aufmerksam  gemacht  wurde,  in  Folge  der  Gleichungen  (6) 
des  erwähnten  Aufsatzes  gleich  Null;  d.  h.  der  besagte  Schwerpunkt 
mnss  auch  auf  der  Hauptachse  des  Kegelschnittes  liegen. 

Dies  lässt  sich  leicht  nachweisen,  denn  es  ist 

%  uk  (Z^(w)i  — 3(ti)j(w)g  +  3/z(t*)3+(M)2(vi)8 


Der  Zähler  ist  in  Folge  der  Gleichungen  (6)  gleich  Null,  während 
der  Nenner  von  Null  verschieden  ist;  somit  lautet  der  Satz:  Die  Os- 
culationstripel haben  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  zum  gemein- 
samen Schwerpunkte.  K.  Zahradnik. 

Agram  14.  October  1878. 
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2. 

Beitrag  zar  Theorie  der  Kardioide*). 

Aus  jedem  Pnokte  (xy)  der  Ebene  der  Kardioide  können  wir  drei 
Tangenton  an  dieselbe  legen,  und  die  Parameter  der  Berübmngspunktc 
ergeben  sich  als  Wnrzeln  nachstehender  in  u  kubischen  Gleichung^) 


tt'*+ —  M*  —  ÖU «=  0 

y  y 


(1) 


Die  Bertlhrungspunkte  u^,  u^^  u,  bilden  ein  Dreieck,  das  Be- 
rührungsdreieck,  welches  dem  Punkte  (xy)  als  dessen  Pole  entspricht. 
Zwischen  den  Parametern  der  Berührungspunkte  bestehen  nun  die 
Relationen: 


(«)i  =  "i  +»*«+%  *==  ""  "^ 

X — 4a 


(2) 


(m)3  =.  M^MjMs  = 


y 


Wir  können  nun  uns  die  Aufgabe  stellen,  welches  ist  der  Ort 
der  Pole  constanter  Bertthrungsdreiecke  bei  der  Kar- 
dioide? 

Bezeichnen  wir  mit  D  die  Fläche  dos  Bertihrungsdreieckcs  UjU^mj, 
welches  dem  Pole  (xy)  entspricht,  so  ist 


2D  = 


n(i+u»«)« 


(4a)' 


n(i+V)» 

»=1 


4a(l— Ml«)  8a«,     (!+«!*)* 

4a(l— Ma«)  Sali,     (l  +  uj«)« 

4a(l-«3«)  8aM3     (1+V)« 

1—1*2*    ttj  1  +  2V+V 

1-V    **8  1  +  2V+V 


Bezeichnen  wir  die  Determinante  mit  P  und  ihre  m  Teilcolonne 
mit  m,  wo  der  Ort  der  Ziffer  die  Stellungszahl  der  ganzen  Colonne 
bezeichnet,  so  ist 


P-=  111+112+113+211  +  212+213 


und  wegen 


111  -=  0,    212  =-  0 


*)  Grnnert-Hoppe:  „Archiv  d.  Math,  and  Physik^  Theorie  der  Kardioide. 
Teil  59. 
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ist 


P=2 


1  1*2  Wj* 
1  Mj  ttj* 
1    ttj     tlj* 


+ 


Wi 


1    t«2 
1    «3 


U, 


tt,2  t*a   1 

t*3*   tij,     1 


«*1*  «1    «1* 


Setzen  wir  nun 


J  = 


1  Uj  t*i* 
1  M,  1*8« 
1      1*3      t*3« 


SO  geht  der  Ansdruck  für  P  über  in 

P==  ^/[3-(u),+(t*)i«  +  (i*),(n)3] 
und  mit  Rücksiebt  auf  die  Werte  in  (2)  erbalten  wir 


(3) 


(4) 


um  nan  J  mittelst  der  Werte  (2)  auszudrücken  bilden  wir  d*  und 
erhalten  nacb  geeigneter  Transformation 


^ 


3 
■2(t*)i 
—3 


-6     -3(u)i  +  3(t*)8 
3(u)3  2(1*),  (i*)3 


=  27 


X 


1      — 

y 

2x 

-  -      —2 

y 


—  1 

4.27 

y* 


—  2 

4(a5  —  a) 

y 

X — 4a  2a;(a; — 4a) 

y  y* 

aj*+y*  2ay 

2ay       y^-^-x^x-^^) 


somit  ist 


^{(«»+y»)*-4««(«*+y») 


-«VI 


(5) 


4 .  6*.  27  0»+  (a;+ 2a)«]«  [(x«  +y«)»—  4ax(g«+y«)  —  4a«y«] 


» 


Was  nan  den  Ansdrnck  für  17  betrifft,  80  ist 


II(l+u»«)» 


l[l-(«)J*+[(«)i-(«)»?l* 


(6) 
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Führen  wir  nun  die  Werte  für  P  und  U  in  die  Gleichung  (3) 
ein  und  setzen  der  Kürze  wegen 

3  (6a)* 

B  =  y^+(x-^a)^  (7) 

K=  (««+««)*— 4aa:(x«+y«)  — 4a»  y« 

wo  wie  ersichtlich  K^O  die  Gleichung  der  Kardioide  uns  darstellt, 

so  erhalten  wir 

A^K-^kB^^O  (8) 

Der  Ort  der  Pole,  deren  Berührungsdreiecke  in  Be- 
zug auf  die  Kardioide  vom  constanten  Flächeninhalte 
sind,  ist  eine  Curve  achter  Ordnung,  welche  die  vier 
Schnittpunkte  von 

A  =0 

zu  Rückkehrpunkten  hat 

Es  verschwindet  nämlich  für  die  Punkte  (AB)  die  Hesse'sche 
Determinante,  denn  setzen  wir  die  Gleichung  (8)  kurz 

so  ist  für  die  erwähnten  Schnittpunkte 


^11     ^18 

Zwei  der  Schnittpunkte  (AB)  sind  die  imaginären  Kreispunkte, 
was  wir  daraus  erkennen,  dass 

Gleichungen  zweier  Kreise  sind  (letzterer  reducirt  sich  auf  den  Punkt 
X  '^^^  a^  y  =  0),  so  wie  auch  aus  der  Entwickelung  der  Gleichung  (8), 
nämlich 

[(a;«  +  y«/~8ax(a;«+y«)3](l-A)  +  g>(a?,y)  =  0  (9) 

WO  g>{x^  y)   ein  Ausdruck  in  Bezug  auf  a*,  y  vom  sechsten  Grade  ist 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  das  Berührungsdreieck,  somit  auch  l 
zwar  constant  aber  unbestimmt  ist,  so  stellt  die  Gleichung  (8)  ein 
Cun'enbüschcl  achten  Grades  vor.  Jede  Curvc  dieses  Büschels  hat 
in  den  Punkten  (AB)  eine  doppelte  vierpunktige  Berührung  mit  -4«0 
(nämlich  zu  beiden  Seiten  eine  vierpunktige  Berührung)  und  in  den 
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Sdmittpankten  (BK)  eine  vicrpunktige  BerOhniiig  mit  jr=0;  es 
erscheinen  demnach  in  den  Punkten  {AB)  je  acht  und  in  {BK)  je 
wt  Basispunkte  des  Bfischels  vereinigt. 

Fftr  il  =  1   geht  die  Ortscurve  in  eine  Ourve  sechsten  Grades 
über,  nämlich  in 

<P(^,  y)  ==  0 

und  das  Berührnngsdreieck  hat  in  diesem  Falle  den  Wert 

D^  36y3.a« 

Ebenso  könnten  wir  den  Zusammenhang  zwischen  dem  Pole  und 
dem  Schwerpunkte  des  Berührungsdreiecks  entwickeln.    Wir  hätten 

4a        1  —  uk^ 


3  -(!+«»«)« 

Die  Entwickelung  wflrde  uns  zeigen,  dass  der  Pol  eine  Curve 
4>iter  OrduuDg  beschreibt,  wenn  der  entsprechende  Schwerpunkt  eine 
Gune  nter  Ordnung  durchläuft 

Aufgabe:  Welcher  Curve  Tangenten  schneiden  die  Kardioide 
in  harmonischen  Punktgruppen? 

Agram  November  1877.  K.  Zahradnik. 


3. 

Die  Constantenzahl  eines  Pol/eders  und  der  Enlersche  Satz« 

Die  Constautenzahl  eines  beliebigen  Polyeders,  d.  h.  die  Zahl 
(ier  einfachen  Bedingungen,  welche  dasselbe  bestimmen,  lässt  sich  auf 
zwei  verschiedenen  Wegen  sehr  leicht  bestimmen;  und  die  Gleich- 
setzQDg  der  auf  beiden  Wegen  erhaltenen  Resultate  ergiebt  den  Eu- 
Icrschen  Satz. 

Das  Polyeder  habe  k  Kanten,  e  Ecken,  f  Flächen,  und  die  Con- 
stantenzahl  c.    Jede  der  /  Flächen  denke  man  sich  auf  irgend  eine 


*)  Bezeichnen  wir  die  Verbindungslinie  der  imaginären  Kreispunkto  mit  J, 
10  kAonten  wir  wohl  J*  all  Teil  der  Corve  betraehten,  so  dass  F=  0  in  9  =  0 
oad  •/*  =  0  zerfallen  wdrde,  wie  dasselbe  fthnlich  beim  Kreisbüschel  stattfindet, 
vo  der  2  =  l  entsprechende  Kreis  in  die  Chordale  und  in  die  Gerade  J  serDÜlt. 

TMlLXm.  7 


98  MiscelUn. 

Weise  in  Dreiecke  zerlegt,  was  bckanDtlich  bei  einem  /-Seit  durcli 
«—3  Diagonalen  geschieht  Die  Gesammtzahl  aller  so  zur  Zerlegung 
der  /  Flächen  verwandten  Diagonalen  sei  d.  Diese  Zahl  €l  lässt  sich 
leicht  ableiten.  Etwa  so.  In  jeder  Fläche  ist  die  Zahl  der  entstan- 
denen Dreiecke  um  1  grösser,  als  die  Zahl  der  gezogenen  Diagonalen. 
Also  sind  r?-j-/  Dreiecke  entstanden.  Diese  haben  zusammen  3(rf+/) 
Seiten.  Dies  sind  aber  die  k  Kanten  und  die  r/  Diagonalen,  jedoch 
jede  Kante  und  jede  Diagonale  doppelt  gerechnet.    Folglich  hat  man 

^d'\-f)  =  2(Ä;+rf),    oder 

1)  d^2k  —  ^f. 

Erste  Ableitung  der  Constantenzahl  r. 

Hätte  das  Polyeder  nur  Dreiecke  zu  Flächen,  so  wäre  es  in 
Maass  und  Lage  gerade  vollkommen  bestimmt,  wenn  seine  e  Eck- 
punkte gegeben  wären.  Dass  aber  ein  Eckpunkt  gegeben,  d.  h.  einer 
der  oc^  Punkte  des  Raums  sein  soll,  ist  eine  dreifache  Bedingung. 
Folglich  wäre  die  Constantenzahl  eines  nur  aus  Dreiecken  bestehen- 
den Polyeders  gleich  3e.  Deukt  man  sich  nun  bei  einem  beliebigen 
Polyeder  die  oben  erwähnten  d  Flächendiagonalen  gezogen,  so  sieht 
man,  dass  das  beliebige  Polyeder  als  ein  nur  aus  Dreiecken  zusammen- 
gesetztes Polyeder  aufgefasst  werden  kann,  bei  welchem  an  jeder  von 
il  Kanten  zwei  Flächen  zusammcustossen,  die  einen  Neigungswinkel 
von  2  Rechten  bilden.  Jeder  dieser  d  Winkel  von  bestimmter  Grösse 
vermindert  also  die  Constantenzahl  3e  um  1.    Also  ist: 

2)  c^'^e  —  d. 

Zweite  Ableitung  der  Constantenzahl  c. 

Man  stelle  sich  zunächst  wieder  ein  Polyeder  vor,  das  aus  lauter 
Dreiecken  besteht.  Dann  denke  mau  sich  irgend  eine  Ecke  mit  den 
von  ihr  auslaufenden  Kanten  und  Flächen  fort.  Wenn  diese  Ecke  A 
t- kantig  ist,  so  besitzt  das  restirende  Gebilde  noch  h — i  Kanten, 
f — %  Flächen  und  e—/ — 1  eigentliche  Ecken.  Dazu  kommen  t  un- 
vollständige Ecken,  nämlich  die  zweiten  Endpunkte  B^^  i/^,  B^^^.^.Bi 
der  i  von  A  ausgehenden  Kanten.  Wenn  nun  die  Längen  der  h  —  i 
Kanten  gegeben  sind,  so  ist  jedes  der  f —  /  Dreiecke,  also  auch  seine 
3  Winkel,  vollkommen  bestimmt.  Folglich  sind  dadurch  an  jeder 
Ecke  alle  Winkel  zwischen  den  Kauten  gegeben.  Es  seien  nun  noch 
die  Flächen-Neigungswinkel  an  jeder  Kante  gegeben,  ausser  an  den 
i  abgeschnittenen  Kanten  und  den  i  Kanten ,  welche  die  Punkte  i/j, 
B^^  ^s, .. .  Bi  der  Reihe  nach  verbinden.  Dadurch  sind  dann  an  jeder 
der  6 — 1  —  1  eigentlichen  Ecken  alle  Kanteuwinkel  und  alle  Flächen- 
Neigungswinkel,  also  für  jede  Ecke  3  Grössen  zuviel  gegeben.  Folg- 
lich ist  die  Constantenzahl  jenes  restirendeu  Gebildes  gleich 
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(!•— 0+(*— 2»)  — 3(c  — *  — 1),    oder 
2it  — 3e+3. 

Um  aas  diesem  Gebilde  das  vollständige  Polyeder  herzustellen,  hat 
man  noch  die  ansgestosseue  Ecke  zu  construiren,  was  durch  3  gege- 
bene Grössen,  z.  6.  3  Kantenlängeu  möglich  ist  Wir  erhalten  also 
als  Constanteuzahl  eines  nur  aus  Dreiecken  bestehenden  Polyeders : 

21— 3e+6. 

Ein  beliebiges  Polyeder  betrachten  wir  nun,  wie  oben,  als  ein  aus 
Dreiecken  bestehendes  Polyeder,  bei  welchem  d  Flächen-Neigungs- 
winkel gleich  2  Rechten  sind.  Wir  haben  daher  zur  Bestimmung  von 
cm  dem  eben  gefundenen  Ausdruck  h  durch  h-\-d  zu  ersetzen,  und 
dann  d  zu  subtrahiren.  Nun  aber  haben  wir  das  Polyeder  nur  hin- 
sichtlich seiner  Maasse  construirt,  aber  noch  keine  Bestimmung  über 
seine  Lage  getroffen.  Seine  Lage  ist  bestimmt,  sobald  man  die  Ebene 
feststellt,  in  welcher  eine  Fläche  liegen  soll,  und  von  dieser  Fläche 
eine  Ecke  und  die  Lage  einer  sie  enthaltenden  Seite  giebt,  d.  h.  in- 
dem man  eine  von  den  oc^  Ebenen  des  Raums,  dann  einen  von  den 
»*  Punkten  dieser  Ebene,  und  endlich  einen  von  den  od*  Strahlen 
auswählt,  welche  durch  diesen  Punkt  in  dieser  Ebene  gehen.  Also 
besteht  die  Feststellung  der  Lage  in  einer  (3+2-j-l)fechen  Bedin- 
gung.  Folglich  hat  man  schliesslich: 

c  ==  2(Ä;-f.f/)— 3c+6  — rf+6,    oder 

3)  c  =  2/j  — 3e+c/+12. 

Addirt  man  nun  die  beiden  in  den  Formeln  2)  und  3)  gewonnenen 
^crtc  von  r,  so  erhält  man  das  einfache  Resultat: 

Jedes  Polyeder,  dessen  Ecken  und  Flächen  allge- 
mein sind,  ist  also,  abgesehen  von  seiner  Lage,  durch 
genau  so  viele  einfache  Bedingungen  bestimmt,  wie  die 
Zahl  seiner  Kanten  beträgt*). 

Setzt  man  die  in  2)  und  4)  erhaltenen  Werte  von  c  einander 
gleich,  und  führt  fdr  d  den  in  1)  gewonnenen  Wert  ein,  so  hat  man 
einen  neuen  Beweis  des  Eulerschen  Satzes : 

5)  /+e«Ä;+2. 

Hamburg  im  Juli  1878.  H.  Schubert. 


•)  Vcrgl.  T.  LV.   N.  XVIII.   p.  217.,   wo   umgekehrt  c  aus  Gl.  (5)  be- 
rechnet ü  t 
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4. 

Ergänznngr  des  Enlerschcn  Satzes  Ton  den  Polyedern. 

Der  Satz,  dass  an  jedem  convexen  Polyeder  e'\-s  ^  h'\-2^ 
c,  *,  k  die  Anzahl  der  Ecken,  Seiten,  Kauten  bezeichnen,  gilt  oifcr 
auch  über  diese  Bedingung  hinaus,  bekanntlich  aber  nicht  für  je 
Polyeder.  Zur  Ausdehnung  auf  alle  Polyeder  müssen  noch  am 
Zahlen  in  Rechnung  kommen.  Die  Vervollständigung  ist  zwar  her 
durch  einige  Arbeiten  vollzogen  worden,  jedoch  nur  mit  Hülfe 
Begriffen,  die  erst  durch  eine  nicht  eben  leicht  vorzustellende  ( 
struction  definirt  werden.  Im  folgenden  soll  hingegen  der  Satz 
ergänzt  werden,  dass  nur  Stücke,  die  unmittelbar  in  der  Figur  si 
bar  sind,  gezählt  zu  werden  brauchen. 

Wir  beginnen  mit  einem  Beweise  des  ursprünglichen  Euler'sc 
Satzes,  aus  dem  zugleich  die  Bedingung  seiner  Geltung  erhellt 
Bedingung  ist,  dass  das  Polyeder  ein  einfach  zusammenhangendes  l 
hat.  Dieses  Netz  könnte  man  stets  so  auf  eine  Kugelfläche  zeich 
das  dieselbe  vollständig  und  überall  nur  einfach  bedeckt  wird. 
Fälle  der  Möglichkeit  eines  solchen  Netzes  werden  aber  vielleicht  r 
mehr  in  die  Augen  fallen,  wenn  wir  dazu  die  Pyramidenform  wäl 

Eine  beliebige  Ecke  A  des  Polyeders  habe  m  Kauten,  deren 
den  durch  n  Kanten  verbunden  sind.  Man  zeichne  auf  einer  El 
ein  convexes  neck  als  Umfang  des  ebenen  Netzes  der  übrigen  Ol 
fläche.  Dessen  Seiten  repräsentiren  die  genannten  n  Kanten, 
füge  man  an  jede  von  diesen  nach  innen  zu  ein  Vieleck  von  sc 
Seiten,  als  das  an  die  entsprechende  Kante  stossende  der  Oberfl^ 
hat,  und  lasse  sie  aneinander  grenzen,  wenn  es  dort  der  Fall 
So  fahre  man,  immer  nach  innen  zu,  fort,  bis  alle  Vielecke  a1 
zeichnet  sind.  Die  Ecke  A  können  wir  uns  als  Spitze  einer  Pyran 
denken,  deren  Grundfläche  die  beschriebene  Figur  ist. 

Im  Innern  des  ebenen  Netzes  liegen  e  — n  —  1  Ecken.    Die  Sun 
der  Winkel  um  sie  herum  beträgt 

(e— w  — 1)4R 

Addirt  man  dazu  die  Summe  der  Polygonwinkel  des  Umfaugs 

(n  — 2)2R 

80  erhält  man  die  Summe  der  Polygonwinkel  aller  Vielecke  des  < 

nen  Netzes 

=  (2e— n  — 4)2R 

Die  Anzahl  dieser  Vielecke  ist  s — m\  unter  ihnen  seien  s,^  Dreie 
#4  Vierecke  u.  s.  w.    Dann  ist  die  Summe  ihrer  Winkel 
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(253+4*4  + 6^5 +...)R  =  (2c— H  — 4)2R  (1) 

die  Summe  der  Anzahlen  ihrer  Seiten 

3^3+4*4+5*5  +  ...  ==  2k — 2m  —  n 

Dies  maltiplicirt  mit  2R  giebt : 

(6*3 + 8*4  + 10*5  +  ..  .)R  =  (2^*  —  2m  —  n)2R 

lüenon  die  Grösse  (1)  subtrahirt: 

4(*3+«4  +  *5+...)R  =  (2^•— 2e  — 2m+4)2R 
das  ist: 

4(*— m)R  =  (2^•  — 2c  — 2m  +  4)2R 

woraos: 

c+«  =  /j  +  2 

Folglich  ist  der  Euler'scho  Satz  allein  durch  die  Möglichkeit  der  Con- 
stncüon  des  Netzes  bedingt. 

Die  Construction  kann  nun  nie  ein  Hinderniss  finden,  wenn  die 
Vielecke  der  Oberfläche  säinmtlich  und  allein  durch  successives  An- 
grenzen unter  einander  zusammenhangen.  Es  giebt  aber  3  Fälle,  wo 
dies  nicht  stattfindet: 

1)  wenn  eine  Seite  durchbrochen  ist; 

2)  wenn  der  Körper  durchbohrt  ist; 

3)  wenn  im  Körper  leere  Räume  sind. 

Diese  Fälle  können  beliebig  vielfach  und  combinirt  eintreten. 

Ist  eine  Seite  durchbrochen,  d.  h.  befindet  sich  innerhalb  des 
Vielecks  ein  nicht  zur  Oberfläche  gehöriges  Vieleck,  so  lässt  sich  das 
Netz  zwar  construiren,  aber  ein  Teil  desselben  liegt  ohne  Znsammen- 
luing  mit  dem  andern  Teile  innerhalb  eines  von  dessen  Vielecken. 
Fflgt  man  dann  das  ausgeschnittene  Vieleck  zur  Oberfläche  hinzu,  so 
hat  man  2  vollständige  Polyeder.  Werden  deren  Zahlen  durch  1  und 
2  Striche  unterschieden,  so  ist 


(2) 


c'+/=..  r+2     \ 

c"+,"==A;"+2         S 

also,  da  e+e^=  e;  A;'+r  =-  ^-;  *'+*"=  *  +  l  ist, 

c+*  =  A;+3 

Ebenso  kann  man  bei  mehreren  Durchbrechungen  von  Seiten  ver- 
Ähren.  Ist  h  deren  Anzahl,  so  erhält  man: 

e  +  «  =  ^-+^  +  2 
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Befindet  sich  eiu  leerer  Eaum  im  Körper,  ein  Fall  wo  kein  Netz 
möglich  ist,  so  kann  man  diesen  hinsichtlich  der  Zählung  als  beson- 
deres Polyeder  rechnen,  und  erhält  wie  oben  die  Gl.  (2).  Nur  ist 
hier  *'-|~*"=  *5  folglich 

und,  wenn  g  leere  Räume  vorhanden  sind, 

Weniger  einfach  ist  die  Betrachtung  der  Durchbohrungen  oder 
Canäle  im  Körper,  wo  das  Netz  dadurch  unmöglich  wird,  dass  die 
Vielecke  in  mehrfachem  Znsammenhange  stehen.  Es  wird  aber  deut- 
lich sein,  dass,  wenn  ein  Canal  Torhanden  ist,  man  den  Körper  durch 
eine  ebene  oder  krumme  vollständig  umgrenzte  Fläche  so  schneiden 
kann,  dass  er  nicht  aus  einander  fällt.  Man  denke  einen  Faden  durch 
den  Canal  gezogen,  ausserhalb  zusammengebunden  und  den  Körper 
aus  leicht  durchschneidbarem  Stoflf,  etwa  weichem  Tohn,  dann  den 
Faden  von  aussen  angezogen  bis  er  den  Körper  durchschnitten  hat 
Dann  bleibt  derselbe  offenbar  ungeteilt 

Die  Schnittfläche  möge  nun  durch  keine  Ecke  gehen.  Dann  ge- 
winnt das  Polyeder  durch  den  Schnitt  ebensoviel  Kanten  als  Ecken, 
so  dass  sich  die  Vermehrungen  in  der  Formel  heben,  ausserdem  aber 
2  Seiten.  Demnach  ist  die  actuelle  Seitenzahl  um  2  kleiner  als  beim 
Euler'schen  Polyeder,  und  man  hat: 

Existiren  mehrere  Canäle,  deren  Zahl  c  dadurch  definirt  ist^  dass  man 
ohne  Zerfällung  des  Körpers  c  umgrenzte  Schnitte  durch  ihn  führen 
kann,  so  würde  unter  Umständen  eine  Schnittfläche,  die  einen  Canal 
beseitigt,  durch  Teilung  eines  andern  Canals  deren  Zahl  wieder  ver- 
mehren. Es  ist  aber  klar,  dass  bei  der  Zählung  auf  die  Lage  der 
Canäle  nichts  ankommt.  Man  kann  sie  so  geführt  denken,  dass  sie 
sich  nicht  verschlugen,  sondern  nach  einander  gelöst  werden  können. 
Daher  ist 

c  +  «  ==/:-- 2c -j-2 

Was  die  Combinationen  der  Einflüsse  betrifft^  so  ist  offenbar  der 
Einfluss  der  leeren  Räume  von  allen  andern  unabhängig.  Es  ist  nur 
eine  Combination  eines  leeren  Raumes  mit  einem  Canal,  wenn  der 
leere  Raum  ringförmig  ist.  Der  Canal  ist  dann  vtll,  seine  Umgebung 
leer,  und  solcher  vollen  Canäle  in  leeren  Räumen  kann  es  beliebig 
viele  geben. 

Existiren  Seitendurchbrechungen  zugleich  mit  Canälen,  so  können 
crstere  die  Mündungen  der  letztem  sein.    Beseitigt  man  dann  einen 
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solchen  Canal  durch  cinon  Schnitt,  so  geht  dieser  auch  immer  durch 
die  SeitendurchbrechuDg  und  hebt  sie  auf,  so  dass  sie  ihren  Einfluss 
auf  die  Zählung  verliert. 

Die  vollständige,  alle  Fälle  umfassende  Formel  lautet  nun : 

wo  h  die  Anzahl  der  Durchbrechungen  von  Seiten ,  die  nicht  Mttn- 
daogon  von  Canälcn  sind,  g  die  Anzahl  der  leeren  Räume,  c  die  An- 
zahl der  Canäle,  sowol  der  leeren  im  vollen  Körper  als  auch  der 
vollen  im  leeren  Räume  bezeichnet 

Kon  können  noch  specielle  Fälle  die  Zählung  zweifelhaft  machen. 
Es  können  Kanten  oder  Seiten  ganz  oder  teilweise  sich  decken,  Ecken 
zosammcD  fallen.  Hier  sind  die  Deckungen  durch  geringe  Yerschie- 
hongen  aufzuheben,  und  so  jede  Undeutlichkeit  zu  beseitigen. 

R.  Hoppe. 


5. 

Einige  Sätze  über  Reihen. 

Lehrsatz  1.  Die  Summe  der  3.  Potenzen  einer  Anzahl  auf- 
einanderfolgender Glieder  einer  arithmetischen  Reihe,  ist  durch  die 
Somme  der  Reihe  teilbar. 

Auflösung.    Die  gegebene  Reihe  sei: 

a,     a  +  f/,     a-|-2f/  ...  a-^(n — 1)«/ 

n 

M)  ist  die  Summe  dieser  Reihe  bekanntlich   Ä  =  ^  [2a  +  0»  —  1)'0- 
Die  Reihe  der  Kuben  der  einzelnen  Glieder  der  gegebenen  Reihe  ist: 

a^    («  +  .0^     (o  +  2J)^  ...  [a+(»— l)rfp 
ihre  Snmmenreihe  also : 

f^  man  die  Kubirung  aus,  so  erhält  man : 

=  «a» + 3a^d + 3a^Z2 + d^ 

+ 2 .  Sa^d + 2* .  3ad^ + 2M^ 
4-3.3a«c/+3».3af/2+33r/3 

•  •  • 

•  •  • 

•  •  • 


104  JUiscelUn, 

1.  Vertic^reihe  =  na^ 

2.  „  =  3aHl  +  2+3+  ...  (n-1)]  = 1 ^ 

4.  „  =  d^l  +8+27+  . . .  (n- 1)"] 5.- L 

Die  Summe  von  n  aufeinander  folgenden  Kubikzahlen  einer  arith- 
metischen Reihe  ist  also  gleich 

tw3+3 2 h3«'^* J5 h  rf^ 4 

Dividirt  man  diese   Summe  durch  die   Summe  der  gegebenen  Reihe 
nämlich  durch  o[-^^'f"('*""^)'0»  so  erhält  man  als  Quotient 

Ist  in  der  gegebenen  Reihe  a  =^  il^  so  erhält  die  Summe   der 
Reihe  die  Form 

,n(n  +  l) 

und  die  Summe  der  Kuben  der  Reihe  erhält  die  Form 

rf3 


[*^:i.]• 


Ist  in  der  gegebenen  Reihe  d=-a  =  \^  so  ist  die  Summe  der  Beiho 

n{n+l) 

2 
und  die  Summe  der  Reihe  der  Kuben 

12 


[*i«| 


Demnach  ist  die  Summe  der  Kuben  der  von  1  aufeinander  folgenden 
Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  gleich  dem  Quadrate  der  Summe 
dieser  Reihe. 

Lehrsatz  2.  Die  Summe  der  5.  Potenzen  einer  Anzahl  auf- 
einander folgender  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe  ist  durch  die 
Summe  der  Reihe  teilbar. 

Die  gegebene  Reihe  sei  der  obigen  gleich,  so  ist  die  Summen- 
i^ihe  der  5.  Potenzen  dieser  Reihe 
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iui*+5a*r/+10a3^+10a«rf8+5aW*+rfS 

+  2.5a*€/+2«.10.aV2+23.10a2rf3+2^5arf*+25.rf5 

•  •  •  • 

•  .  •  • 

+  (n-l)  .  ba^d + (n-1)« .  lOa^f? + (n— l)^ .  lOa^d^  +  (n-1)* .  5a.^ 

-f(n— l)^rf* 

In  Ycrticalrciheu  addirt: 
1.  Verticalreihe  =»  na^ 

a^r    .  .  .  ^  .      ,       .X.-.      lOa^fiMn— l)(2n— 1) 

4.  „  =  10a«rf3[-i+8^27+  . . .  («-1)»]  =  I0a»rf3|^!^(r±)j' 

5.  „  =  5arf^[l  + 16  +  81  +  . . .  (n-1)^] 

5affVn— 1)(2/^— l)(3/i»— 3ii— 1) 
~  30 

6.  „  =  c/^l+32+243+ ...  (n-1)^] 


=  ./5 


n(H-l)  |Y2yt^-~2n— 1\ 


Die  Sammo  der  5.  Potenzen  von  n  Glieder  der  gegebenen  Reihe  ist 
also: 

^  ,   5«Vfi(M— 1)  .  5a3c/2M(,i— 1)  (2ii— 1)  ,   ba^d\  ,       ,,_, 
»a*H 2 1 3" ' 2~L^*^'*""-^^-' 

,    «^«,       1V9        iwq2     o        ,^  I    jM(n~l)]^(2n^^2M~l) 
-i ^(n— l)(2w— l)(3n*— 3n—l)+cP j2 

Der  Quotient  dieser  Summe  durch  die  Summe  öP^+O»— IV]   der 
gegebenen  Reihe  ist: 

äL\'2a^d{n—l)  +  a\Hn'-'l)(ln—2)      aJ«(n- l)g(4H+l) 

3  +3 

,    fi*ii(n— l)(2»^~2n— 1) 

4~  ß 


Ist  in  der  gegebenen  Reihe  a  ^  d^  so  erhält  der  Quotient  die 

Form: 

rfMn  +  l)(2n«+2w— 1) 
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« 

Ist  rt  =  f/  =  1,  80  ist  der  Quotient 

""  6" 

Dieser  letzte  Ausdruck  7i(r-f  1)  (271^4- 2n-l)   ist  stets  durch 
teilbar,  es  kana  n  jede  beliebige  ^auzc  Zahl  *sein. 

Der  Beweis  hierfür  ist  dadurch  zu  führen,  dass  man  für  n  de 
Reibe  nach  setzt 

1.  n  =  3m 

2.  n  =  3wi-(-l 

3.  n  =  37?i-|~2 

Lehrsatz  3.  In  jeder  arithmetischen  Reihe  lässt  sich  die  Sumn 
einer  Anzahl  von  Gliedern  derselben  durch  die  Differenz  der  aufeii 
ander  folgenden  Glieder  der  Reihe  dividiren,  und  zwar 

1)  wenn  die  Anzahl  der  Glieder  (w)  der  gegebenen  Reihe  ung 
rade  ist,  so  ist  diese  Division  stets  ausführbar  und  ist  der  Quotie 
gleich  der  Anzahl  der  summirten  Glieder; 

2)  wenn  die  Anzahl  der  Glieder  gerade  ist,  so  ist  diese  Divisi( 
ausführbar,  wenn  das  doppelte  Anfangsglicd  der  Reihe  durch  die  Di 
ferenz  derselben  teilbar  ist. 

Beweis  zu  1.    n  ist  ungerade. 
Die  gegebene  Summenreihe  ist: 

rt+(«  +  '0  +  («  +  2cO  +  ("  +  3.0+...+[«+0*-lM] 
Die  Differenz-Reihe  der  aufeinander  folgenden  Glieder  ist: 

Oder  nach  positiven  und  negativen  Gliedern  geordnet: 
rt4<«+2*/)+(ci+4<0+..[H-(«-l>0-[(«+''m«+3<0+..a+(n-2). 

^   =  J[2<i+(m— !>/]    (Differenz  der  Reihe) 
8„  =  ,^[2ci+(»4-l)«/]    (Summe  der  Reihe) 

Beweis  zu  2.    «ist  gerade. 
Die  Differeni^Reihe  hat  die  Form: 
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a+(«-|-2d)+(a  +  4rf)+  ...  +[a  +  (n-2M]-[(«  +  d)  +  (a  +  3rf) 

+  •••[«+ (»-l)dj] 
5,  =  I  [2a + (»— 2>q  —  j  [2a + 2rf + (n— 2)rf] 

Sy  «  2  [2a+  (n — l)c/]    (Sammc  der  Reihe) 

Ist  rf  =  2,  so  ist  der  Quotient 

=  1  —  n  —  a 


Aufgabe  1.    Wie  gross  ist  die  Summe  der  Beihc 

Antwort    S  ^  np+^(n~l)  +  ^"~^^^f '^ -] 

Setzt  man  a  =  1  =  cf ,  so  erhält  man  die  Summe  der  Quadrate 
der  aufeinander  folgenden  ganzen  Zahlen. 

Setzt  man  a=0  und  d=»2,  so  erhält  man  die  Summe  der  Qua- 
drate der  aufeinander  folgenden  durch  2  teilbaren  Zahlen. 

Setzt  man  a=l  und  d^2^  so  erhält  man  die  Summe  der  Qua- 
<inte  der  aufeinander  folgenden  ungeraden  Zahlen. 

Aufgabe  2.    Wie  gross  ist  die  Summe  der  ersten  x  Biquadrat- 
zaUen. 

Antwort    Gleichung  der  Summenreihe: 

x(x+l)(2x+l)(Sx^+3x'-'l) 

y 30 

Aufgabe  3.    Wie  gross  ist  die  Summe  der  5.  Potenzen  der  cr- 
sen  X  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe. 


Antwort    Gleichung  der  Summenreihe: 

^=L""T-J  K 3 ) 
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Aufgabe  4.    Wie   gross  ist  die  Summe  der  6.  Potenzen  d( 
ersten  x  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe. 

Antwort.    Gleichung  der  Summenreihe: 


y  = 


42 

Th.  Sinram. 


6. 

Vierter  Pytbagoräisehcr  Lehrsatx. 

Zu  der  Arbeit  „Neue  Ableitung  der  Pythagoräischeu  Lehrsätze 
im  61.  Teil  pag.  447.  erlaube  ich  mir  zu  dea  3  angeführten  Sätz( 
den  4.  dazu  gehörenden  Satz  hier  auzuschliesseu. 

{SADC:/\CDB  =  AB^iBC^ 
^ABCi^CDli  =  AC.ABiDC.BC,    folglich 
AB^iBC-  =  AC.  ABiDC.  BC    oder 
AB:BC-=-  ACiDC 

d.  h.  die  Höhe  des  rechtwinkligen  Dreiecks  ist  vierte  Proportiona 
zu  der  Hypotenuse  und  den  beiden  Katheten  desselben. 

Hamburg  Juni  1878.  Th.  Sinram. 


7. 
Eine  Rcihenent Wickelung. 

Mit  5m  sei  bezeichnet  die  Summe  der  Reihe 

Om         3m        Ah  «'>m-1         '\n-\  Im— l 

Setzt  mau  in  der  Binonüalreihe: 
[l  +  «>->      1 


a\ 


M'+("T>+(7>Her)-+(":>'+ 


«  «  0,  1,  2,  3,  4,  5,  ...,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 
l«-i  =.  1 

^'-M'+("T')+cn+("r)+C7')+- 1 
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?-U'+CT'>+Ci'>'+C;>+C7>+- • } 


» 


and  durch  Addition: 

^  - 1+^+(7>+(7')^+(7>3+(7>.+...  (I) 

WeU 

so  erhält  man  durch  Substitution  in  der  Formel  (I),  w  =  1,  2,  3,  4, 

S^  ==  1-|-5^  +  3Si  +  3ä^  +  53  =  15c 

S-o  =  1  +  ^+451 4-65,+4Ä,+54  =-  52« 

S,«  1+5^  +  55^  +  105^  +  1053+554  +  55  =  203« 

Setzt  man  jetzt  die  auf  diese  Weise  recurrirend  bestimmten  Coeffi- 
rienten  1,  2,  5,  15,  52,  203,  ...  als  bekannt  voraus,  so  lässt  sich 
Anwendung  machen  auf  folgende  Aufgabe. 

Man  soll  «**  nach  Potenzen  von  x  entwickeln. 
Setzt  man  in  der  Exponentialreihe 

c»  =»  1  +  X  +  ^-g  +  ^-2^3  +  ^  2  3  ^ -h . . . 
an  die  Stelle  von  x  den  Wert  e*,  so  erhält  man: 

e**  =  l  +  c*+— +^-— + -^-3^  + . . . 

Weil 
1«! 

X  X  X 

«'  =  l  +  «  +  j[;2+r2  3+iL2;3l"*''   • 


\ 
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1.2     '  1.2  "f"  1.2  "*"  (1.2)«  +  (1.2)2.3  +  (1.2)^:3.4  +  '  *  * 

i.2.3      1.2.3 "*"  1.2.3  +  (1.2)2.3  +  (1.2.3)2  +  (l."2.3)2.4  +  '  * ' 

•  •  . 

•  •  . 

•  •  • 

so  erhält  man  durch  Addition: 

+  [1  +  2.*+--+-+      1-^  + 
^[^^2!^3!^4M  •••Jl.2.3.4^"" 


z« 


+  203«  .  1  2.3.4.5.6  "*"   •  ' 
oder 


Kutno,  den  19.  December  1877. 


G.  Dobiitski, 

Techniker  der  Warschau  Brombergcr 
Eisenhahn. 


8. 

Beitrag  nur  Theorie  der  Capillaritftt. 

Geht  man  von  der  Annahme  aus,  dass  nicht  die  Oberflächen- 
spannung, sondern  die  Anziehung  des  Glases  das  Wasser  in  einem 
Haarröhrchen  hebt,  —  wie  das  etwa  geschehen  könnte,  werde  ich 
versuchen,  an  einer  andern  Stelle  darzulegen,  —  so  ergeben  sich 
merkwürdigerweise  einige  der  Fundamentalsätze  ans  der  Lehre  von 
der  Capillarität  auf  die  aller  elementarste  Art. 

I.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  r  den  Radius  des  Querschnittes 
eines  Haarröhrchens,  so  ist  der  Umfang  dieses  Querschnittes  gleich 

2 

2rn\  dieser  selbst  gleich  r^n\  folglich  ihr  Yerhältniss  gleich  -.    Das- 

■  r 

selbe  wird  offenbar  um  so  grösser,  je  mehr  r  abnimmt.  Am  Umfange 
wirkte  nnn  —  unserer  Annahme  gemäss  —  die  Anziehung  zwischen 
Glas  und  Wasser;  auf  die  von  ihm  umschlossene  Fläche  wirkt  die 
Schwere-,  beide  im  geraden  Verhältnisse  zur  Grösse  des  Umfanges, 


Misctilen,  \\\ 

resp.  des  Querschnittes.     Demnach  werden  sich  die  beiden  Kräfte 

2 
lie  der  Umfang  zum  Querschnitt  verhalten,  d   h.  wie  -•     Da  dieses 

VerhältDiss  mit  der  Abnahme  von  r  wächst,  so  muss  die  Anziehung 
dos  Glases  zum  Wasser  in  dem  Maasse  über  die  Schwere  das  Ueber- 
gewicht  gewinnen,  in  welchem  der  Radius  schwindet.  Die  grössere 
Anziehung  zeigt  sich  aber  an  der  grösseren  Steighöhe.  Daraus  folgt, 
dass  in  zwei  Haarröhrchen  die  Steighöhen  sich  umgekehrt 
Terbalten  mQssen  wie  die  Radien;  in  Zeichen 

oder 

hr  =  h'r, 

II.  Seien  AD  und  A'B*  zwei  in  Wasser  so  eingetauchte  Platten, 
dass  sie  einen  rechteckigen  Raum  umschliessen ;  sei  femer  a  ihre 
Lange;  2r  ihr  Abstand.  Das  Verhältniss  der  Berühruugslinie  zu  der 
Ton  ihr  eingerahmten  Fläche  ist 

2a  _  1 
2ar       r 

Bei  einem  Haarröhrchen  mit  dem  Durchmesser  2r  ist  dieses  Verhält- 

2 

wss  gleich   - .    Wie  wir  nun  oben  gesehen  haben,  verhalten  sich  dio 

T 

Steighöhen  wie  diese  Verhältnisszahlen.  Es  ergiebt  sich  daraus, 
^Ass  in  einem  Haarröhrchen  die  Steighöhe  doppelt  so 
Grossist  als  zwischen  zwei  parallelen  Platten,  deren 
Entfernung  gleich  dem  Durchmesser  jenes  Röhrchens  ist. 

in.  Unter  der  eingangs  aufgestellten  Voraussetzung  gelange  ich 
*nf  dem  unten  verzeichneten  Wege  zu  dem  Schlüsse ,  dass  in  dem 
dreieckigen  Räume,  der  von  drei  massiven  drehrunden  Glasstäbchen 
gebildet  wird,  das  Wasser  fast  zehnmal  so  hoch  steigen  mQsso  als  in 
einem  Haarröhrchen,  dessen  Durchmesser  gleich  dem  Durchmesser 
der  Stäbchen  ist 

Seien  die  um  /),  E^  F  beschriebenen  Kreise  die  Querschnitte  der 

drei  gleich  starken  Glasstübchcu.    Verbindet  mau  deren  Centren  und 

Ber&hmngspunkte   durch    gerade   Linien,   so    entsteht  dio    folgende 

^igm.    Alle  vorkommenden  Dreiecke  sind  gleichseitige;  ihre  Seiten 

gleich  r  (resp.  2r).    Der  Flächeninhalt  eines  der  kleinern  Dreiecke  ist 

Der  Kreisausschnitt 

AHCE  =  -^-  ; 
folglich  der  Kreisabschnitt 


AHCG 
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Die  Sammo  der  drei  Kreisabschoittc 

r2(2«  — 3V3) 
AHCG+AKB  +  BJC^  — T" 

Zieht  man  diesen  Ausdruck  von  dem  für  den  Inhalt  des  Dreiec 
ABC  ab,  so  bleibt  für  die  von  den  drei  Kreisbögen  H^  J,  K  begrcDi 
Fläche 

Fläche  (HJK)  =  -—"2 -' 

Ihr  Umfang  ist  gleich  rit.  ( 

Teilt  man  (II)  durch  (I),  so  erhält  man  für  das  Verhältniss  des  U: 

fangcs  zur  Fläche  oder  —  nach  der  Voraussetzung  —  für  das  V( 

hältniss  der  Anziehung  des  Glases  zum  Gewicht  des  gehobenen  W( 

27r 

sers  den  Wert    ,»  /» ,•     (Wir   ersehen  hieraus,   dass   auch 

r(2  y  3  —  «) 

diesem  Falle,  wo  das  Wasser  in  solchen  dreieckigen  Bäumen  aufsteij 

die  Steighöhen  im  umgekehrten  Verhältnisse  wie  die  Radien  der  GU 

Stäbchen  zu  einander  stehen.) 

Der  Vergleich  der  Steighöhe  in  einer  Röhre  von  dem  Radius 

mit  der  Steighöhe  in  einem  derartigen  dreieckigen  Räume,  welch 

von  Stäbchen  von  dem  nämlichen '  Radius  gebildet  wird,  führt  zu  d 

Proportion 

.   .,       2  27g 

oder 

TT 

2y  3 —  n 
d.  h.  es  ist  die  Steighöhe  h'  in  dem  A  Räume 

wenn  h  die  Steighöhe  in  dem  Röhrchen  bezeichnet. 

Zu  diesem  Endresultate  sind  wir  gelangt,  indem  wir  von  d 
Voraussetzung  ausgingen:  Das  Aufsteigen  der  Flüssigkeit  in  llaa 
röhren  erfolgt  einzig  durch  eine  Anziehung  zwischen  Wandung  ui 
Flüssigkeit  und  nicht  durch  Oberflächenspanuung.  Sollte  ein  Versu 
das  gleiche  Ergebniss  liefern,  so  würde  damit  die  Wahrschciiiiichk< 
unserer  Annahme  erhöht  werden. 

Für  den  Fall,  dass  sich  diese  unsere  Vermutung  —  in  Bezi 
auf  die  alleinige  Wirksamkeit  der  Anziehung  zwischen  Glas  u] 
Wasser  —  bestätigen  sollte,  hätte  diese  Theorie  vor  der  bisher  b 
stehenden  den  Vorteil  der  Einfachheit  voraus,  wie  besonders  das  B« 
spiel  in.  zeigt.  Denn  um  das  entsprechende  Resultat  zu  erhalte 
dem  man  die  Oberflächenspannung  als  das  hebende  Agens  zu  Gnin< 
legte,  würde  eine  verhältnissmässig  weit  umständlichere  und  'schwiei 
gere  Rechnung  erforderlich  sein.  A.  Reinhold. 


vn. 

NouvcUe  D6termination  analytiquo 

dos 

Foyers  et  Directrices 

dana  les  sections  coniques  represontoes  par  leurs  equations  generales ; 

precodco  des 

Expressions  g6n6ralüs  des  divers  616ments, 

que  Van  distingue  dana  los  courbes  du  socond  degre; 

et  suivio  de  la 

Dtternnnation  des  coniques  ä  centro 

par  lear  centre  et  Ics  extromitos  de  deux  domi-diametres 

coDJugues. 

Par 

Georges  Dostor, 

Doctenr  bs  scienccs, 
Frofcssear  k  rUniversito  cntholiquc  de  Paris. 


Objet  du  Memoire. 

Kons  nous  proposons,  dans  cette  etude,  d'exposcr  uno  m6thode 
aisee  et  rapide,  aa  moyeu  de  laquelle  on  peut  d^terminer,  par 
l'analyse,  les  foyers  et  les  directrices  des  courbes  du 
Becond  degr^. 

Cette  m^thode  fouruit  les  öquatious  aur  foyers  sous  leur 
forme  la  plus  generale.  Elle  fait  Yoir  de  suite  que  ces  foyers,  d'uue 
part,  se  trouveut  sur  les  axes  de  la  conique,  et  que,  d*autre  part,  ils 
tppartiennent  k  deux  bypcrbolcs  equilat^res,  dont  eile  foumit  les 
6qiiationB. 

Nous  en  tirons  facilement  l'equation  aux  abscisses  des  foyers,  celle 
fix  ordonn^es,  ainsi  que  l'equatiou  aux  directrices. 

Les  6quations  aux  foyers,  simples  dans  leur  forme  et  avanta- 
geoses  dans  les  applications ,  peuvcnt  aussi  se  trouver  par  un  autre 
procede. 

luiLxm.  s 
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Si  Ton  consid^re  le  foyer  cherch6,  x=a^  y^ßt  comme  le  centre 
d'au  cercle  de  rayon  nal,  qai  est  doublcmciit  tangont  ä  la  coniqne 
/(*?  y? «)  =*  ö,  il  suffira  d'exprimer  que  T^quation 

4/(cf,  ß,  y)f{x,  y,  z)  -  (x/'a+y/V+;f/'y)«  =  0 

des  tangentes,  men^es  du  point  (er,/?,/)  ä  notrc  couiquc,  rcpr^scnto 
un  cercle  de  rayon  nul. 

Mais  CO  proc^dd  est  long  et  compliqnd;  il  repose  sur  l'^quation 
pr^cedente  des  tangentes  issues  d'un  memo  point,  dont  le  d^veloppe- 
ment  est  assez  laborieux  et  la  r^duction  passablement  epineasc.  On 
peut  consalter  ä  ce  sujct  la  Geometrie  analytiqno  de  li«Pain- 
Tln,  k  la  page  465  de  la  partie,  qni  concerne  les  Conrbes  du  sc- 
cond  degrö. 

Notre  m^tbodo  (n®  92  et  suivants),  au  contraire,  est  simple  et 
directe;  eile  n'cxigo  presque  pas  de  calculs,  et  no  supposo  connues 
que  les  conditions  de  rationnabilite  de  la  racine  carr^e  d'un  polygone 
du  second  degr6,  h  deux  ou  h  uno  variable.  L'^tablissement  de  ces 
conditions  est  du  ressort  de  Talg^bre  elementaire;  il  se  fait  aussi, 
avec  facilitc,  au  moyen  de  la  tbeorio  des  centres,  en  G6om6trie  ana- 
lytique  (n<>  86). 

Avant  d'aborder  la  Determination  analytique  des  foyers 
(n^  92  k  n®  120),  nous  avons  cru  n^cessaire  de  calculer  les  expres- 
sions  de  tous  les  Clements  que  Ton  distingue  dans  les  courbes  du 
second  degr6,  lesquelles  sont  rcpresontees  par  leurs  4quations  les 
plus  gendrales.  Nous  obtenons  ces  expressions  par  des  proc6des  fort 
ais^s,  faciles  ä  saisir  et  simples  k  appliqucr,  d'un  usage  Elementaire 
qui  se  trouve  ä  la  portee  des  commengants.  Ce  calcul  est  jnstifie 
par  TutilitE  qu'offre  la  connaissance  de  ces  expressions,  tout  form^es, 
dans  r^tude  des  coniques,  qui  sont  reprEsentEcs  par  des  Equations 
num^riques,  ainsi  que  par  Tavantage  que  trouve  leur  frequent  emploi 
dans  les  recherches  sur  les  courbes  du  second  degrE. 

Les  m§mes  expressions,  calculees  d'avance,  nous  seront  ueces- 
saires,  en  partie  du  moins,  dans  la  determination  directe  des  foyers 
et  des  directrices;  elles  nous  serviront  en  m^rae  temps  de  con- 
tröle  pour  les  resultats  fournis  par  cette  determination. 

Nous  les  avons  etablies  pour  le  cas  oü  les  axes  sont  rectangu- 
laires,  ainsi  que  pour  celui  oü  les  coordonn6es  sont  obliques. 

Nous  terminons  ce  travail  par  la  recberche  des  Equations,  qni 
repr^sentent  les  coniques,  dont  deux  demi-diam^tres  conjaguEs,  issus 
d'une  origine  connue,  aboutissent  k  deux  points   donn^s.     Neos  j 
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pnisons  nne  nouvclle  methodc  propre  ä  faire  trouver  les  expressions 
g^Dcrales  des  poiuts  et  droites  remarqiiablcs,  quo  Ton  rencontre  dans 
les  coarbcs  da  second  degre. 

II  n'cst  peut-etre  pas  sans  utilite  de  presenter  au  lecteur ,  pour 
legnider  dans  Tetude,  une  table  resumöo  de  la  nature  et  de  Tordre 
des  matieres  que  nous  traitons  dans  cct  6crit;  il  se  fera  ainsi  nne 
idec  plas  nette  et  plus  complete  de  rimportauce  relative  des  ques- 
tions  que  neos  souniettous  ä  son  appreciatiou. 

Lc  texte  courant  se  rapporte  ä  des  axes  rectangalaires.  La  par- 
tie,  affecteo  d'nu  ast^risque  *,  est  relative  aux  coordonn^es  obliques; 
eile  pcut  etre  negligec  ä  une  premicre  lecture. 
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Premifere  Partie. 

Expreflsions  gren^rales  des  dirers  ^l^ments, 
qne  Ton  dtetin^ne  dans  les  courbes  da  second  degrr^* 

1 1.  Equations  genörales  des  axes  dans  les  courbes  du  seoond  degrö. 

1.   Equation  anx  axes  des  coniques  en  gr^n^ral.    Lo  proc^de, 
.qu  est  habituellemcut  cmployö  ponr  calcul   de  reqaation  aux  axos, 
est  asscz  simple  et  d'un  usage  commode.    Nous  allons  l'cxposer,  cn 
mpposant  d*abord  les  coordonn^es  rectangalaires. 

Dans  les  conrbes  du  second  degrd,   qui  sont  repr^sent^es  par 
fdqaatioQ  g^n^rale 

(1)  F(x,y)  =  Ax^+2Bxy\'Cy^+2Dx'\'2Ey+F=  0, 

reqoatioQ  du  diam^tre,  conjugu^  ä  la  direction 

y  =  mx^ 

Az-\'By  +  D-\'m(Bx+Cy'\'E)=0, 

Lecoeffident  angnlaire  m'  de  ce  diam^tre  est  par  saite 

,  A'\-Bm 

"^ B+Cii,' 

Le  diamdtre  (2)  sera  an  axe  de  la  courbe  (1),  si  Ton  a 

wm'+ 1  =  0, 
0« 

m(A  -\-  Bm) 


B'\'Cm 
Ott  en  tire  la  relation 


+  1  =  0. 


(3)  Jöm2-f  U— C)m— ^  ^  0, 

i  bqnelle  devra  satisfaire  le  coefficient  angnlaire  m  des  cordes  con- 
/Bgo^es  aa  diam^tre  (2) ,  ponr  quo  ce  diametre  seit  un  axe  de  la 
oomque  (1). 
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Eliminant  m  cntre  les  dcux  ^quations  (2)  et  (3),  on  obtient 

(I)  BF%'^{Ä^c)r^F'y'^BF'\  =  0 

pour  r^quatiou  aux  axes  de  la  conique  (1), 

Par  rinspection  de  cette  equation,  on  voit  que,  si  -B  =  0,  les 
denx  axes  de  la  conique  (1)  sont,  pour  des  coordonn^es  rectanga- 
laires 

Ces  axes  sont  donc  les  paralleles  aux  axes  de  coordonn^es,  me- 

n6es  par  la  point 

D  E 

Si  nous  resolvons  T^quation  (I)  par  rapport  ä  t'xi  noas  ob- 
tiendrons 

(II)  Z'  X  = 2B * 

pour  les  4quations  separ^es  des  deux  axes. 

En  r^solvant  la  m^me  Equation  (I)  par  rapport  ä  JP'y,  on  trouTera 

pour  les  memes  ^quatiöns. 

Si  nous  posous,  pour  abreger, 

les  6quations  des  axes  pourront  s'ecrire 

2BF'x  «  {A  —  C±R)F'y     ou    2DF'y  =  (C— ^1±Ä)FV 

Dans  les  ^quations  (II)  et  (III),  les  signes  sup^rieurs,  qui  af- 
fectent  les  radicaux,  se  corrcspondent,  ainsi  quo  les  signes  införieors. 

2.    Exemple  I.    Trouver  les   equations  dos  axes  de  la 

conique 

5««+ 4a:i^ + 2y2 — 5a:  —  2y — 19  =  0. 
Nous  avoDs 

A  =  b,    i^  =  2,    C  =  2, 
d'oü  nous  tirous 


et  commc 
nous  trouvons 
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00 

2ä  — 4y-l  =  0,     2a:+y--i;=  0 

pour  les  ^quations  des  dcux  axes. 

Exemple  II«    D^tcrminer  les  axes  de  la  coniqao 

3x2+12ari^  — 2y^— 4a:+2y— 1  =  0. 
Puisquc 

^  =  3,    J5==6,     C  =  —  2 
il  vient  

et,  commc 

F'x  =  2(3a:+6i^--2),    F'^  «  2(6a;-  2y+l), 

ooas  aurons,  ponr  les  deux  axes,  les  ^quations 

12a?~18y+7  =  0,    21a?  +  14y  —  4  =  0. 

*  3.     Lorsque   los  axes  de  coordonnöes  sont  obliques, 
le  diam^tre  (2)  scra  perpcndiculaire  ä  la  dircction  des  cordes  con- 

juga^es,  si  Ton  a 

1 4-»*^'*'+ {»»+»»')  cos  ö  =  0, 

OQ 

14-  wtcosQ 
"^'^-^  m+cosö* 

Uequation,  qui  donne  les  coefficients  angulaires  des  axes,  sera  donc 

1  4-wicosö  __  A-\-Bm 

m-f-C0s6    "^  B-^-Cm 

oa  encore 

B-\-em  A  +  Bm 

m-|-COSÖ  '^  14-»*C0SÖ* 

F'x 
Si  Ton  remplacc  m  par  sa  valeur  — -=r  tir^e  de  (2),  on  obtien- 

dra,  poor  r^quation  aax  axes,  dans  le  cas  de  coordonndes 

obliques, 

BF'y—CF'x  AF'y^BF'x 

—  JP'a^+cos  BF'y  ""  F'y  —  cos  ÖF V 
oa  bien 

{J\)    (Ä— Ccosö)F'»x— (^  — C)F^JF"j^— (B— ^cosd)F'«y  =-  0. 

Resolvant  cctte  6quation  sucecssivement  par  rapport  ä.  JP'x  et  ä 
F'^  on  obtiendra,  pour  les  öquations  distiuctcs  des  deux  axes 

^^     w        ^— C±yu~C)»+4(B— ^cosÖ)(B— CcosÖ)^, 
^^     ^'~  2{J5-Cco8Ö)  ^'^ 
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oa 

^^^^    ^^ 2(J5-^co8Ö) ^ 

n  n'est  pas  inutilo  de  signalcr  rideotit^ 

(Vn)  M — C)2  4-  4(/^ — ^  cos  Ö)  (B  -  Cco8  6) 

«  4(2?«  —  ^6') sin^ö +(A—2B cos Ö+  C)», 

qai,  pour  des  coordonn^es  rectaugolaircs,  so  r^duit  ä 

(VIII)  4/?2+(^~  C)2  =  4(i?«— ^C)+(^+C)» 

On  peut  poser 

y(^— C)«+4(J^  — ^C08Ö)(J5  — CcosO)  =  Ä'; 

rdquation  des  axes  sera  alors 

2(j^  — Ccosö)F'x  =  (^— C±i?')^V 
ou 

'2(B—Aco^e)F'y  =  (C— ^±Ä')i^V 

*  4.    Exemple  I.    Calculcr  les  ^quations  des  axes  p 

la  courbe 

X«— 3a;y+3^2-5ar  +  5y+3  =  0. 
Nous  avons 

ce  qui  rMuit  lo  radical  do  (Y)  ä 

3+2C0SÖ, 

et,  parsoite,  le  facteur  de  F'y  ä  ±1.    Puisque 

F'x«2a;-3y— 5,    F'^  =  —  ac+2y+5, 

les  äquations  des  deux  axes  seront 

2a:  — 3y  — 5  =  ±(— 3a;  +  2y4-5) 
Ott 

X — y — 2  =  0,     a;+y  =  0; 

elles  sout  ind^pendantes  de  l'angle  des  axes. 

Exemple  IL    Ddterminer  les  axes  de  la  coniqne 
10x2+6a;y+5y2  — 2&c+8y  — 10  =  0, 
sachant  qae  cosd  =»  ^. 
Paisque 

jB— CcosÖ  =  0,    -4— C  =  5,    jB— -4C08Ö«  — 3, 
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r^nation  aox  axes  (IV)  se  r^duit  ä 

ce  qoi  fonrnit,  ponr  les  deux  axcs,  les  ^quations 

oa 

3a;+5y--14«0,    a;--2  =  0. 

5.  Eqaation  g^n^rale  des  coniques  ä  eentre.  L'^quation  aax 
lies  affecte  une  forme  beaacoup  plus  simple  et  se  d^termine  plus 
npidement,  lorsque  la  conique  est  donn^e  d'un  eentre  unique  et 
qn'elle  se  trouve  rapport6o  ä  cg  eentre,  comme  origine  des  coor- 

donnees. 

Sopposons  que,  dans  l'^quation  (1),  rinvariant -ß*  — -4(7  seit  dif- 
förent  de  z6ro.  Cette  ^quation  representera  une  conique  ä  eentre, 
et  les  coordonnees  a  et  6  du  eentre  seront  foumies  par  le  Systeme 
dos  denx  ^qnations  linöaires 

\  iF'y  =  Ba+Cb-i-E  =  0, 

qni  doDnent 

CD'-BE  AB —BD 

ponr  les  coordonnees  du  eentre. 

Si  Ton  rapporte  la  courbe  (1)  k  son  eentre,  son  6quation  se 
rednira  ä 

(5)  f(x,y)  =  ^x2  +  2J5ary  +  Cy«+if  «  0, 

oh  Ton  a 

Ott  bien 

(6)  Da-\-Eb  +  F—H^O, 

On  pent  donner  ä  Texpression  de  Hüne  forme  indöpendanto  des 
coordonnees  a  et  5  du  eentre. 

£u  cffet  les  trois  ^quations  (4)  et  (6)  sont  du  premier  degr6  par 

npport  aux  deux  coordonnöes  a  et  &  du  eentre;  elles  sont  n^cessai- 

rement  compatibles;  par  suite,  11  faut  et  il  suffit  que  leur  determinant 

soitnoL    On  obtient  ainsi,  entre  H  et  les  coefficients  de  T^quation 

(5),  la  relation 

AB        D 

B    C        E       =0, 

D    E    F'-H 
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qui  peut  8'6crire 


et  donne 


A  B 
B  C 
D    E 


H 


D 

A 

B      0 

E 

— 

B     C      0 

F 

DER 

A    . 
B     1 

ö 

C 

= 

=■. 

A    B    D 
B     C     E 
D    E    F 

=  0, 


Le  second  membrc  de  cette  6galit6  n'est  autro  que  le  discri 
nant  de  T^quation  du  secoDd  degr6  (1)  rendue  homogene.    En 
signant  ce  discrimiuant,   saivant  Tusage,  par  ^,  on  trouve,  poui 
valeur  de  H,  Fexpression 


(X) 


zr  =  — 


B^  —  AC 


AE^'\-CD^'\-FB^—2BDE—ACF 
B^—AC 


6.  Equation  g^n^rale  des  coniques  ä  eentre,  qai  ont  leur  eei 
a«  point  X  ^  Qj  y  =^  b.    Nous  avoos,  entre  a  et  *,  le  deux  relati 

2Aa'\-2Bb-\-2D  =^  0, 
2Ba-{'2Cb  +  2E^0, 

qui,  Stallt  multipli^es  respectivement  par  x  et  y^  puis  ajoutees,  doui 

2{Ax-\-By)a'\-2iBx+  Cy)b'+-2Dx+2Ey  =  0. 

Mais  r^quation  (1)  de  la  couiquo  peut  sc  mettre  sous  la  foi 

{Ax'i'By)x+(Bx+Cy)y-\-2Dx+2Ey'\-F=-  0. 

En  retranchant  Tegalit^  pr^c^dente,  on  obtient 

(XI)  {Ax+By)(x^2a)  +  (Bx+Cy)(y-2b)  +  F^0 

pour  r^quation  g^n^rale  des  coniques,  qui  ont  leur  centre  au  pt 
(a,  b). 

Cette  Equation  ne  contient  plus  que  trois  param^tres  arbitrai 

AB  C 

jp*    p    ^^    p 

7.  Forme  plus  simple  de  T^quation  aux  axes,  lorsque 
eonique  est  rapport^e  ä  son  eentre.  Soient  x  et  y  les  coordonr 
d'nn  sommet  quelconque  de  la  eonique  (5),  qui  se  trouve  rappoi 
ä  son  centre. 

Le  coefficient  angulaire  de  Taxe,  qui  passe  par  ce  sommet 
y),  est 
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(7)  m^l, 
tasdisqne  celai  de  la  tangente  au  meme  sommet  est 

(8)  w'  =  -^'* 


Comme  anx  sommets  de  la  coorbc  (5),  et  ä  ces  sommets  seuls,  la 
tangente  est  perpendicolaire  au  diam^tre,  qai  aboatit  au  point  de 
contact,  les  coefficients  angniaires  m  et  m'  devront  satisfaire  ä  l'^ga- 
lite  de  condition 

l-j-W7/»'=0, 

qni  existe  pour  deuz  droites  perpendiculaires  entre  elles,  lorsque  les 
axes  de  coordonn^es  sont  rectangulaires. 

On  trouve  ainsi  que  les  deux   coefücients  augulaires  (7)  et  (8) 
8ont  1168  entre  eox  par  l'^galit^ 


X  — 

< 

'f',^ 

qni  fournit  l'^quation 

aux 

axes 

(Xli) 

X 

y 

Ainsi,  Pour  des  coordonndes  rectangulaires,  lorsque 
Torigine  est  an  centre  de  la  conique,  les  coordonnees  de 
toat  sommet  sont  proportionnelles  aux  d^riv^es  du  Pre- 
mier membre  de  l'^quatiou  de  la  conique,  prises  respec- 
tivement  par  rapport  ä  ces  coordonnees. 

Puisqn'  on  a 

/'x  =  2(Ax'^By),    f\  «  %Bx^Cy\ 

r^qnation  (XII)  revient  ä 

\         '  x  y 

On  cn  conclut  que 

{Bx  +  Cy)x  —  {Ax+By)y  «  0, 

OVL 

(XIV)  Bx^—  U—  C)xy-'By^  =  0 

est  r^quation  aux  axes  de  la  conique,  lorsque  la  courbe 
est  rapport^e  ä  son  centre. 

Cette  6quation  peut  so  tirer  de  l'^quation  (I),  qui  se  rapporte  ^ 
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uno  origino  quelconquo,  cn  y  rempla^ant  les  d^rivees  par  les  variables 
clles-memes. 

L'6quation  (XFV),  etaut  resolue  succcssivement  par  rapport  ä  x 
et  h  y^  fournit  les  6qaatious  scpar^es  des  deux  axcs,  qui  sont 

^^^^  y^  :iB  ^         2Ä        ' 

ou 


/vvT^            y        C-A±V^B^+(A--Cr       C-A±R 
(XVI)  -  = 2B  =^         2B~" 

Exemple.    Trouver  les  öquations  des  axes  de  Tellipse 

2a;2  — 2a-i/+2/2  — 1  =-0. 

£u  ayant  recours  ä  la  formulc  (XVI),  on  trouve  qao  ces  öqnations 

sont 

1  +  V5 

*  8.    Si  les   axes   des  coordonn^es  sont  obliques,   les 
coefißeient«  augulaires 

y       f       fx 

m  =  -»     m  = — -IT- 
^  /ff 

de  Taxe  de  la  coniqüo  (5),  qui  aboutit  au  sommet  (x,  y),   et  de  la 

tangente  h  ce  sommet  devront  satisfaire  }\  la  condition  de  perpen- 

dicularit^ 

1  +  mm'-\-  {m  +  in')  COS  ö  =  0, 

qui  peut  so  mettre  sous  la  forme 

—  m!  1 


1+wiCOSÖ       m-f-cosö 

Rempla^ant  wi'  et  m  par  les  valeurs  ci-dessus,   on  trouve  quo 
r6quation  aux  axes  sera,  daus  ce  cas, 

(XVII)  •  -^ " 


x-\-yco^Q       y+^cosö 
Si  Ton  substitue  ä/'x  ct/'^  Icurs  expressions 

2{Ax  +  ny)     et     2(Bx  +  Cy\ 

r^quation  pr6cedente  prendra  la  forme 

,^VnH  Ax+B,j_  _   Bx-\-Cy 

(ÄViii;  «4-yc08e~y+a;cose' 


des  foyers  et  des  directrices  dans  les  aections  coniqves.  125 

et  poorra  s'torire 

(XIX)      (B—  A  cos  e)x^  —  (A—  C)xy— (i?— Ccos  %«  =  0. 

n  est  ä  remarquer  quc  les  quantit6s 

a;+yC08Ö,    y+a;cosö 

80Dt  les  projections  orthogonales  du  demi-axe,  qai  abontit  au  sommet 
(z,  jf),  sur  les  deux  axes  de  coordonndes.  L'equation  (XVII)  prouve 
donc  que 

Les  projoctions  orthogonales  d'un  axo  de  laconique, 
snrlcs  dcnx  axes  de  coordonn6es,  sont  proportionnelles 
am  d^riv6es  de  l'equation  de  la  courbo,  prises  respec- 
tivemcnt  par  rapport  aux  coordonn^es  de  l'une  des  ex- 
tr^mites  de  cet  axe. 

r^oation  (XIX),  6tant  r^solue  successivement  par  rapport  h,  x 
et  i  y,  donnc 

^^    y~  2(i?--^co8Ö)  ' 

(m 

^jjj    y       C'-A±V(A'-C)^+UB'-Acose)(B^CcoBe) 
^     ^   i^  2(2?— C cos ö)  " 

POQT  les  ^qnations  s^par^es  des  deux  axes. 

Exemple.    D^terminer  les  6quations  des  axes  de  l'hy- 

perbole 

B&chant  que  les  axes  de  coordonn^es  forment  entre  eux 
«n  angle  de  Q(fi. 

Kons  avons 

cosö  =  cos60^  =  i,    ^  =  C  =  1,    B  =  — }, 
ce  qoi  donne 

^— .^  =  0,    jB  — ^cosÖ  =  i?— CcosÖ«  — 2, 

d'oQ  jß'  =  4    L'equation  aux  axes  (XX)  deviendra  ainsi 

y 

ce  qui  foumit,  pour  les  deux  axe9,  les  ^quations  s^paräes 

*+y  ==  0,    x—y  =»  0. 
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9.  Autre  Methode,  pour  d^termlner  r^quation  anx  axes  des 
coniques  ä  centre.  Lc  proc^de,  que  dous  vcnons  d*einployer,  pour 
determincr  Ics  axcs  des  coniqaes  rapportees  ä  Icur  ccntrc,  pcut  aussi 
servir  k  trouvcr  les  axes  des  coniqaes  rapportees  ä  une  origine 
quelconque. 

Soient  x  Qi  y  les  coordonn^es  d'un  sommct  quelcouque  de  la 
conique  (1),  a  et  &  les  coordonn^es  du  centre  de  cette  conique. 

Lo  coefficient  angulaire  de  Taxe,  qui  passe  par  le  sommet  (x,  y), 
est 

y—h 

m  = * 

X — a 

tandisquo  celui  de  la  tangente  au  meme  sommet  est 

Si  les  coordonnees  sont  rectangulaires,  ces  coefficients  devront 
satisfairc  ä  la  condition  mm^-f-l  =  0,  ce  qui  fournit  requation  aux 
axes 

(9)  {y—h)F'^  —  (x-a)F'y=^0, 

On  peut  donner  ä,  cette  6quation  une  forme  ind^pendante  des 
coordonnees  a  et  &  du  centre.  En  eifct,  uous  avons  les  deux  syst^mes 
d'egalitös 

2^a+2Bft+2Z)  =  0,        2Ba'\-2Cb'\-2E  -=  0. 

Prenant  la  diflferenco  entre  les  ^galit^s,  qui  se  coiTCspondont  vcrti- 
calement,  nous  obtenons  le  Systeme  des  deux  equations 

2B(x  —  a)  +  2C(y  —  i)  =-  F'j,. 
On  en  tire,  pour  x — a  et  y — i,  les  valeurs 
n m  -  BF^^^CF;^  .  _  BF\^AF\ 

qui,   6tant  Substitutes  dans  l'^quation  (9),  la  transfomient  dans  la 

suivante 

BF'^x  —AF'xF'y  —  BF'\+  CF'^F'y  =  0, 
ou  dans 

BF'^x  —  (^  —  C)F'x  F'^--BF'%  =  0, 

qui  n'est  autre  que  l'öquation  (I)  du  n^  1. 

*  10.    Si  les  axes  de  coordonnees  sont  obliques,  les 
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coefficicnts  angnlaires  m  et  m'  devront  satisfaire  k  ]a  relation  de 
coüdiücn  l'{-mm'-\-{m-\-m!)co^B  =  0,  ce  qui  fournit  T^quation 

on 

(y — b)  (F't  —  cos  BF'y)  —  (ä  -  a)  (F'y  -  cos  BF'x)  «  0. 

Eb  sabstitaant  k  y—h  ti  x—a  leurs  valears  (10),  on  obtient  l'dqua- 
tioa  anx  axes 

(BFt-AF\)  (F'c  —  cos  Ö)F'y  —  {BF'y  —  CF'x)  {F\  —  COS  e)F\  —  0, 
qni  n'est  autre  que  r^qaation  (IV) 

(B  -  Ccos  e)F'h  —  (^  —  C)F*x  F'y  —  {B'-A  COS  e)F'\  =  0 

§  II.    Qrandeur  des  axes  dans  les  coniques  h  oentre. 

11.    Longraemr   des   axes   des   coniques  i^  eentre.     Admcttons 
d'abord  qae  les  axes  de  coordonn^es  soient  rectangulaires. 

Considerons  la  conique  (5)  du  n^  5,  ou 

(1)  fix,  y)  =  ^«  +  2Bxy+  Cy^+H=^  0, 

qu  86  trouYC  rapport^c  ä  son  eentre.  Si  o;  et  y  d^signent  les  coor- 
dom^  d*un  sommet  quelconqne  et  R  Ic  demi-axe,  qui  abontit  k  ce 
lOBunet,  nous  avons 

Nous  ayons  trouv6  au  n^  7  (formule  XIII),  que  x  e,t  y  sont  li^s 
^tre  eox  par  la  relation 

Ax+By       Bx+Cy 


X 


Hnltiplions  les  deux  termcs  de  la  premi^re  fraction  par  x^  ceux  de 
lAseconde  par  y,  et  ajoutons,  termo  k  terme,  les  deux  fractions  r6- 
soHants;  il  nous  viendra 

Ax  +  By  _  Bx+Q/  ^  Ax^+2Bxy+Cy^ 
X  y  x*-\-y^ 

H&is,  le  sommet  (or,  y)  appartenant  k  la  conique  (1),  lo  num^rateur 
de  la  troisi^mo  fraction  est  6gal  k  — H\  d'ailleurs  son  d^nominateur 
est  ^  4  /^.    Nous  avons  donc  los  deux  6quations 

Ax+By       Bx-^Cy H_ 

X         ""         V         "~       Ä»' 
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qui  nous  fouruissent  Ics  dcux  relations  fondamentalos 


{ 


BR^x+{CR^'{-H)7j  =  0 


cntrc  Ics  coordonnöcs  x  et  ^  d'an  sommet  et  le  demi-axe 
/2,  qui  aboutit  ä  cc  sommet. 

Ccs  deux  öquations  sont  du  premier  dcgrc  on  x  et  y;  elles  sont 
d'aillcurs  homogenes.  Puisqu'cllcs  sont  compatibles,  leur  d^termiQant 
est  nul;  ce  qui  fournit  Tegalilö 


BR^         CR^+  H 


=  {AR^-\-H)  (C722+  H)  —  B^R^  =  0. 


Nous  obtenous  ainsi  requation  des  axes 

(II)  {B^—AC)R^  —  (A+C)HR^'-H^  =  0, 
d'oü  nous  tirons  les  carres 

(III)  R  -=^- W^~ÄC 

des  demi-axes  de  uotre  couique  (1). 

12.    Sigrues  qui  sc  eorrespoudent  daus  les  cxprcsNions  de  -  et  jß'. 

sc 

Chaeune  des  dcux  ^quations  (I)  represente  Taxe  qui  contient  R\  on 
pourrait  remplacer,  dans  l'uno  ou  Tautrc  de  ces  equations,  R^  par 
ses  valeurs  (III),  pour  avoir  les  equations  des  deux  axes  de  la  co- 
nique  (1),  equations  que  nous  avons  deji\  trouvöes  au  n^  7. 

Nous  proposons  de  dctermiuer  Ic  signe  dont  11  faut  affccter  le 
radical  dans  (III)  pour  avoir  requation  (XV)  ou  requatiou  (XVI) 
du  Rö  7. 

D*abord  nous  pouvous  dctermiuer  le  coefficient  augulairc  -  de 

Taxe  qui  contient  /?,  eu  tirant  du  Systeme  des  deux  equations  (I)  ane 
nouvelle  Cquation,  dans  laqucllo  le  multiplicatcur  de  y  est  debarrasse 
du  facteur  -ß*. 

Pour  cela,  multiplions  la  prcmiere  des  öquations  (I)  par  C,  la 
seconde  par  B  et  retranchous  le  premier  produit  obtenu  du  second. 
Nous  trouvons  ainsi  l'equation 

(IV)  BFIy+iB^—  AC)R^x  —  CHX  «=  0. 
Ou  aurait  de  memo 

(V)  BHx+  (B^  —  AC)R^y—AHy  =»  0. 
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Cela  £ut,  l'^quation  (lY)  ci-dessüs  nons  donne 

x'^  BH  * 

mais  noQS  avous  anssi,  par  requation  (XVI)  du  n®  7, 

x^  2B 

Egalaot  ces  dcox  cxpressions,  on  obtient  T^quation 

- {B^—AC)R^+  CH _  C—A±VIb^+(A—C)^ 
BH  ""  2B 

oa 

qui  donnc  pour  R^  la  valeur 


Ä« 


2  ^*— 44C 


Ainsi,  dans  les  expressions  de  -  et  R^^  qui  correspon* 

dent  ä  un  meme  axc,  lo  radical  Viö^+C^— C)*  ou  Ä  doit 
toojours  etrc  pris  avcc  des  signes  contraires. 

13.   Exemple  I.    Les  carr^s  des  demi-axes  de  la  conique 

öx«+4ry+2y»  — 9  =  0 
sont 

__9   5  +  2±V4.2»+(5  — 2)^       9  7±5 

^^      2'  2»-5.2  ""2"    6     ' 

Ä'«  =  9,     Ä"2_J, 

Exenple  ü.   Calculer  la  longueur  des  axes  de  l'hyper- 
bole 

3a:«+12;ry— 23^»+294  «  0. 

Notts  avons  ici 
B^'-AC  =  42,    V4jö*+(^— C)*  =  13,    iJ  =  —  294. 

^  Garr^s  des  demi-axes  sont  ainsi 

„i       i  r,   1±13       7(1  ±13) 
^  Sorte  qae 
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*  14.  Grandear  des  axes  pour  des  eoordonn^es  oMiqucs«  Lcs 
coordonnöes  a;  et  y  du  sommct,  auqucl  aboutit  le  demi-axe  Ä,  sont 
li^es  cntrc  elles,  dans  ce  cas,  par  la  relation  (XVIII)  du  n'*  8,  qui  est 

Ax+Bi/  Bx'\-Ci/ 


fl5+yC08Ö       y-\-xc08  6 

Multiplions  les  deux  termes  du  premier  rapport  par  ar,  ecux  du 
second  par  y,  puis  ajoutons  terme  h  terme;  il  uous  vient 

j45  +  /?y   __^a;j4-CV         Ax^  +  2Bxy  +  Cy^  _      H 
a?+yCOSÖ       y+^COSÖ       ac*  +  y* +2x^0080  Ä* 

Nous  en  tirous  les  deux  equatlons 

(     {AR^+  //)x+  (7iÄ«+  /^cos%  =  0, 
\     (BR^+Hcose)x-\-{CR*-\-H)y  =  0, 

dont  le  d^terminant  est  forcement  nul. 

La  grandeur  des  denii-axes  est  donc  foumie  par  Tequation 

(^Ä*+  Ä^cos  Ö)«  —  (AR*  +  H)  (CR^+H)  =  0, 
qui  revieut  ä 

(VU)     (B*  — ^C)/?*— (-4  — 2Äcosd  +  C)//Ä*— //*sin«6  =  0, 
et  doune  (n^  3) 

(vni) 

,  __  Ä^  A  —  2Bcose+C±VUB—Aco3e)iB—Ccose)+(A'-C)* 
^  ""2"  B^--AC 

pour  les  carr^s  des  deux  demi-axes  de  la  conique. 

La  sommo  des  carres  des  inverses  des  demi-axes  est  ^gale  ä 

pour  des  coordonnees  obliques,  et 

A  +  C 
H 

pour  des  coordonuees  retangulaires. 

Exemplf.  Calculer,  pour  0  =  60^,  la  grandeur  des  axes 
de  l'hyperbole 

x*-ary+y*+3  =  0. 

Puisque  cos  9  »  i^  ü  vient 

-d— 2Bcosd+C=  5; 


dt*  JoytTt  et  da  dirMrlcts  dant  It»  lettii 

00  t  d'tillcars 

Ä—C=0,    if— ^cose=  B— 6'cc 
ce  qii  doone  31'  =  4;  et  comme 

OB  trODTe  quo 

<h  en  tire  Ics  valenrs 

5  '  5  * 

15.  Methode  da  eerelc  bitaii^eut,  ponr  le  calcul  de  la  ^ruD* 
trir  J«  lies.  Getto  m^thode  est  simple  et  äl^gantc;  ollo  ost  fr^- 
qoenmeiit  cmploy^c  et  märite  d'etre  signal^e. 

foBpons  la  coniquo  (l)  par  nu  cerclo  concentriquo 

(2)  a:'+j"  — Ää„o. 

L'equtioQ 

ob  1  est  ane  coDstantc  arbitraire,  represeotcra  toatcs  les  couiqucs, 
P  passent  par  les  poiots  d'interaectiou  des  deux  courbes  (1)  et  (2), 

Si  Dous  dispoEODs  de  rind^terminee  i.,  do  mani^re  i,  reudre 
FiqiiatJoii  (3)  homogene,  ce  qni  revicnt  k  poser 


''^utian 

(')  (-i+f,)i'+2B'J  +  (c+|)/  =  0, 

qni  en  reaultera  pour  (3),  repr^sentera  lo  systöme  des  deux  s^caDtcs 
»mnimiea  ans  deux  courbes  coucentriqucs  (1)  et  (2),  qui  passent 
ya  leor  centro  commuu. 

Ces  dem  s^cantes  (4)  sc  reduiront  ^videmmont  £t  une  seulc,  et, 
pt  saile,  le  cercle  (2)  sera  bitangent  h.  la  coniquo  (1),  ai  le  premier 
Wmbre  do  l'eqtiation  (4)  devicnt  uq  carre,  cn  d'antres  termes,  si 

i--(.i+ii)(<.-+J.)  =  0. 
Dam  ce  cas  la  s^nt«  double  senk  pcrpendicolaire  aox  tangentcs 
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men^es  par  ses  cxtr^mit^s.  Gelte  söcantc  double  scra  donc  an  axe 
de  la  conique  (1),  et  la  valeur  de  72,  foamie  par  reqnation  prdc^ 
dente,  exprimera  la  grandeur  de  la  moitie  de  cct  axe. 

Nous  retrouvons  ainsi  la  memo  ^quation 

qae  celle  (II),  qai  a  M  fournic  par  la  m^thode  da  n^  11. 

*  16.  Si  les  axes  de  coordoDD^es  sont  inclin^s  cntre  eax  d'un 
angle  6,  l'^quation  da  cerclc  concentrique  ä  la  coniqae  (1)  scra 

(5)  a;«+y«+2ary  COSÖ  — Ä»  «  0, 

et  les  courbes  du  sccond  degre,  qui  passcnt  par  les  points  d'inter- 
section  de  la  conique  (1)  et  du  cerclo  (5),  seront  repr^sent^es  par 
rdquation  g^n^rale 

En  rendant  cette  ^quation  homogene  par  la  valeur  iL  =»  ^» 
r^quation  r^sultanto 

reprdsentera  le  Systeme  des  deux  söcantcs  communes  k  la  conique  (1) 
et  au  cercle  (5),  qui  passcnt  par  leur  centre  commun. 

Ces  deux  söcautes  communes  se  reduiront  ä  un  axe  commun,  si 
le  Premier  membre  de  cetto  demiero  ^quation  est  un  carr6,  c'est-ä- 
dire,  si  Ton  a 

On  retrouve  ainsi  reqnation  (VII)  du  n^  14. 

§  III.    Sommets  des  coniques  i  centre. 

17.  Cftrr^  et  ReetsBi^le  des  coordoinöes  d^ua  soamiet  en  ra- 
lenr  du  demi-axe,  qui  aboatlt  ä  ee  sommet.  Soient  x  cty  les  coor- 
donn^es  du  sommet,  qui  termine  le  demi-axe  R,  Lorsque  les  axes 
de  coordonn^es  sont  rectangulaires,  ces  trois  quantit^s  ar,  yetR  sont 
li^CB  entro  olles  (n^  11)  par  les  relations 

l     BR^x  +  (CR^+H)i,^0, 
^^  \     BR^y+(AR^+H)x^O 

ainsi  que  par  T^galit«^ 

X«  +  y«  «  R9, 
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Les  relations  (1)  noos  donnent 

(2) 

y  AR^+H 

X  ~  BR^     ' 

Mais,  si  Ton  multiplic  les  relations  (1)  rcspectivement  par  x  et  y, 
et  qoc  Ton  ajoate  les  prodaits,  on  aura  attssi  T^galit^ 

BR^(x^-^f/)'\'l(A+  C)R^+2H2xy  =  0, 

d'oii  on  tire,  cn  se  rappelant  que  x^-\-y^  =  Ä*, 


(A  +  C)R^+2H' 
MnItiplioDS  par  ce  produit  chacun  des  rapports  (2);  il  noas  vient 

,_     (CR^'+-H)R^ 

^   ~  {A4-C)R^4-2n* 
(4)  .  K    -r  -r 

5j__      (AR^+H)R^ 
^   ""  (A  +  C)R^+2H' 

Lc8  cxprcssions  (4)  et  (3)  peuvent  so  simplifier. 

En  cffet,  si  nous  muUiplions  par  U  les  deux  termes  de  cbacune 
d'elles,  Ic  denominateur  commun  deviendra 

{A+C)HR^-^2HK 
Ibis  Tequation  (U)  des  axes  (n^  11)  fonrnit  la  valear 

(A+C)HR^-\-2H^  =  2(B^  —  AC)R^  —  {A+C)HR^ 

=  R\2{B^—AC)R^—(A+C)H'\', 
et,  si  nous  posons 

(I)  yjB^+M— C)»  -  m, 

reqoation  resolae  (III)  des  axes  (n^  11)  nous  donne 

2(i5» — AC)R'^ — M  +  C)H  =  ±  9t. 

Neos  troavons  ainsi  que  les  expressions  (4)  et  (3)  peuvent  se 
oettre  sous  la  forme  plus  simple 

CR^-^H 


x^ 


±9t 


W  <     y* «       .1,^    > 


xy 


±91 
—  BR^ 
±91* 
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18.    Coordonn^es  des  sommets«    L'^quation  r^solae  (III)  des  ax 
(n®  11)  noua  donno 

Si  nous  snbstituoDs  ccs  valeurs  dans  les  cxpressions  precödentes  (I 
colles-ci  dcviennent 

2  _         Ci7  H  2B^-\-C{C-'A) 

.      j,  ^^  ^ 21?»+^U— C) 

(III)     /    y   ^  2(5»— ^C)  ^  2(1?»  — ^C)  •  V4^«+  (^—  C)«' 

_  —BH^^  H  BiA-^C) 

^y  "*  o^wv 4/^\  X  ö, 


De  ces  trois  formales  on  tire  les  ^galit^s 

^aj-ry;         2(/>^  -^c)    -  2(b«— ^c)  "^  (ä«— ^C)»' 

r   —   \%       U  +  ^B-^C)H  HM  (A+C)BH 

^^      y)   '^     2(B^--AC)      ~2(//»-.4C)^(-B«  — ^C)«' 

qui  dounent  les  valeurs  de  x+y  et  de  x — y,  par  soite  Celles  d 
et  de  y, 

Dans  les  formules  (III),  les  signes  superieurs  se  correspond< 
ainsi  quo  les  signes  iuferieurs. 

19.  Eqnation  anx  abscisses  et  Equation  anx  ordonn^s  des  qua 
sommets«  Soieut  ±^x\  +y'  et  ±x",  ±y"  les  coordonn^es  des  qua 
sommets.    Pulsque  (u®  18) 

,,  Clf  H  2B^  +  C{C—A) 

'    ^  2(2?»  —  AC)  "^  2(2?»  —  :XC)  *  9t  • 

n^  ^         CH I^ 25»+C(C— ^) 

2(2^»  -  AC)       2(2?»  -  ^C)  *  «  ' 

nous  aurons  d*abord,  en  igoutant, 

CU 


r'»+x"»  = 


2?»  — -4C* 


puis,  en  multipliant, 


Lo  factenr  ontre  crochets  re^ient  k 
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ptr  suite,  il  vient 


nons  cn  coocluons  quc  x^  et  x''*  sont  les  deux  valeurs  que  T^quation 

B^H^ 

(IV)  (/i«  -  AC)x^  -  CHx^  -  4^,_^(^_^)a  =  0 

fournit  pour  x*. 

Getto  dqnation  donne  les  abscisses  des  quatre  sommets. 

Od  verrait  de  meme  que  les  ordonn^es  des  quatre  sommets 
s*obyennent  par  F^quation 

B^H^ 

(V)  (^2-  AOy^^AHy^^^^  ^  ^^_  ^^,  =  0. 

*  20.  Carrds  et  rcctanirle  des  coordonn^es  d'on  sommet  en  ra« 
ieir  ig  demi-axe,  qai  aboutit  ä  ce  sommet  (coordoDn6es  obliques). 
Les  relations  entre  jr,  y  et  -R  sont  ici  (n^  14) 

(AR^'\-H)x'{-(BR^+Hco^e)y  =-  0, 
(Ci?*4-/f)y  +  (Z^i?*+i/co8Ö)x  «  0, 

Qes  donnent 


CÄ«+  /f       Äi2«+  //COS  ö       Am  +  // 


{A  -  2ä  C0SÖ+ C)ä*+ 2//8in*ö     (^— 2jÖcos(H-C0^Ä«+2//28in«Ö* 

%  en  vertu  de  l'^quation  (VII)  du  n^  14,  nous  avons 

(^ — 2i?cos(9  +  C)Äß2 + 2/r2sm«ö 
=  2(^2— ^C)72*  — (-4— 2Bcosd+ C)/rR«; 

pv  cons^quent  la  derni^re  fraction  se  r^duit  k 

1 , 

2  (Ä* — ^C)  TF  —  {A—2B  cosö  +0 

ö«  ea  ayant  6gard  k  Tequation  r^solue  (VIII)  du  n^  14,  et  cn  posant 

(^  V4(B—  ^cosö)  {B  -  Ccosd)+(^  —  C)«  =  «', 

^wtre  fraction  devient  simplement 
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Nos  6galit6s  fournissent  ainsi  les  oxpressions 

,       CR*+H 


xy 


±SR' 

—  (Jgig»+Z/C08(9) 
±9t' 


^  21.     Coord^ttH^  des  sommets   (Axcs   obliques).     L'äqoat 
rtsoltto  (YIII)  des  axcs  (n^  14)  nous  donne 

H  ^  — 2Bcosö  +  ^±9t' 
^  ""  2  '  B'^—AC 

Substitttons  ces  valeurs  dans  Ics  expressions  pr^c^dentes  (VU);  e 
dovienncnt 

(VIÜ) 

CU  H  2B(  g—  Ocosö)4-Q[C— ^) 

^  ""  ^1(&^ÄC)  ^  21^5»— -40  '  y4(2?— ^C086)(Ä  -Cteos6)-H^— < 

^  ^4//  /f  2Ä(Ä-^cosÖ)+-l(^— C) 


^   ""  2(Ä*--^C')~2(/^'*---4C0'>4(Ä— -icosd)(-ö--Ocos6H-(^--< 

j-BH_   . ä;^  gU+C)-2^Ccosa 

''^  *"  ^B^^AO  ^  2iiJ»--iÖ  '  >  4(/^— -IcosÄ) (/^— Cco8e)+U— 

De  CCS  trob  fornmles  on  peut  tirer  les  valeurs  de  (x-^y) 
(jr— y)*>  el  par  sttUe  cdlos  de  x  et  jr- 

'^  :ä  E%«alUB  a«x  ab^is^c:;^  ies  ^aatre  s^MHiets  (axcs  g 
qies>.  Conune  d^4ess«s  (a*  19>,  oq  vena  par  la  premiere  des  ec 
tKvis  (VllIX  qie  1  oa  a 

CH 


sW^ 


B^-^AC^ 


Oü  es  t»Mdat  q«e 


4vi»'-^xvs#;  vÄ— Cltai#)-h(-4— C)* 
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fonnut  les  abscisses  des  qnatre  sommets  de  ]a  coniqao,  dans  le  cas 
oü  les  axes  de  coordonn^es  comprcnnent  entre  cox  an  angle  6. 

On  tronverait  de  meme  que 

est  reqnation  aux  ordonn^es  des  qnatre  sommets  dans  le  cas  d'axes 

obliques. 


§  IV.    Foyers  des  ooniques  d  oentre. 

23.  Carr^  de  la  demi-distanee  focale.  Les  coniqnes  k  centre 
oot  dem  syst^mes  de^'äoubles  foyers:  deux  foycrs  r6els,  qui  sont 
nta^s  8ar  le  grand  axe  on  Taxe  transverse  de  la  conrbo,  snivant  qne 
ceUe-d  est  nne  ellipse  on  nne  hyperbole;  et  deux  foyers  tougoars 
imagiDaires,  qni  correspondent  ä  Tautre  axe  de  la  conique. 

A  CCS  deux  syst^mes  de  foyers  r6pondent  deux  distances  focales, 
dont  la  seconde  est  toujours  imaginairc ;  ainsi  quc  deux  syst^mes  de 
doables  directriees ,  dont  les  deux  derni^res  sont  aussi  constamment 
imaginaires. 

Ck)nsiderons  la  conique 

W  n^,  y)  =  ^^+  ^Bxy'\-  Cf,^+H==  0, 

QU  est  rapport^e  k  son  centre.    Los  deux  demi-axes  i2'  et  R''  sont 
donnto  par  les  fonnules  (n^  11) 

H    ^  B^—AC 

2R!'*      A  +  C-  VIb*+(A  —  O» 
H    ^  B^'-AC 

lorsqne  les  axes  de  coordonndes  sont  rectangulaires. 

Si  donc  2c  repr6sente  la  distance  focale,  on  aura 

Par  consiquent  les  carr^s  des  deux  demi-distances  focales  seront 

HV^B^+iA—C)^ 


(D  c«=x  + 


B^  —  AC 


*  24.    Si  les  axes  de  coordonn^es  sont  obliques,  on  trouvera, 
ptr  la  formale  (Vm)  du  n<>  14,  que 
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/iix  •        ,    HVUB—Acose)(B—Ccose)+(A—C)* 

(II)  ,2  „  + ___ 

25.    Coordonn^es  des  foyers.    D^signons,  cn  g^n^ral,  par 

los  coordonndes  du  foyer  situö  sur  lo  demi-axe  R  et  par  a-,  y  < 

du  sonimet  auquel  aboutit  cc  dcmi-axe.    Nous  avons  övidcmmcr 

proportions 

a       ß       c 

x~  y  ~  R' 
quclquo  soit  Tanglc  des  axes  de  coordonnees.    On  en  conclut  qi 

(2)  a»=ß»-.     "    =   Ä«"'     «^=äS- 

Dans  Texpression  de  a*,  mettons,  li  la  place  de  c*   sa  v 

+  jjfZTÄC  ^^^®  ^^  ^^^'  ®^  ^  ^^  place  de  a;^,  sa  valcur  (II)  du  n 
il  nous  viendra 


«2_     ^_(r^!L\ 


Mais  röquation  (II)  des  axes  (n*^  11),  pouvant  s'ecrirc 

4/7  2  O/f 

-^^  +2(.4  +  C)^,  ^^n^-AC)  =  0, 
donno 

}fi^=  -  (A  +  C)±  V45^+(^-C?, 
et,  i^ar  suite, 

2c + j^i  =  6'— ^  ±  y  4ä« + {A  ^^cy*. 

Ou  a  donc  en  g<^n4ra],  ponr  des  axes  rectangulaires 

(III)      /  ß*  -  ifÄi- ^r )  ^-^  -  ^±  y  4ÄqT-*^=^cr], 


«/J 


2^    E4««tl#«  a«x  «Vscisses  i^  foyers.    Seien!  —a'  et  « 
abscisses  do  nos  qaatre  foyers.    Xons  avons 

IT 


tUt  /oiftTM  et  da  direelrieti  daHt  U>  lectwat  coni^es, 

f  oti  nons  tirons 

"    +'^    ^    B'-AC- 


NoD9  en  couclaons  que  l'^qualion  aus  abscisses  des  foycrs,  et, 
ptr  nite,  cellc  aax  ordonnfes  sont  rcspcctivomont 


(IV)  / 

(   {B'-AC)ß*+(C-A)Hß'--gr^^-^,  =  0. 

*  27.   CoordoDB^es  des   fojers   ponr  des   sses  obU^ocB.    Les 
^utions  (2)  noos  donDOnt 


roDpIi^oiis  c*  par  sa  valeiir  (II)  dn  n"  24,  valenr  que  l'ou  pcnt  mcttro 

MOB  1«  fonne 

"  ^  B^—AC" 


c»=±l 


nieoait  compte  de  la  aotation  (VII)  du  n"  14;  nons  aurons 

i«     (fl*— ^g)^'"'       »  _  (B^  —  AC)JPß^  (B^^-AQi 

±Hdt        '    ^    ~  ±Hn        '     '^  +HiH 

Kettons  ces  expressions  dans  dans  les  formules  (VIII)  dn  n°  21,  : 
obtieDdroDs  des  ^galit^s,  des  rjoelles  uons  tirons  les  valears 

'^  B^^ÄCV'~^R^)' 

Uais  l'^qnation  (VII)  dn  a°  14,  ^tant  mise  sons  la  forme 
mx'e-^  +  lA~2Bcoa6  +  C)~~{B*—AC)  —  0, 
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H 
pnis  r^soluo  par  rapport  h,  -^^  nous  donne,  on  faisant  usage  do  l'abre- 

viation  du  n^  20, 

H  ^— 2Bcosd+C  ,      W 

T- 


SubstituoQS  cette  valcnr  dans  les  expressions  (3),  nous  aorons 
enfin,  pour  les  coordoun^es  des  foyers,  les  formules 

g H__   \A  —  G^2{ß  —  Ccos  B)  cos  B         W    ] 

"    ""i^^— -4C  [  28in»Ö  —  28in«dJ' 

rV)  \  fi2  ^        rc— ^4-2(^—^008  6)  co8<9         9t'    ] 

''^       B^-^Äc[  28in«ö  ^2sm2öJ* 

oü  il  no  üaut  pas  oublier  quo 

91'  =  y4(i?  —  ^ cos 6)  (b  —  Ccos H)+(A-  C)* 
=  V4(i?'» — ^C)  8ia^6+ (^  —  2BC0S  6  +  C)\ 

♦  28.  Equatlon  aux  abscisses  des  foyers  (Coordonnees  obliques). 
Par  la  preniiöro  des  trois  formules  (V),  ou  trouve  facilement,  en 
separant  les  signes  do  ±9t',  quo 

,^  ,     „.  H         C— ^1  +  2(2?— Ccos Ö) cos ö 

«'+«'--  W^Xc sS^Ö • 

^   "     ""  B^—AC  (B^  —  AC)sm^8' 

Nous  en  concluous  quo 
(VI) 

(B»--^C)sin»6ft^— [C— ^+2(i^— Ccos(9)cos<!^]//a-— ^~^^^  ^  «=»0, 

est  requation  aux  abscisses  des  foyers,  pour  des  axes  obliques 

L*^quation  dos  coordounees  des  quatre  foyers  est  de 
mdme 

(B^^AOsiii^eß*-^A—c+2(B--Acose)cose]Hß^^  iISlc    ^^ 

Si,  dans  ces  ^qnations,  on  fait  ^  ^  ö ^  ^^  retroave  Celles  (IV), 
qui  se  rapportent  ä  des  axes  de  coordonn^es  rectangulaires. 
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§  V.    DiamMret  conjugu^  ^ux  de  TeHipM 
et  Asymptotes  de  l'hyperbole. 

29.   Gnmdeor  des    diamdtrcs   conjuru^s    ^graux    de   rellipse. 

Soit  G  la  longaear  de  Tun  de  ccs  demi-diam^tres.    Puisqae 

k  formale  (11)  da  n^  11  noas  donnc  imm^diatement 

(A+QH 


(D  G^ 


2(J3»  — ^C)' 


30.    Eqnatlons   des   diamdtres    eoBjugv^  ^graux   do   Pelllpse. 

Soient  x  et  y  les  coordoDnees  do  Tcxtr^mit^  de  G^  et  m  lo  coefficient 
ingnlaircs  do  la  droite  OG^  O  6tant  le  centre  do  rellipse 

(1)  ^x^-f  2Ba^-f  Cy^+H  =  0. 

Kons  avoDS 

et,  par  snite 

st*       y*        xy      «*-{-y*  G^ 


l**tf\t 

m 

"l+m» 

~1+ 

9* 

iroi 

la 

"*  1+1»«' 

»* 

G*m* 

!ry  = 

Gha 
1+m« 

Ibttons  ces  Taleors  dans  r6qaatioa  (1)  de  Tellipse;  cclle-ci  devient 

(C6?»-f  fi'V+2Äö2TO+^6?«-f-Ä  =  0, 
%  en  rempla^nt  G^  par  sa  valeor  (I), 

(2^+C*— ^C)m«-f2(-4+C)^iii-f2B«4-^«— ^C  =  0. 

Kons  en  conclaons  quo  r^qaation 
(H)   (2B«+^«— ulC)a;«+2(^  +  C7)Äa:y+(2B»+C«— ^C)y»  =  0 
^  odle  des  deox  diam^tres  conjagn^s  6gaux  de  l'ellipse. 

Les  ^qnations  s^par6s  do  ces  diam^tres  6ganx  sont 

OH)      *      -U  +  C)B±VUC-^)[4B»4-M^C)^ 
'      y^  2B^+A^^AC  ' 

01 

im       y      -(A+C)BTy{AC^B^)[^iB^+(A-C)^ 
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31.  ÄDgle  des  dlam^ires  conjagruees  de  Pellipse«  Representons 
cct  angle  ])ar  r.  Lo  parall^logramme  construit  aar  ces  diam^tres 
^tant  egal  rectanglo  des  axes,  nous  arons 

ou  (no  11) 

licmplagant  G^  par  sa  valcur  (I),  il  vient 

(V)  siar«  -^-^  - 

Lo  Cosinus  du  memo  angle  est 


(VI)  cos  1  = -j^^ . 

d*oü  on  doduit,  pour  la  taugente, 


(VII)  tang  r 


y4i^^+(i"— C)^ 


»  32.    Grandeur  des  dlam^tres   eonjugrii^s  ^granx   de  Telllpse 
pour  des  eoordouDees  obliques.    L'equation  (VII)  da  n^  14  donne 

par  cons^qnent,  on  a,  pour  des  axes  obliques, 

(.4  — 2/?cosö+C)Ä 


(VIII)  G^  = 


2(/^-—  AC) 


*  33.  EquAtious  des  diametres  eoi^ugv^es  fpMix  de  Fellipse 
pour  des  axes  obliques.  Si  nous  eonservons  les  notations  du  n''  30, 
uous  aurons 

1    ^  w*       m  ^   i  +  i»*+-'»<^öSÖ'~  l4-m*4-2wC08ö' 

et«  par  suite 

G*  G^^ 

""  1-f  iii='+2wcosö'    ^  ~~  ia-««-}-2«»cos6* 

_  (7^ 

'^  ~l+«''+2«cose 

Meltons  cos  Taleurs  üaus  requatiou  (1)  de  Tellipse;  celle-d  de- 
vient 
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Si  noDB  TCmpla^DS  G*  par  sa  valcar  (VIII)  et  n>  par  ~,    nous 
tniDTaiis  qao  l'äqaatiou  dc9  diam^tres  conjugu^  6gaux  est 
Iß)  lA(A—C)+2B(B—Aco&$)yc* 

-l- 2[.1(ß— fto3fl)-|-C(ö— ^C08Ö)iirf-[C(  C— -^)+2  ß(ß— O:03Ö)V=0- 

Lea  öqaations  st-pareea  de  ccs  diam^tres  ig&ux  sont  donne 
X       A(Ccoa»  —  n)+CXAco&ß--Ii) 


(X) 


ff  A(A—U)-\-2B(_ü—A  cos  8) 

y^AC—B*y''UB—AcOEm(B^CcoBB)-i'(A  —  Ct' 

—  A{A—C)'+2B(B—Aco90)  ^' 

y       A(C  COB  6  ^  B) +  C(A  cos  6— Ji) 
x^     C\C—A)-\--JB(_B~CcQafi) 


_  Vac—b^V4{b—a  c  03Ö)  (B-6'cQ8e)4-(^— C')'» 

'*'  CXC— vl)+2i*(if— C'cosfl) 

*  34.    Angle  des  diamitres  eougo^es  ^anx  de  l'elUpse  pour  des 
mN*u^  obliqaes.    Ed  verta  de  l'^quation  (VII)  da  n"  14,  on  a 

■^AC—B'' 
|ir  mite  il  yient,  en  ögard  ä  (VIII), 

li'Bf' 


sin  r=  - 


G* 


«r  le  tinDB  de  Taagle  cbercb6. 
Le  coBinns  da  m§mo  angle  est  donc 


m) 


■      ~VMB—AcoBO}(B—C'cOBe)  +  (A—C)* 
~  vi  — 2ScoBfl  +  C 

On  en  dMnit,  ponr  la  tangentc, 

tül)        tang  F=  -T  ■ 

V4,iB~Acos9HB—Ccoa$)+(.A-'C)* 

^-   EqaaUon  anx  agrmptotes  de  Pbjperbole.     H   nous   reste  ä 
wtemüner  l'^nation,  qni  fonrnit  les  deux  asymptotea  de  rbyporbolo 
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(2)  Ax^+  2ßx^+  Cy^+  2Dx+  2iE:y-f  F  =  0. 

Cctte  equation  represensant  nne   hyperbole,   la  caracteristiqiio 
B*—AC  est  positive,  et  le  radical  yB*—AC  est  r6eL 

SnpposoDS  quo  Ics  carres  des  variables  ue  manquent  pas  tons  les 
deux  dans  l*eqiiation  (2),  et  admettons  quc  le  coefficient  C  de  jf^  soit 
diff^rent  de  zöro. 

R^lvons  reqaation  (2)  par  rapport  ä  j;  doos  obtenons  l'ex- 
pression 

Bx  +  E      1    , 


(3)     9  = ^n^MB^-AC)jr'+2{BE-CD)x+E:»-^CF, 

00 

en  representant  le  radical  par  B, 

Dans  rexpressioB  (3).  rendons  la  quantite  sous  le  radical  an 
carri^  parfait^  en  t  rempla^ant  la  partie  constante  £* — CF  par 
(BE  —  CD)* 

Si,  dans  le  resnltat,  nons  ropresontons  par  jr'  rordonn^e  qni 
convspond  i  Tabscisso  x«  nons  asnons  reqaation 


(4) 
on 


Bx-^E      1  / ,  BE—CD\ 


Br  +  E       r 


C      —  C 

oü  nons  dösignons  par  P  le  binome  affecte  da  doaUe  aignc  ±. 

L'equation  (4)  ropni-soate  cvidommeat  deox  droites. 

La  ditTeivnvV  ontre  les   ccoT^ionnees   de  oes  droites  et  oclle  de 
la  cooiK^  i3)  s^^ia.  pcnr  nüo  meoie  aihscisse  x, 

Mais  on  a 


on 


dtt  /ajftrt  et  da  dirti-tiicts  Jaim  hi  teclioai  coniqii 


qni  Mt  ane  qaantitä  constantc,  que  l'on  pourra  dösiguer  par  Ä",    H 
mm  Tieodra  donc 


oo,  CD  divisont  Ics  dem  tcrmcs  de  1a  fraction  par  x, 


Si  Dons  EüsoDs  crottrc  x  juaqu'  ä  rinfioi,  ü  la  limite  Iß  nnnifra- 
tcor   B'aDDnllc   pcudant  quo  Ic   di^noniiDateur  prend  la  valeur  finio 

Donc  I GS  denx  droites  (4)  roncontrent  Thyperbole  (2) 
k  rinfim. 

Nons  &V0D3  obtenu  l'^quation  des  dcax  droitcs  (4),  en  rempla^ant, 
dans  IVqnatioa  (2)  de  l'hyperbolc,  la  qaantit^ 

_     ^^  (BE—CD)* 

0^CF   par    -^^ziJc- 

Xou9  poQVons  doDC  former  l'eqaation  do  TcnBcmble  des  deax 
droitcs  (4)  an  moycn  de  l'e<juation  (2)  de  l'hypcrbole,  en  sabstitnant, 
dauB  cclle-ci,  la  quaiüte 


£»       {BE—  CPy 
V  ~~     II*— AC 


au  terme  conslant  F. 


Hais  nons  avons 


£•»_(«£— CZ>)'       E%B*  -r-  AC)  —  {BE—  CD)' 
C  B^—AC    "°  t'{B'—AC} 

AE»+CIi*—2BDE 
B*—  AC 

qnanthg,  qni,  cd  vertu  de  la  retation  (X)  du  n°  5,  est  £gale  i  F—H. 


146  Do  stör:  NouveUe  d€femnnation  anaiytique 

L'cDscmblc  des  dcux  droites  (4)  est  donc  rcpresente  par  reqna- 
tion  da  second  degre 

(XIII)  Ax^+2Uxy-\-Cy^'\-2Dx'{-2Efj  +  F-H^  0. 

L'inspection  de  cctte  6qaation  fait  voir  que  las  deux  droites, 
qu*elles  representcnt,  passent  par  le  ccntre  de  Thyperbolo  (2);  d'aü- 
leors  ces  droites  rencontrcnt  la  coarbe  h  ilnfini;  donc  elles  sont  les 
asymptotcs  de  Thyperbolc  (2). 

On  conclut  de  lüi  le  theortl^me  suivant: 

L'equation  aux  asymptotes  de  Thypcrbole  sc  d^dnit 
de  l'equation  de  la  courbc,  cn  retrauchant  du  premier 
membre  de  cette  cquation  le  terme  constant  que  fournit 
la  translatioü  de  Torigiue  aa  centre  de  rhyperbole. 

Si  a  et  &  sout  les  coordonnees  du  centre  de  rhyperbole  (2),  on 

aara 

//=  Z>rt-f  A'^-f  F, 
d'oü  on  tire 

F— 7/=  ^{Da-^-Eb), 

L*eqaation  aox  asymptotes  de  rhyperbole  (2)  sera  donc  anssi 

(XIT)  ^lr^+  2Kry  +  ^V  +  I^lx  -  a)  +  £(2y — ft). 

36.  Exemple  I.    Les  coordonnees  da  centre  de  rhyperbole 

3^+lrj,-f-i,2_3,__  2^  +  21  =  0 
etant 

rötiaation  aax  asmptotes  sera 

ar=»  +  4r,v+^— ar— 2y  +  J=0; 
et  cos  deax  dn)ito>  soront  reprcsentees  par  les  eqnations 

qai  noviennont  a 

2r-fJ,  — 1«=0,     tVr  — 2y-3  =  0. 

37.  ExfMi^le  !!•    l«liyporlH>le 

ÄrJ-r^r^  —  iJ-- 4^-4-1  =  0, 
«yont  poar  coatrc  le  |K»uit 

«  ^  1,     ri  =  —  i>. 

ai  po«r  asynplotiK  K^s  de«x  drvnio» 
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5a:2-f  4icy  — 2x  — 4y-  3  =  o, 

c'est-ä-dire  les  deax  lignes 

ic— 1  =  0,    5a:+4^+3  =  0. 

37.    Si  les  carr^s  des  variables  manquent  dans  l'^quation  de 
rhyperbole,  cellc-ci  affectcra  la  forme 

(5)  Bxy-\'Dx-\-Ey+G=^0, 

et  donnera,  en  r^solvant  successivement  par  rapport  ä  a;  et  ä  j^, 

Ey-{~G ^y 

y 

Dx+G  ^^x 


y-       Bx+E-  E 


Faisant  y  =  o:>  dans  la  valeur  de  x,  et  a;  =  oo  dans  celle  de  y, 
on  obtient  les  ^quations 

Bx'{'E  =  0,    I^y-fZ)=-0 

de  dem  droites,  qui  rencontrent  la  courbe  (5)  ä  Tinfini. 

L'ensemble  de  ces  deux  droites  est  reprösente  par  requation 

DE 
(XV)  Bxy+Dx+Ey+-j^=^0, 

qui  est  celle  d'une  conique  conccntriquo  avec  Thyperbole  (5). 

Celle  conique  est  done  celle  des  asymtotes  de  notre  courbe. 

Gemme  la  translation  de  l'origine  au  centro  de  Thyperbole  r6- 
duit  son  ^quation  d 

Bxy+G^~^0, 

on  voit  que  T^quation  aux  asymptotes  se  forme  encore  d'apr^s  la 
r^gle  enonc^e  ci-dessus. 

D  est  utile  de  faire  remanquer  que,  si  lo  carr6  de  l'une 
des  \ariables  manque  dans  l'^quation  de  Thyperbole, 
l'une  des  asymptotes  est  parallele  ä  Taxe,  qui  corre» 
spond  ä  cette  variable. 

10* 
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38.    Exomple  I.    Los  coordonnöes  du  centre  de  Thyperbole 

jc«  — 2xy  — 2x-f  4y— 1  =  0 
sont 

par  suito  roquation  anx  asymptotcs  scra 

ic^—  2ry  —  2x+4y  =  0; 
oUo  pcut  s'ocrirc 

et  so  dccompose  par  suito  daus  los  doux  equations 

x  — 2  =  0,      a:  — 2y  =  0 
qui  roprosentout  soparomcut  los  as}inptotes. 

Exemple  IK    Daus  rh^-porbolc 

2xy— lOr  — 6y+17  =0, 

lo  oonlro  est  au  poiut 

(I  =  3,    /'  =  5. 

I/oqnatiou  aux  asymptotcs  sora  douc 

±ry— KV— 6^+30  =  0 
ou 

xy  —  5x — 3.v+lo  =  0: 

olle  si'  döcomp^^so  daus  los  doux  equations 

X— 3  =  0,     y— 5  =  0, 

qui  reprösontent  los  doux  as>T«ptotes;  coUes-ci  sont  paralleles  anx 
Äxos  de  i\H>rdonttiV5. 


%  VI.    Am,  Sommtt  tt  Tangente  m  sonmet  de  li 
:^.    C^Mli««  ie  Faxe  ie  la  fuuraWle 

IHiis^ttVn  a  i»^--.it'    -  O,  i*.  \;ow  K  =  ^  .ir*\,  de  sorte  qae 
rt\aaü«\a  iK**  ja  vvxirtx''  jvs:  $\\*rirc* 


,.-.,>      ,.-!  .t-;o  i  *-r--'V— Si:,-}-F=0. 
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lUise  soua  cctte  forme,  rcqualiou  de  la  parabolc  fait  voir  de 
Saite  «lue 

rrprescnte  Ic  diam^tre  issn  de  l'origine,  et  (luo 

est  I*c<iiiatiou  de  la  tangcntc  menfe  par  rcxtrümitu  de  cc  diainctre. 

Soiont  a  et  /<  les  coordeances  du  somoiet  de  la  [larabole  ('2) ; 
tran^portoQS  l'origine  des  coordonaecs  en  ce  point,  en  i)üsaiit 

3-  =  r'+a,       },^g'-\-/,; 

reqnation  (2)  dcvicodra 

Supposons  (]uo  Ics  axca  de  coordouuees  soicnt  rectangulairos ; 
Taxe  et  la  tan^cntc  incncc  par  lo  aommct,  pasaant  tous  les  dcux  par 
la  nouvcllti  origioL',  scroDt  los  dcox  droitcs 

ar'V.i+jVc  =  0,    xyc—iyA  =  0, 

duut  ta  Bccoudc  est  perpcndicutairG  ä  la  prcmierc. 

L'üqoation  do  la  parabolo  scra  denc,  dans  cc  cas,  de  la  forme 

(4)  (^V-i+y'yc)»+ap(/VC-y'V^)  =  o. 

Si  noas  identilions  les  dcux  Squations  (3)  ot  (4),  noua  obtenons 
let  trois  rclatioDs 

qui  scniront  d'abord  ä  düterminer  p,  puis  k  calculer  les  dcux  ceor- 
doonees  a  et  b  du  somniet. 

Les  dcux  premiercs  do  cos  cgalit^s  (5)  rovieuucnt  i, 

\      Ba+Cb  =  — (K+pV^), 
que  Ton  pent  eocore  ecrire,  pnisqDC  II  ^=  VAC, 

(ayA-\-bVC)VA  =-(D-pyC), 
laVA+bVC)VC (E+pVA). 

IHvisant  membre  ä  membro,  od  obtient  l'^quation 

yA     jy^py'c 
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de  laqaellc  on  tirc  poor  p  la  Talenr 

(D  P=- — x+c       • 

Mettons  cette  valeur  dans  les  deux  eqnations  (6),  ellcs  dcviennent 
idcutiqaes  et  ]>renDeiit  la  forme 

Le  sommet  (o,  h)  se  trouve  donc  sor  la  droite 

(ID  xVJ+yVC+^^'i-J-i^  =  0; 


et,  comme  cette  ligne  est  parallele  ä  Taxe^  reqnation  (11)  est  eUe- 
meme  cette  de  Taxe  de  la  parabole  (2). 

40.  RHrle  pratiqve  po«r  deterKlaer  Taxe  ie  la  ^anbole«  Mnl- 
tiplions  requation  dl)  sncoessivement  par  \ Ä  et  VC,  pois  rem- 
pla<^n>ns  \AC  par  />:  nous  yotohs  qne  Taxe  de  la  parabole  (1)  est 
aussi  representeo  par  rane  oo  Taatre  des  deux  eqnations 

/  .  AD-^BE 

Ol')  J 

Faisons  disparaitiv  le  dcnominateor  dans  la  premiere  des  ^na- 
tions  (n);  eile  derient 

A-x^AB^-^AC\r^BCy'\'AD'\-BE  =  0^ 
et  pent  s'ecrirw  en  rempla^^ant  .IC  par  B\ 

on  encore 

Poisqne  B  =  ^  M\  coito  i^qnaUon  re\ient  a 
(IUI  ^    «r.-r-l  C/',  =  0. 

Ainsi  röqnaiion  do  Taxe  de  la  parabole  s^^obtient, 
en  mnltipliani  par  ^  A  o:  i  C  !-?<  dorivees  respecÜTea, 
par  rappori  a  jr  et  i,  dn  prosaier  mcmbre  de  l'^qnation 
do  la  conrbo.  ot  ea  ccialan;  a  uro  la  somme  des  pro- 
dniis  obtonn^ 
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41.  L'equatiou  de  Taxe  do  la  parabole  peut  aussi  so  deduire  do 
e<iiiation  generale  (I)  da  n^  1,  qui  fournit  les  deux  axes  des  coniques 
aeleonques,  pour  des  coordonnees  rcctangiilaires. 

En  effet  puisquc,  dans  le  cas  do  la  parabole,  on  a  -ö^  -=  AC^  les 
luations  (II)  du  memo  nnmero  deviennent 

A-^C±(A+C) 
^^~  2yAC  ^" 

^'x  =  y^;i^';/    et    F' X  =  —  YÄ^' '*' 

La  prcmicre  de  ccs  deux  öquations  ro  r6duit  a 

•yf  CiAx-^y-^ AC-\'D)'-y  A{xy AC+Cy+E)  =  0, 

arV  COi  — -4)  — 2^y.4(C— C)  +  Z)VC— ^y^  =  0. 

Cctte  6qaation,  pouvant  s*ecrire 

(a;yc— yVJ)XO-|-Z>yC— AY.l^O, 

irescnto  an  axe  sita6  ä  Tinfini. 

JLa  scconde  ^quation 

l/AF':,'{•^/CF'y=^0 

st    antrc  quo  ccllo  de  Taxe  (III)  ä  distance  finie,  puisquo  F{x^y) 
^iresentc  au  n®  1  la  memo  fonction  quo  /(a-,  y)  au  n^  39. 

42.     Antrc  methode  pour  trouror  Taxe  do  la  parabole.    L*axe 
la  parabole  (2),  6tant  parallele  5.ia  droito 

t  represent^  par  uno  ^quation  de  la  forme 

)  a;yj+yyC+A  =  0, 

i  la  constaute  X  est  k  detcrminer. 

Pour  trouver  la  valeur  de  cette  constaute  A,  remarquons  que 
equatioD  (2)  de  la  parabole  peut  s'ecrire 

:aryvl4-yye+A)2+2(Z>-Ay.l)aj  +  2(^'— AyC)y+i^-A2=:0. 

Sons  cctte  forme,  on  voit  que  la  droito 
8)  2(/?-Ay^4)a;+2(£;— AyC)y  +  i^— A2  =  0 

st  la  tangente  an  sommet. 


^> 
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Si  los  axcs  do  coordonnecs  sont  rectangolairos,  lo8  coofficients 

des  deux  droitcs  pcrpcndiculaircs  (7)  et  (8)  devront  satisfaire  ä  la 
üondition 

On  a  ainsi  nnc  equation  en  k 

qai  donno 

(I>)  ^^ -x^^ 

MottAnt  cctte  valeur  daus  (7),    on  rctroavo  röquation  (II)   de 
Taxe  do  la  parabolc. 

43.    Eqaatlon  de  U  tangente  av  sommet«    Elle  s'obtient,  en  rom- 
plavant  dans  (8)  k  ]>ar  sa  valeur  (IV). 

Or,  on  vertu  de  (IV),  nous  avons  cvidemment 

cn—BK     (Dyc^EyA)yc 


/)— A^M  — 


.1-1- C      ^  J+C 

\h:—BD     (EyA^Dyc)yA^ 


par  Buito  roquation  do  la  tangonte  an  sommet  sera 
(V) 

^tt-..  14- -   ^±+-'1^1 (/>i.^+£:vc)» 

*       y»  -  "'"'A/M  t  — i:^  .1)      i\.i-f  c)iz>y  c— £:y-4)  """• 

Nous  pouvons  transfonner  ootto  eqoation,  en  y  fkisant  dispftnitre 
los  radicaax. 

Poar  oola«  unihiplions  d  aK^rd  lo  promior  membre  par  ^  C,  pnis 
los  tormo5  do»  deux  traotions  rvsultantes  anssi  par  i'C;  T^uation 
dovioiidnu  |>ar  saiio  do  >    iC  ^  B. 

On  vwraii  do  memo  quo  oo:te  oq;:asioii  r^vioiit  i 


^r^        Kr~  «^ 


•\^^-  **^^     ^  i— t  iv^i>— jüg 
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44.  Coordftnn^es  dn  Bommet.  Lq  sommot  de  la  parabolo  (2)  ost 
rintcrscictiou  de  Taxe  et  do  la  taugonte  au  sommet;  noas  n'avous 
douc  iD'ä  r^ndre  le  Systeme,  qne  forment  Ics  eqoations  do  cos  dcnx 
droitcs.     Nons  prendrons  ces  äqnations  sous  Icnr  forme  (7)  et  (S),  ou 

2(0—  ly A)x+2iE  -  ly  C)y-\-E—X*  =  0. 
£n  Ics  resolvant  par  rapport  i  x  et ;/,  noas  obtcoons  les  valours 

/       ^Fyc-^myc—2E') 
\    "       2{EyÄ~byc)  ' 

.9)  { 

I         FyA-{~kayA—2D) 

Si  nons  rempla^ons  i  par  aa  valeur  (IV)  et  qae  doqs  fassious 
lisparaitre  les  radlcatix,  noat  trouvcroiis  quo  les  coordonaäes  a  et  6 
In  sommet  sont 


AD-j-BE     (ny  A  -i-  Eyc)  e_ 


/-. 


2{EyA—üy  c)     2(A  -\-  cj»     2(.i+ c)  (AV  ,1  -  oy  cy 
ce  +  bd         (i>v.i+-fe.vc)z> 


2(ßVC— i,Y-l)       2(-l  +  C)*       2{A  +  C){Dy  C—  Ey  A)' 
OH,  en  falsant  dupanütro  les  radicaux, 
AD-\-BE 


2(AE—BD)       2(A+C)'       2(.l+C)(.tE— i(Dj' 

BF CE-{-'BD  _        (CE-\-BD)D 

'  2{CD-SE)       2lA-\-C)*       2(A-i-C){CD—BE)' 

On  peat  donner  k  cos  valcars  la  forme  plas  simple 

AD  +  BE 


20lE—BD)^2lA-\-C)'       2A{A-i-C)' 

BF~DE      .   AE—BD       CE-\-BD 
^  2(CD—BE)~^  2(A-\-C)*       2C(A-{-C)' 

ob  U  est  Dtilo  de  se  rappeler  qao 

(10) 

AE—BD=yA{EyA—DyC),     CD—BE=yC{DyC—EyA); 
AD-{-BE=yÄ(D-\/A->rEi/C),     CE+BD  =  y  C(Ey  C+oy  A). 
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45.     Eqnation   de    la   parabok    (2)    rapport/^o    h    sou   sommet« 

L'oquation  chcrchee  est  cello  (4)   du  n'^  30,  oü  il  iious  suffira  de 
rcmplacMT  ;>  par  sa  valeur  (I). 

Nous  trouvons  ainsi 

(VIT)  {A  +  C){xy'A  +  y^/C)^  +  2{D^/C^E^/A)(x^/C-y^/A)=^i) 

pour  rcquation  de  la  parabole  (2),  rapportee  au  sommct  de   ccttc 
parabole. 

Ed  inultii)liaut  successivement  par  A  et  C,  on  pcut  aussi  donncr 
t\  octte  equatiou  Ics  deux  forraes  suivantcs 

(Vir)        U  +  C)  {Ax  +  IhjY  +  2{BD  -  A  E)  {Bx  -  Ay)  =  0, 
(VII")        (A  +  C)  (Bx  +  CyY  +  2(CD  —  BE)  (Cx  —  By)  ==  0. 

"^  4G.    Eqnation  do  Taxe  de  la  parabole  ponr  des  coordonni^'es 
obliques.    Mettous  requation  de  uotre  parabole  (2)  sous  la  forme 

(xyA+yVC+ky+2(D—yVA)x-\-:>(E-k'YC)+r—x'^=^o. 

Si  6  est  Tanglc  des  axes  de  coordonnces,  la  perpeudicalarite  de 
Taxe 

(11)  x\A  +  yVC+V^O 
vi  de  la  taiigentc  au  sommet 

(12)  2{n—k'yA)x  +  2iE—  k'YC)y-{-F—  A'-  =  0 
exige  quo  Tod  ait 

1  -\-  mm '-{-  (in  -j-  m ')  COS  0  =  0, 

ou 

\A(n-k'\  A)-\-\  C(E—k'^  C) 

—  [>  A(E—k'yC)  +  \  C(D-^k\A)]co3e=^0. 
Ou  eu  tiR* 

n\  A+E\  c--in\  c+E\  A) cos e 

iK\  A  —  ^ose\  C)  +  E{\  C—cosß\  A) 


_  \  A{D—  Eo)i^ß)-\-  X  CiE—n cos 6) 
~  A  +  C—2BC0SH 

Substituant  cotto  >aleur  dans  (IIK  on  obtient 

.    ,  .     ,  ,,  ,   />\\  .4-oosÖ%  r)-K^;(%  C  -cosOx  A)       ^ 


des  foyers  et  des  directrices  dans  les  secttons  coniques,  loü 

pour  r^quation   de  Taxe,   dans   lo   cas  de   coordonnecs 
obliques. 

*  47.  Bkgle  pratiqne  poar  ccrire  Pcquation  de  Taxe  de  la  para« 
bole^  povr  des  coordonnees  obliques.  Multiplions  requation  (IX)  par 
le  d^nominatenr  ^l  +  C — 2 cos 6 VAC,  mis  sous  la  forme 

Vi4(Vi4  — 0080^/0  + VC(VC— cos  ÖVil); 
ello  devient 

MVA-'COseVC)+xV'AC(VC—coseVA) 
+yVAC(VA-'COseVC)+  Cy  {VC—cosSVA) 
+       D  (Vi4  — C08ÖV(7)+      /::  {VC—cosBVA)  =  0, 

OH,  en  mettant  en  evidcnce  los  facteurs 

VA  —  coseVC    et    V(7--cosÖVi4, 
{VÄ  —  COBeVC){Ax  +  Dy\-D)'\'(VC-COSeVA){Bx-\-Cy-^E)  =  0. 

Getto  eqaatioü  revient  k 

(IX')        (VA-'Co^evc)fx+{vC'-co%evA)fy  =  o, 

et  proove  qac 

L'equation  de  Taxe  de  la  parabolo,  pour  des  coor- 
donnees obliques,  s'obtient,  en  maltipliant  les  d(^ri- 
vdcs,  par  rapport  ä  x  et  y,  du  premicr  mcmbro  de  Tequa- 
tion  de  la  courbe,  rcspectivement  par  VA  —  cosBVC  et 
VC — coBdVA,  et  en  egalant  a  zero  la  somme  des  produits 
obtenus. 

*  48.  Equation  de  la  tangrentc  au  sonimct,  pour  des  coordonnees 
obliqvet.  Dans  l'equation  (12)  de  cette  tangente,  mcttous,  h  la  placo 
de  V  sa  valeur  (VIII);  les  coefficients  de  l'equation  dcvieuncnt 

^     ^,^,^_{DVC-EVA)(VC-cosevA) 


E—VVC^ 


i4  +  C— 2i^cosö 

{KVA—'bVC){VA'-  cos  ^  VC) 
i4+(7— 2Z^cosö 


L'equation  de  la  tangente  au  sommet  sera  douc,  pour  des  coor- 
donn^s  obliques, 

(X)  (VC-cosOV^).:-(V'.4-cosdVC)y+  ^A±^-^.^^^ 

_  [DVA+EV  C—  (DV  C+  E  VA)  cos  Ö] 
"  2{A  +  C—  2i^ cos  ö)  {dVc—E  \/A)  "-^^' 
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Afin  de  debarrasser  cettc  equation  des  radicaux,  multiplions  Ic 
proniicr  mcmbrc  par  VC\  multiplions  ensuitc  les  doux  termcs  des 
dcux  fractious  rösultantcs  aussi  par  VC\  requation  devicndra 

(X')         (c  - Bcose)x-(n- ccos%+ " -^2{cD^nEr~~ 

__  [E(C—BcosO)+jX^Ccos8y^  ^ 
"  2U  +  t  ~  2/^  cos  ¥)  ( CD  ^BK) 

Oll  trouvcrait  de  meine  quo  requation  (X)  peut  encorc  sc  mettrc 
sous  la  forme 

(X")  (2,_^cosö)x-U-/icos%+^-^ig^?^^ 

__  iE(B— A  cos  e) 4-  D{A  -  B  cos  6)^  _ 
2{A  +  C—  2B cos  e){IiD — AE)      ~  ^• 

*  4l>.  Coordouuee«  du  sonimety  pour  des  axes  obllqoes»  Lc 
sommet  (<i,  b)  est  Tinterscction  de  Taxe  (11)  avec  la  parabolo  (2), 
ou  rintorsection  des  deux  droites 

x\^A+!/VC+X'z=0, 
2Djc+2E^-{-F+k'-  =  0. 

Cos  deux  equations  du  preraier  degrö,  ctaut  resolucs  par  rapport 
üi  X  et  #/,  nous  fouruissent  les  valeurs  (0)  ou 

_  ^ 'Si+  n^'v  <■— 2f;) 

l     '  ""       ^(Ev'A  —  DV'C)      ' 
(13)  ' 


\      ^^        2(D\  C'-EX  Ä) 


Daus  Texpressiou  k*\  C—E,  rempla^-ons  k'  par  sa  valeurs  (VIII), 
nous  aurons 

lU  r-y  (f':\  A-D\\)l\A-cose\^C) 

On  trouverait  de  meme  que 

(/)%  r—Ex  A){\  C—cosa%'A) 


A\  .4— 7)  -  — 


.4-fC— 2«cüse 


Substituant  oes  oxpn-ssious,  aiusi  qoe  colle  de  k\  dans  les  va- 
leurs do  jr  et  jr«  on  obtieut.  pour  les  coordonnees  n  et  6  da  sommet 
les  valeurs 


FVC  E\_DV  A-^  EV  i:—{,DV  C+KV  A)co^e^ 

'%.EVA  —  DVC)  2{A->rC—2UcQiB){EVA—DVC) 

_  [DVA-\-EVC—{DVC-\~EVA)z(is$'\{VA~-(^0i6VC) 

FVA DlDVA-\-  KW  —  {DVC-\-EVA)C09fi] 

^i{DVC—EVA)  2iA^C—'2}icos6)\DVC—EVA) 

[DVA-\-EVC—  (DVC-f  E  VA)  Cos  fl](VC— cosg  Vi) 

2(Ä"+e— 2;icose)» 

Dans  ces  valeurs  faisons  dUpan^tro  Ics  radicaux;  dies  devionncnt 

BF  _  E[_AD-\-}iE—{AE+BD)tx>iB'\ 

"  2{AE  —BD)         2(^4- C— 27iC0BÖ)U£—  BD) 

[^P+BiJ— (A>;+Ji?)coBg]U— Jicosfl) 
2^(y4  +  (.'  — 2/Jcoaö)* 

LjCE  +  y{  J?  —  (CO  +  BE)  cos  l9] 


2(ci>— yt/:;)      2{^+c— 2ßcoB9)(CiJ— if£) 

[CA+fl/?— (CJ3+B^coafl](C— flcOBfl) 
2C(^+C— 2i{cose," 

Si  Ic  somraet  de  la  psrabolo  (2)  est  pris  pour  origino  des  coordon- 
ie«s,  r^nation  de  la  courlio  prendra  ^videmmcnt  la  forme 

(14)  (xV'^+yV'C)»+2p'[(VC— cosflV^V— (V^— coaöVC)y]=0. 

Hais,  si  rorigiuc  est  trausporteo  an  sommet  (a,  b),  l'^ciuation  (2) 
derieodra  anssi 

{iV^  +  ,VC)»  +  a-/'a  +  y/'fr  =  0, 
attondn  qne  l'on  a  /{a,  5)  =  0, 

Identifiant  ccs  deos  ^qaationa,  od  obtiont  Ics  dgalitüs 

/'.  =  2p'(VC-co8ÖV^), 
/'»  =  2p'(co3  9  VC— VA), 
qni  peovent  s'ccriro 

Aa-^Bb-irD-^p'iVC—coiBVA), 
Da-\-Cb-\-E  —  p'(coa9  VC—  VA), 
oa  bien 

{aVA-\-bVC)VA 0  +  p'(VC  — C03ÖV^), 

(aVA-\~bVC)VC  =  — jB+p'(cosflVC— V^). 
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Divisaut  ccs  dcux  6galites  mcmbrc  ii  membrc,  on  obtient  T^qua- 

tion 

VA  _  —  D+pWc—co^e  VJ) 

VC  "  ~—  E+p\cöse  VC—  VA)' 
qui  80  reduit  ji 

—  EVA  +  p'iBcoBe—A)  ==  — Z>V/C  +  y(C— J5C0SÖ), 

ou  h 

D  VC— EVA  =-p'M  +  C  — 2ßco8Ö) 

et  donnc 

DVC—EVA 


(xn)  p'  = 


A  + c—'jn  cosß' 


Si  Ton  substitue  ccttc  valeur  dans  rcquation  (14),  on  trouve  que 
la  translation  de  Torigino  au  sommet  de  la  parabole  (2)  change  son 
equatiou  dans  la  suivauto 

(XIII)  {A  +  C—  2U  cos  6)  (x  VA  +  yVC)^ 

=  2{EVA—  I)VC)[(VC— coseVA)x  — (VA  — cose  VC)3i], 

Nous  pouvous  faire  disparaitre  les  radicaux  de  cette  Equatiou, 
Oll  multipliaut  les  deux  membrcs  seit  par  A^  seit  par  C.  Cette 
equatiou  preud  alors  les  deux  nouvelles  formes 

(xnr )  (A+c— 21)  cos  e)(Ax+ />»* 

=-  2{AE  —  BD)  [(/i  —  A  cos  e)x  -(A  —  B  cos  %], 

(XII n  (A  +  C-  23 cos 6)  (Ex  +  Cy)^ 

==  2(BE  —  CD)  [(r—  B  cosö)x  —  {B  —  Ccos6)y]. 


§  VII.    ParamMre,  Foyer  et  Directrice  de  la  parabole. 

T)!.    Valear  da  paramotre  de  la  parabole 

(1)  /(a  .v)  =  Ax^  +  2Bry  +  Or»  +  2Dx  +  2Ey+F^0. 

Si  Torigiue  des  coordoniiees  est  transportee  au  sommet  de  la 
pan^bole,  sou  equatiou  (1)  so  reduira  ä  (u*  4o) 

(2)  (.i+(')(xv-i  +  .v\  C)^  +  2(n\  C-EVA){xVC  —  yVA)'=^0, 
eu  sappos;iut  los  ooordonnces  rociaugulaires. 

Ropn^seutons  i>;^r  /*  lo  parawetro  de  la  parabole,  et  d^gnons 
l^r  r  et  A'  los  distana^s  rospootivos  d'un  point  queleonqae  (x,  y)  de 
la  coorW  (2)  i\  Taxe 

(3)  xv.^-fyvr  =  l\ 
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et  a  la  tangente  aa  sommet 
(4)  xVC—yVA^O. 

Noas  avons  evidemment 


ety  commc 


^^xVA  +  yVC 


X^ 


Va+c 

xVC  —  yVA 


Va  +  c 

il  vient  anssi 

(xV^A  +  y  VC)^  =  2FVÄ+C(x  VC--y  VA), 
poor  reqnation  de  la  parabole. 

Gelte  ^quation  devant  ctre  identiqae  avec  (2),  on  a  l'egalite 


PT/^-J-r—          ^    *    ^          ^^   t-- 

py^  +  c-         ^^^ 

d'oü  Ton  tire 

(D 

EVA  — D  VC 

ponr  l'cxpression  du  param6tre. 

Pnisquc  A  et  C  sont  n^cessairement  positifs,  le  paramötro  P  aura 
le  signe  de  la  difference  EVA  —  DVC, 

Si  nons  multiplions  Ics  deax  tormes  de  la  fraction  (I)  successi- 
yement  par  VA  et  VC,  on  trouvera  quo  le  paramötre  P  affecte  aussi 
les  dcnx  formes  suivantes: 

AE  —  BD 


(D  p  = 


{a-^-c^-Va^+b^ 

BE  —  CD 

{A  +  O  YB^'+C^' 


*  52.  Yalenr  dn  parametre  pour  des  coordonnees  obliques. 
Lorsqne  les  axes  de  coordonnees  sont  obliques,  la  translation  de 
roriginc  aa  sommet  chango  T^quation  (1)  de  la  parabole  en  (n®  50) 

(5)  (A+  C-  2cosö  Vi4C)  (xVÄ+xVC)^ 

=  2(EVA  ~  DV  C)  [(V  C—  cos  e  VA)x  -  ( V.! — cos  ö  v'  C)y'] 
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La  distanco  du  point  (r,  }/)  k  Taxe 

xVÄ-i-gVC=0 
scra 

V  (xVA+sVC)sia0     . 


V—Ä+C—2co&eVAC 
cgIId  du  nieiiio  point  i^  la  taogcnto  au  sommct  Bora 

X  =  (*^^— "^08  eVA)x—(VA~coa  OVOy 
VA-i-  C—2cääevAC 
Hettant  CCS  valeurs  dans  rfgalite  1'*  =  2rX,  on  obticnt 

X  [(VC—cosöi/X)«  — (VJ— C08ÖVC)y] 

pour  rC'quatioD  do  la  parabülc  (ö). 

Idcntifiant  cclte  equatiou  avcc  (3),  on  tronTc,  ponr  Tcxpi 
du  parami^trc  cu  cas  d'axos  oblii|Ucs,  Ics  valeurs 


(H) 

<n') 
(II") 


U:\A--Dy^C)ün'6 
'  (A+C—:icostt\AC}t' 


iA-^-C—^Bcosen'  A*+Bi—-2ABcos0 

(fit— CD)sin*e 

~  {A+  C— •»««««)>  fi*+  C*^  ÜECcosO 


>>3.  CooHoBB^««  ds  fojrr.  Bc|>ivsontons  par  w  et  r  ]ps 
donnoos  dn  foyer.  rapportö  au  sommct  de  la  parabole;  par  ' 
Ips  coordunmees  da  meme  point.  rapporte  ä  l'ancienne  originc. 

I.«  foyer  etant  sitn«  sur  l'aie  de  la  parabotc  (2),  les  coord 
K  et  r  saÜsTont  ä  )*öiiaatioo 


T\  A-^fX  C  =  0. 

qui  reprfsente  cet  aie. 

Itfrsque  l'örigine  est  an  sommet  de  la  ( 

Noos  avons.  par  suite. 

d'iiik  noaä  tintns 

.;\  J  +  r*  f  =  0, 

•1                   r 

n  ^ieat  tian 

m* 

t*        »*  +  rJ              f« 

des  foyers  et  des  directrices  dans  Us    sections  eoniques,  XQ'l 

attendn  quo  la  distancc  du  foycr  au  sommet  est  ^gale  an  demi-para- 

,    P 


Ou  en  d^dnit 

PVC  FVA 


^  =  ^  1-^==^    r  =  — 


2y  J+^  2Vil+  C 

MettaDt  ä  la  place  de  P  sa  valcur  (I),  on  obtient 

(EVA  —DVC)VC      BE—  CD 


u 


2(Ä  +  C)*         ~"2(i4+(7)** 

m         ( 

\  )      _  (D\/C—EVÄ)VÄ  _  BD  —  ÄE 

f  (  "^ "         2U+  Cy         "■  2(A+  C)^* 

poor  les  coordonn^es  du  foyer,  rapport^  au  sommet  de  la 

parabole. 

Pnisqac  a  ci  b  sout  les  coordonuees  du  sommet,  par  rapport  ä 
ranciennc  origine,  nous  avons 

Sobstitnons  k  u  et  v  les  valeurs  pr^c^dcntes  (UI),  et,  k  la  place 
de  o  et  &,  mettODs  leurs  cxpressions  (YI)  du  u^  44;  nous  aureus, 
pour  les  coordoun^es  du  foyer,  les  valeurs 

I  FVC D (DVA+EVC)E 

\  **  ^  ^{EVA'-DVC)      2U+  C)     ■  ^U+CKEVA—DVCy 

^_  FVA E (DVA+EVC)D      , 

^''2{DVC''EVA)      2{A+C)       ^iA+OiDVC—EVA)' 

tu  qnelles  on  pcut  cncore  donucr  la  forme  suivante 

BF—  DE)         AD+  BE 

2{AE—BD)       2A{B4-Cy 
(IV')  .  V  /  I 

BF— DE)  CE  +  BD  ^ 

^~'  2(CD —BE)       2C(A  +  C) ' 

Kons  retrouverons  ces  coodonn^es  plus  lain,  au  n^  118,  par  une 
n^thode  directe. 

*  54.    Coordonn^  du  foyer,  pour  des  axes  obliques«     L'6galit6 
frontte  pr^c^demmeut 

U  V 


VC^  —VA 
IMHO  doDue 

TiauuiL  11 


X62  Do B ton  NouveUe  dUermination  analytique 

^  404+(7— 2ÄC0SÖ)  ~  4(.4+(7— 2ÄC08Ö)*  ' 
On  en  Uro 

{KVA'-DVC)  VC^m^e  __     (BE—  CD)  sin^Ö 
***"      2U  +  (7~2i?cosö)^       ""2U+(7— 2i?co8Ö)^' 

*"  ^      2U + C—  2i?  cos'ö)^      ""  2U  +  C—  2Ä  cos  Ö)^ 

pour  los  coordoiin6os  du  foyor,  rapporte  au   sommet    < 
la  parabolo. 

Si  iious  augmontODS  cos   coordonn^os  do  ccllos  (XI)  du  n^  -> 
qui  detormiuent  lo  sommet,  nous  aurons 

(VI) 

/VC  Z>— A^cosö 


«  =  -, 


)i(KVÄ  -DVC)      2{A  -f  (7—  2ÄC08  B) 

"2(i(f-f  C~  2i?cos  ö)  ^  EV  A-DVC 

p 


k   • 


2(/>\  C—EVA)      2(il+C— 2ÄC0SÖ) 

/>(\^  — eos«%  C)  +  /:(%  C— cosÖV^il)  /> 


2(.4+  C—  2ÄC0S e*)  ^  DVC--  EVA 

|H)ar  los  ooonioaum  du  foyer«  daus  lo  cas  d*axcs  obliques. 

Si^   daus  cc^s  oxpressions^   on  £ut  disparaitre  Ics  radicaux,  eile 
)\nHHln>ut  los  fonuos  suivautes: 

BF  D^EcosB 


or> 


^.4^  —  MD)      ^A+  r— iÄcos(^) 

:iV Jl  -r  C'~  ii*  *>3e  B)  ^  {AE—  BD)  • 

.  BF  E'-Dc^B 

9  — 


iV  CD     Bir^      :i^A  -r  C  -i#f>»  d) 


AjI-tC"— i#cv««^»  '^CD'-BE 


l^gnifw   Ovne  ^y^i-'  «r^  i^anu^Ksr  a  ui  taa^iue  a«  »ueft  (V)  «1 
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xVC'-yVA  —  aVC+ßVÄ^O, 
Or  lc8  eiprcssions  (IV)  donnent 

^y^-?yA-'2(EVA-'DVCp  2(Ä+~CKEVÄ—DVC) 

aVC-ßVA^     2(EVA-DVcr^ Ä+C~"' 

L'equation  de  notro  droite  est  donc 

.   D^  —  AF+E^^CF      EVA  — D  VC       ^ 

*  Si  Ics  coordonn^B  dtaient  obliques,  l'equation  de  cette  droite 
I     serait 


l 


O'm)   (V/C- cos^ V^)a: -{VA- cosö VQy - ^^ C^2B^o^ 
F(A  +  C—  2B  cos  (9)  —  (7)2 + ^2 — 2Z>£:  cos  6) 


2{EVA  —  DVC) 


-0. 


56.  Coordonn^es  du  pied  de  la  directrice.     Repr^sentons   par 
«'  ^t  ß'  CCS  coordonn6es.    Nous  avous  evidemment 

«'=  a — w,    ß' =  h — V. 

Rempla^ns  a  ei  b  par  leurs  valeurs  (VI)  du  n®  44,  u  et  v  par 
Jfors  valcnrs  (III)  du  n^  53,  nous  trouverous  que 

B(D^  —  AF-\-E^—CF)       AD+BE 
2(A+C)(BD-AE)  (A+Cy 

_  B(B^  —  AF+  E^  —  CF)  _  CE  +  BD 
^   ~"      2(A  +  C)(BE—'CD)    "   (A+C)^' 

*  Si  les  axes  sont  obliques,  on  trouvera  de  la  mSme  mani^re  que 

(X) 

BF  D—Ecosß  ,       (CD-'BE)^\u*e 


2(AE  —  BD)       2(-4+  C— 2i^cosö)^  (^  +  C—  2Bc08Ö)* 
Z>(^— ^C08Ö)  +  £(^  — ^cosö)  A' 


^  +  C-~2Bcosö  ^AE—BD 

^  _  BF jK  — Dcosö  ,       (AE — BD)  sin^ö 


2(CZ>  —  BE)       2(A-\'C  —  2B  cos  Ö)  "^  (^  +  C  —  2B  cos  ö)* 

E(C—B  cos  ö)  +  £>(^  —  Ccos  6)  D 

A+C-  2^ cos  Ö  ^  C/>—  JBJy' 


ir 
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bl.  Equation  de  la  directriee.  La  directricc  est  parallele  ä  Is 
tangentc  au  sommet,  en  merae  temps  qu*  eile  passe  par  le  point  («' 
ß')\  son  6quation  est  donc 

Mettons  ä  la  place  de  «'  et  ß'  leurs  valeurs  (IX),  on  trouve 

(XI)  .  VC-yVA  =    ,(,,^^,1^.^^^ 

pour  requation  de  la  directriee,  pour  des  coordonndes  rcctangnlaire?- 

Si  Ton  fait  disparaitre  les  radicaux,  on  verra  que  ccttc  equatic 
peut  encore  affecter  les  deux  formes  sui\aute8. 

(XII)  Cx^By  = 2{BI)-^AK) 

/YTm  u         A         B(D^-^AF+E^-^CF) 

(XIII)  Bx  ^Ay= 2{Cn^^E) ' 

*  Si  les  axes  des  coordonnees  etaieut  obliques,  on  trouvcraif 
par  la  meme  in^thode,  que  Töquation  de  la  directriee  serait 

(XIV)  (VC-  cosö  V/^)ar—  (V^-COSÖ  VQy 

,    F(^4-C  — 27^008  ^)  — (/;^  +  A^  — 2Di!;cos^)  ^ 
"*"  2(/7v'C—  E  VA)  *" 

Cette  equation  peut  encore  sc  mettre  sous  les  deux  formes  sui- 
vantes 

(XV)  (B  —  A  cos  e)x  —  {A  —  B  cos  ö)y 

BF(A+  C—  2Bcose)  —  BiD^-{-E*-'2DEcoB  0) 
^"  2{CD—BE)  ""    ' 

(XVI)  (C—  B  cos  e)x  —  (/;  —  Ccos  e)y 

BF(A  +  C—  2B  cos  0)  —  B(D^+  E^ —2  DE  cos  6) 
"^"  2{BD—AE)  ^ 


§  VIII.    Paraboles  assujetties  d  des  conditions  donnees. 

Nous  nous  proposons  de  dctcrmincr  les  principales  conditions 
analytiques,  auxquclles  doivent  satisfaire  los  coefficients  de  requation 
g6n6rale  de  la  parabole,  pour  quo  l'originc  et  les  axes  de  coordon- 
nees aient  des  positious  donnees  par  rapport  k  la  courbe. 

Nous  supposerons  les  coordonnöes  rectangulaircs,  et  nous  repri- 
senterons  la  parabole  par  requation  generale 
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(1)  {xVA+y  %/i?)2+2Z>a:  +  2AV  +  ^=  0. 

79.  yori^ne  est  situ^e  sar  Taxe  de  la  parabolo.  Pour  quo 
Tue  de  la  parabolc  passe  par  roriginc  des  coordounees ,  son  cqua- 
tion  (II)  du  u*^  39  dcvra  etre  de  la  forme  jnx-\-ny  =  0,  co  qui  exige 

qoe  Ton  ait 

(I)  DVA+EVC  =^0, 

00  bicD 

—  A, 


VC  V  A 

OQ  k  represcuto  uno  indötermiu^o  quelconque. 

Oq  en  Uro 

D  =  X  VC,     E-=—X  VA, 

cc  qai  chauge  notre  cquatiou  (1)  daus  la  suivauto 

{xVA'\-fjVC)-\-'lk{xVC-yVA)-{'F=^  0. 

On  eu  conclut  quo  requation 

(I')  {mx-\-nyY'\-2k{nx — iiiy-\-l^)  =  0 

represcute  toutes  les  parabolcs,  dout  Taxe  passe  par 
l'origine  des  coordounees. 

80.    L'origrine  appartient  ä  la  tangrente  somniet.    Daus  ce  cas, 
Ic  terme  coustant  de  requation  (V)  du  n^^  43  est  nul,  cc  qui  donue 

m  p       (DVA  +  KVC)^ 

Rempla^ons    F  par   cette   valeur   dans  requation   (1);    colle-ci 
dc'vient 

/.,,,  ,  DVA+KVC\^  ,      DVC—KVA^     ^,,         ,  ,,       ^^ 

\^VA^yVC^ — \^c     )  +^ — T+c — i^v^-y^^)  =  ^• 

n  s'ensuit  que  l'cquation 

(D')  {rnxJ^nyJ^pY^2X{iix^my)  =  0 

'cpr^sente  toutes  les  paraboles,  dont  la  tangentc  au 
•ommet  passe  par  l'origine  des  coordounees. 

Bl.   L^orlglne  des  coordonn^es  est  au  sommet  de  la  parabole. 

L'origine  so  trouvant  ä  la  fois  sur  Taxe  et  sur  la  tangentc  au  som- 
n«t,  les  deux  conditions  (I)  et  (II)  dcvront  etre  satisfaites  en  memo 
t«ttps.  On  a  donc  simultanement 


^i 
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(in)  DVA+EVC^O,    F=0, 

ce  qui  transforme  r^qaation  (1)  cn 

(xVA  +  yVC)^+y^(xVC-yVA)  -  0. 

On  voit  ainsi  quo  l'^quation 

(ni')  (mfl;+n^)2+2;i(nx  —  my)  =  0 

rcprösente  tontes  Ics  parabolcs,  qui  ont  leur  sommet 
ii  Toriginc  des  coordonnees. 

82.  Porigine  se  tronre  snr  la  droite,  men^e  par  le  fojer  pe^ 
pendlcnlairement  k  Taxe«  L'equation  de  cette  droite  (VIII),  n^  55, 
qui  passo  par  Toriginc,  doit  avoir  son  tcrme  constant  nul;  ontrouYe 
ainsi  T^galitc  do  condition 

(IV)  (A-^-Q^F  =  (7)2—  E^)  (A—  C)  +ADE^AC 

=  (^+C)(/>2+A^)  — 2(£%/^— Z>VC)». 

83.  L*origine  est  an  fojer  de  la  parabole«    Fuisquo  Torigine  se 
trouvo  8ur  Taxe,  on  a  d'abord  (n^  79) 

nVA+EVC^O, 
on 

AD+BE  =  CE+BD  ==  0. 

En  introdnisant  cottc  condition  et  cellc  de   a  =  0,   ß  =  0  dans 
les  valeurs  (IV)  da  u*^  o3,  on  obtient  en  outro  Tegalit^  BF—DE>=0, 

Ainsi  Torigino  sera  au  foyer  de  la  parabole  (1),   si  ron  a  en 
memo  temps 

(V)  7)  \  A  -f  7:  VC  =  0,     BF—  DE  =  0. 
Ces  relations  de  condition  nous  donnent 


X  C  VA 

d*oh  nous  tirons 

7>«  Av  C    E=>  —  kV'Ay 
et  par  saito 

BF+k^^ÄC^O,    ou    F=  — X«. 
L'eqaatlon  (1)  de  la  [^rabole  dovient  dans  ce  cas 

Oa  en  condut  que  röqnation 
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(V')  (mx+wy)»— 2/)  («a;  — wy +|j  =  0 

ffpresente  toutes  les  paraboles,   qui  sont  rapportees  ä  leur  foyer, 
comme  origine  des  coordonnecs. 

^.   I/ori^ine  est  situ^  snr  la  directrice.     La  directricc    (XI), 
i''  57,  passant  par  Torigine,  on  a 

D^  —  AF-\- h? -- CF '^  0, 

d'oü  on  tire,  poar  la  condition  demand^e 


(VI)  F  = 


A+C' 


L'^quation  generale  des  paraboles,  dont  la  direc- 
trice passe  par  Torigiue,  est 

(VI')       (mx+ wy)2  -  (m^-j-n«)  [«(2a:  — ö)  +  /J(2x—  /?)]  «  0. 

85.   L'orlgriiie  est   au  pied  de  la  direetiiee.     L'origiuc   etant 
sita^  ä  la  fois  sur  Taxe  et  la  directrice,  on  a  la  double  condition 

(VII)  DVA^  /•;  VC  =  0,     {A+C)F  =  jD^-f  J?« 

qai  donne 

7)2  =  CF,    E^  =  AF. 

L'eqnation  generale  des  paraboles,  qui  sontrappor- 
tees  au  pied  de  leur  directrice,  est 

(VD')  {mx  +  nyY+  2p(m2+  n«)  iiix  —  wiy  + 1^  =  0. 


Deuxifeme  Partie. 

D^terminatioii  analytiqne  des  foyers  dans 
les  sections  coniques. 

11.  Oonditions  pour  qu'  une  fonotion  homogene  du  seoond  degrd, 

h  trois  variables,   soit  un  oarrö. 

86.  La  m^thodo  suivante,  qui  fournit  les  equations  aux  foyers, 
f^pose  8ur  la  nature  des  conditions  analytiques,  aux  quelles  est  assu- 
^  un  polynöme  homogene  da  second  degr^,  ä  trois  variables,  ponr 
V^ü  soit  un  carr^y  ä  un  facteur  coustant  pres. 
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Noas  alloDB  däterminer  ccs  conditions  an  moyetL   de  la  thiorie 
des  ceatres  des  coarbcs  da  second  degr6. 

67.    SnpposoDB  qne  le  polynöme 

qne  nooB  ponvonB  auBsi  dcsigucr  par  f(r,y,s),   soit  nn  carrä,  ä  m 
factenr  constant  pr^e. 

Dans  ce  cas,  l'^qaatioa 

(1)  /{;r,y.j)"0 

repr^sentcnt  ävidemmcDt  dcux  droitos  pantlldles,  qai  so  confondenL 
n  s'oDBQit  qac  chaquo  poiut  de  la  coniqne  (1)   est  an  ccntre  iß 

la  ligne;  par  conscqocnt  \cs  courdoiinecs  do  Tun  quclconque  des  points 

de  cette  coniqne  v^rifient  les  deuz  eqaatioDs 
/',  =  0,   /■',  =  o. 

Mais  r^qnalion  (1),  dont  le  prcmicr  mcmhro,  est  homogne,  pentanwä 

se  mettre  soas  la  formo 

x/'x+yA+--/'.  =0-, 

commeles  coordonnücB  de  cbacnn  dea  points  de  la  ligne  annulent/« 

et  /'f,  ces  coordonnees  reduiront  nussi  ä  zero  la  deriv6  /',. 
Les  trois  &]uations 

(2)  /'. -0,     /',  =  0,    A  =  o, 

se  troavant  satisfait^  par  les  coordoun^es  de  toas  les  points  des 
denx  droitea  coufondncs  /'  =  0,  repr^scnterout  prfuisement  cLacone 
de  ces  droites. 

n  est  d'aillcurs  Evident  quo,  si  les  trois  6qaations  (2)  sont  v6ri- 
fi^s  Bimultau6nient  par  toutcs  los  valcurs  de  t,  y,  z,  qui  Batisfoiit  h 
IVqnation  (1),  cottc  öquation  roprüscntera  nnc  coniqne  dont  chaqne 
point  est  nn  ccutrC,  et,  par  suite,  rcprcaentcra  dens  droites  coufon- 
dues.    Donc 

Ponr  qn'  nn  polynöme  homogene  da  Becond  degrc,  i 
trois  variables,  soit  nn  carre,  k  an  factenr  constan' 
pria,  il  fant  et  il  suffit  quo  cc  polynöme  soit  6gal  ai 
prodait  d'nne  constante  par  le  carr^  de  l'nnc  qnelcou 
qne  de  ses  d^rivces. 

8a  Ces  conditions  peareut  s'cxprimer  par  certaincs  rclation) 
analjtiqnes,  auxqncllcs  devront  satisfaire  les  coefficionts  des  diren 
termes  da  polynöme.  Ces  rclations  sont  simples  et  s'obtiennent  dt 
la  mani^re  snivante. 

Prealer  ets.  Le  polynöme  P  est  coroplet,  en  d'aatret 
termes,  les  six  coefficients  a,  i,  c,  <f,  e,  f  sout  toos  diff^rents  de  z^. 


dtt  Jojftrt  tt  da  dhtelricti  daiu  ha  mtioHS  coniqutl.  ]  QQ 

Fdsque  les  trois  ^qiiatioDS  (2)  on 

reptesentent  la  memo  droite,  Icars  coofficicnts  sont  proportionnels. 
OaubticDt  lünsi  les  egalites  de  rapports 


/ 


d 


li  ce  ridnisent  aax  trois  rclatioiis  de  condition 
bd  =  ae,    be  =  cd,    bf  =  de. 
On  a  dans  ce  cas 


/■v 


f'a^- 


/'.' 


Setaid  cu.  Lg  carre  de  l'uue  des  varialjles  manqne 
<l>iis  le  polyii6inc.  Si,  par  cxciiiplc,  lo  coefücicnt  a  du  carr^  de 
Ii  nriible  x  est  ddI,  il  faudra,  poar  quo  les  trois  ciiuatioua  (8)  puis- 
K^C  representer  la  memo  droite,  quo  les  tcrmes  cu  x  disparaisscnt 
US»  dcfl  dciu  derni^rcs  do  ccs  equations ,  ou  qne  l'ou  ait  en  outro 
i  -  0,  rf  =  0. 

Ia  prcDii^re  des  cqnatious  (3)  ropresentera  alors  nno  droito 
qodcouqae,  pcadaut  quo  les  dcux  antres  ae  r6duirODt  & 

€y\.cz  =  0, 
^DeMi,  poor  reprcscnter  la  mfimo  droite,  exigeat  quo  Ton  ait 


-  =^.     on     e«  =  c/. 

Aiou,  lorsqno  Ic  polynöme  P  est  priv6  dn  cair^  do 
''»Bfl  des  variables,  il  faut,  pour  ((u'il  soit  nn  carr6  quo 
lesdenx  autres  termes,  qui  contiounont  cette  variablo, 
ninqQeQt  aussi  dans  Ic  polynömc. 

Irtliitme  eai.  L'un  des  trois  roctanglca  des  variables 
"'inqnc  dana  le  polynöme,  AdiiiettoDs,  par  oxemplo,  qoo  ce 
"lil  le  rectanglc  ly,  de  sorto  qa'  od  a  6  =  0. 

L«  iqaaüong  (3)  sc  rdduirout  aax  snivantcs 
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ax+0  +rfe  =  0, 

0-\-cy-\-ez  =  0, 

</jc-|-cy+/«  =  0. 

Pour  que  cclles-ci  rcprcscutent  la  mcme  droite,  il  faudra,  cii  outrc 
quo  ron  ait  c  =  0,  6  =  0.  La  secondo  equatiou  scra  alors  iiideter- 
minee,  et  les  deux  aiitres  dcvicndront 

nx-\-(h  =  0, 

Ellcs  representeront  la  memc  droite,  si  Ton  a 

a      d  _ 

-.  =  -     OU      r/2  =-  af, 
d       f 

Donc,  si  Ic  polynömc  P  manque  de  Tun  des  trois  rcc- 
tangles,  pour  qu*il  soit  uii  carre,  il  faut  que  l'une  des 
deux  variables,  qui  entrcnt  dans  ce  rectangle.  mauquc 
totalcmeut  dans  Ic  polynome. 

89.  En  r^nm^y  pour  qu'  uu  polynome  homogene  du 
second  degrc,  a  trois  variables,  soit  un  carre  cxact,  ä 
un  faetcur  constant  pres,  il  faut  et  il  suffit 

1^  que,  si  le  polynome  est  complct,  le  coefficlont  du 
carr6  de  cbaquo  variable  soit  la  quatri^mo  proportion- 
uelle  au  demi-coefficicnt  du  rectangle  qui  ne  contiont 
pas  cette  variable,  et  aux  dtMiii-cocfficients  des  deux 
autres  variables. 

2<^  que,  si  le  polynome  est  incomplet,  Tuno  des  va- 
riables manque  totalement  dans  le  polynome,  et  quo, 
dans  les  trois  termes  rectants,  le  demi-coefficicnt  du 
rectangle  soit  moycn  proportionnel  entro  les  coeffici- 
ents  des  deux  autres  termes. 

90.  Si  le  polynome  F  est  uno  fonction  du  second  degr6  do  deux 
variables  x  et  y,  on  fera  z  =  \  dans  tout  cc  qui  pr6c6de ;  les  cou- 
ditions  d*un  carre  exact  seront  cncore  exprimees  par  les  memes  re- 
lations  que  ci-dessus. 

1*^.    Supposons  que  le  prcmier  membre  de  Töquation 

ax^  -f  U  xy  -\-ci/-{-  2dx  +  2ey  -f-/  ==  0 

soit  un  carr^  exact,  a  un  facteur  constant  pr^s. 

Cette  6quation  represeutera  deux  droites  confondues,  et  ses  coef- 
ficients  vörifieront  les  trois  egalites  de  condition  (n^  88) 


des  foyerg  et  des  directrices  dans  les  sections  coniques.  171 

(I)  hd  =  a«,    he  =  ccZ,     bf  =  de. 

Chacnno  des  droites  confondues  sera  exprim6e  par  Tone  qael- 
conqae  des  trois  6quations 

dx  +  ey  +  f^O, 
et  Ton  anra 

(II)  ax2-{-2Äiry+c/  +  2c/a;  +  2cy+/- 

=  -(ax+by-^d)^ 

='-{bx  +  cy+ey 
^j(dx+ey+f)^. 

29.    Si  lo  premier  membre  de  cbacune  des  trois  6quatious 

ax^-\-2bxy'\-cy^  =  0, 
ax^+2dx  +  f=^0, 
a/-\-2ex  +/=-0 

est  HB  carre,  ä  un  factear  constant  pr^s,  les  relations  de  conditiou 

cm)  b^  —  ac,    d^—af,    e^  —  cf 

Krönt  respcctivement  satisfaitos,  et  Ton  aura  les  identit6s 

1  1 

ax^-{'2dx  +/  =  -(aa:+rf)2  _  l(^^y)2^ 

cy*  +  2«c  +/=  \{cy  +  eY  =j(^+/)« 

^1-  Les  polyndmes  da  second  degr6,  ä  cinq,  quatre  oa  deux 
**"™e8»  tels  que 

aa:*-|-  ^^  ^^  4"  ^^*  ~l~  2^^>     6^- » 

oa;*+cy*,     <ix^-\-2bxy^ 
«a:*+2djr,     ox^-f-/,     etc. 
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ne  sauraiont  jamais  etro  les  produits  d'an  carr6  exact  par  un  factonr 
constant. 


§  II.    Equations  g^n^rales  aux  foyers  des  sections  coniques. 

92.    Cousid^rous  anc  couiquc  quelconquc,  qui  soit  represeoteo 
par  r^quation  la  plus  generale 

Trausportons  Toriginc  en  uu  point  quelconquc  (a^ß)  do  sonplan, 
en  faisant 

Fequation  (1)  deviendra 

(2)        ^x'«+2Äxy+rv'=*+x7'„+i^VV+/(«,  ß)  =  0, 

et  la  distauce  6  d*un  point  quelcouque  M(x\i/')  de  la  courbe  ä  la 
nouvelle  origine  sera,  pour  des  axes  rectangnlaires, 

Si  la  nouvelle  origine  est  uu  foyer  de  la  coniquo  (1),  la  distanc< 
S  sera  une  fouction  ratiounelle  et  liueaire  d(^  eoürdonnces  x'  et  y 
du  point  M;  daus  ce  cas  IVxpressien  x'--t-y'*  est  uu  oarre  exact  j 
uu  factenr  constant  pres. 

Or,  eu  vertu  de  requation  (2)«  uous  avons  identiqnenient 

oü  l  est  une  constante  iudotonninee. 

Pour  que  le  second  nienibre  soit  nn  carre  en  x'  et  y',  k  od 
factour  constant  pres,  il  faut  et  il  snffit  que  les  truis  n'lations,  aua- 
lognes  aux  egalites  (t)  du  n''  90 

soiont  identiquement  satisfaites. 

Xous  trouvons  ainsi,  entre  les  coorJonueos  o«  /}  da  foyer  et  Is 
coustante  i,  les  trois  relations 

Si  nous  etiminons  la  constanto  l  oniiv  li-s  ujox  prvmicres  (4) 
de  o»  ccalites«  nous  obtv.'nous  la  rvlation 
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(S)  Bf'a*-{A-Cif'«.f'?-Brß  =  0, 

lUqnelle  devront  satisfaire  Ics  coordonu^es  a  et  j3  du  foyer  do  la 

(umqne  (1). 

Si,  dans  cctlc  derniere  egalitfi  (6) ,  nons  rempla^ons  lo  prodait 
ftf'f  par  son  äquivalent  iBf{a,  ß),  que  fournit  l'äqaation  (5),  nous 
mm  Due  noavclte  rctatton 

/-'„»-4t^-  CV(«,  (I)-/V  =  0 

eiitre  les  coordonn^ca  du  foyer  (a,  ß). 

NoDS  cn  concluous  quc  les  foyors  do  1a  coniqae  (1}  sout  les 
poists  d'intcraection  de  dvux  quckonques  des  troia  lignea  du  sccond 

dfgrt 

,  B/V-{.i-cy',/-\-fi/V  =  0, 

(  /'.*  -  HA  -  OAx,  y)  -  f\*  =  0  •). 

93.  Les  foyers  des  conrbos  da  second  degr^  sont 
litiGB  aar  los  axos  do  ccs  conrbes. 

Car  la  premiere 

fci  troia  rdatioDS  pr^c6deutes  ost  prßcisömeüt  (n"  1)  l'^qoation  anx 
Ob  de  la  coniqne  (1). 

91.    Conitpes  focales.    Les  dcux  aatres  äqoations 

(IT)  f^i-A(A-  C)/(x,s)-/y  =  0 

''^^reseatent  doax  conrbea  du  sccoud  dcgr^,  qni  paaseut  cbocune  par 
1*  tojere  de  la  coniquc  dooDco  (1). 

')  Celte  Biifthode  ■  6ie  indiqni.'c,  d'uno  manitre  tr^i  anccinto,  psr  M.  E. 
^<  uden  aire  da  lyc^  de  Heims,  dnni  Ici  NoutgIUb  Annnies  de 
H>>k<«iKtiqaei;  3**^ric,  tomc  XVII,  187B,  page  SB.  L'aatcur  «Ublit, 
""M  cdndiiions  de  rationnabilit^  de  In  racine  carr^e  d'un  polyndmc  da  te- 
"^  itfri  k  deax  variabtea,  Ics  rclationi 

d»  =  af,    e'  =  ef,     ile  =  A/- 
b  fWau  de  Ik,  il  oblicnl  Us  dqaaliona 

wi«,ß)=f'afß,  i(A~c)ntc,ß)  =/'.»-/y, 

''*' MDei  del  fojen,   lanB  tien  prfjnger  nt  de  la  nnture,   ni  da  rüle  do  cci 
**^   U  t'arreteat  te*  calcab  el  ton  arücle. 
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Nous  donncroos  k  ces  courbcs  le  nom  de  coniqnes  focales. 

La  Daturo  et  la  position  des  deux  coniques  focales  sc  d^tonm- 
neut  aisemeut,  si  Von  a  soin  de  developper  leors  ^quations. 

95.     Identit^  ä  Ihisage  da  d^Teloppement  des  ^uatioiu  focales. 

Nous  Dous  proposous  de  calculcr  le  carre  de  chacnno  des  derivdes 
de  la  foDctioQ,  qui  forme  le  premier  membrc  de  reqnation  de  BOtre 
coniqae  douuee  (1),  ainsi  que  le  produit  de  ces  deux  d^riv^es. 

1^.    Carre  des  d^rivees,    Puisqu'  on  a 

il  vient,  en  elevant  au  carre, 

f'J  =  MAV-\-2ABxjf-^2ADx+BY+^2BDxy  +  D% 
Mais  on  a 

-Li/ir.y)  =  MA-x'+2ABxy+ACif^-\-2ADx'\-2AEy+AF). 
Retranohaut  la  seconde  identite  de  la  premiere,  on  obtient 

f's'~iA/(x,sf)  -  4.[(B^-Any^+2(BD-AE)^+n^-AFl 
d*oü  on  tire 

Ou  verrait  de  meme  quo 
(VI)   /V  =  ACf{x.y)+A[{B^--AC)x^-i-2{BE^CD)x+E^  —  CFl 

2*^.    Produit  dos  derivees.    On  a 

d  oü  on  tirw  en  multipliant 

+  lBE-i-Cn)y+DE]. 
Mais  on  a  ansssi 

11  Tiont  par  suito.  eu  rvtr^nohant« 


-  ABf\r.  ,^  = 


—  4[  Ä«  —  .^l^^,  -f  \,Bn  —  A  £>  -f  iBE  —  C/»5+  BF—  D£], 
Ott  en  Im 
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(VII)  f'x/'y  =  ^Bflx,  y) 

-  4[(Ä*  —AOxy  +  (BD — ^/•;)a:+ {BE  —  CD)y+  BF—  DE]. 

96.  Cas  oü  la  ooniqne  (1)  est  nne  parabole.  On  a  alors 
fP—AC  =  0,  ce  qui  r^duit  les  trois  idcntites  pr^cedentes  ä 

( /V  «  4^A^,y)+4[2(Z?Z)+^2.')y  +  Z)2_^n 

(IX)  /,/•'»  =  AB/{x,y)  -MBD  —  AE)x-\'(BE—CD)y+BF'-DE']. 

97.  Foeale  asyniptotique  aux  directions  coordonn^s*  La  pre- 
miere  coniquo  foeale  est  represeiitec  par  T^quation  (III).  Getto  6qua- 
tion,  en  vertu  de  Tideutite  (VII),  so  r^duit  ä 

(X)  (B^-'AC)xy  +  (BD—AE)x-\-(ffE'-'  CD)y+BF^  DE  =  0. 

Celle-ci  repr^sente  une  hyperbolo  concentrique  (n®  5)  k  la  coni- 
qae  donoec  (1) ,  et  ses  asymptotes  sont  paralleles  aux  axes  de  coor- 

dODD^. 

Nous  lui  donnerons  le  nom  de  foeale  asymptotique  aux 
directions  coordonn6es. 

Si  Ton  rapporte  la  eonique  donneo  (1)  et  eetto  hyperbolo  (X)  ä 
lenr  ccntre  commun ,  suppos^  unique  et  ä  distance  fiuie ,  leurs  6qua- 
tions  deviendront 

Ax^-\-2Bxy'\rCy^'\-H=0, 

(D)  -  (B^'-AC)xy  +  BH=^% 

oü  H  est  egal  au  discriminant  negatif  de  la  eonique  donn^e  (1),  divis6 

Les  demi-axes   de    eette  hyperbolo    sont   fournis  {vfi   11)   par 

l'eqnation 

{B^  —  AC)B^  —  ^B^  H'^  =  0; 

I*r  snite  Thyperbole  est  dquilat^re. 

98.  Foeale  ä  axes  paralleles  anx  coordonn^.  L'^quation  (lY) 
^^aentc  la  seconde  eoniquo  foeale ;  comme  on  peut  l'^erire 

/'x«-4J/-(a-,  y)  =  fV-4.Cnx,  y), 

^  ^oit,  par  les  identit^s  (V)  et  (VI),  qu'ello  aflfeete  la  forme  simple 

(XH) 

(^-AC)(7i^—y^\2{BD-'CD)x—2(,BD—AE)y  1  £«— CF— Z)HAF=0. 

Cdle-ci  repr^sente  une  hyperbolo,   qui  a  meme  centro  que  la 
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conique  donn^c  (1),  et  dont  les  axes  sont  parallMes  aax  axes  de  coo 
donnees. 

Nous  lai  donnerous  le  nom  de  focale  k  axes  parallel* 
aux  coordonn^es. 

Si  Ton  rapporte  cette  focale  ä  sou  centre,  son  dqnation  deviend 

(XIII)  {B^—AC)  {x^ — y^) + (^  —  C)F  =  0. 

Les  domi-axes  de  cette  hyperbole  sout  donnees  par  r^qnation 

(Ä«  —  AC)R^  —  ( J  -  C)^H*  =  0. 

Cette  byperbole  focale,  comme  la  prce^dente,  est  douc  ^qi 
latdre. 

99.  Si  le  rectanglo  des  variables  manque  dans  requation  (1) 
la  conique  donn^c,  ou  aura  Ä  =  0,  et  la  premidre  hyperbole  foc 
(III)  se  redait  k  ses  asymptotes,  oa  aa  Systeme  des  deax  axes  de 
courbe  (1),  qui  lui-nieine  est  reprösent^  par  l'^qnation 

oa  par  les  deox  droites 

Dans  ce  cas,   les  axes  de  notre  conique  (1)  sont  paralleles 
axes  de  coordonnecs. 

n  faut  alors  faire  usage  de  la  seconde  focale,  dont  l'eqnal 
(XII)  se  r^duit  ä 

ou  ä 

C{Ax^+2Dx+F)  +  D^  =-  ^(Qr«+2£ar+F)  +  £«. 

100.  Si,  au  contraire,  les  carres  des  deux  variables  manqu 
dans  requation  (1)  de  la  conique  donnee,  on  aura  .4  «  C  =  0,  ei 
seconde  conique  focale  (lY)  se  r^duira  au  Systeme  des  deox  axes 
la  courbe  (1),  qui  lui-mcme  est  represente  par  l'^quation 

ou  par  les  deux  droites 

Dans  ce  cas  les  axes  de  notre  conique  (1)  sont  paralleles  ; 
bissectrices  des  angles  compris  entre  les  axes  de  coordonuees. 

101.  En  r^m^9  les  foyers  des  coniques  se  d^teri 
nenty  en  g^n^ral,  par  I'intersection  de  deux  droites  ( 
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qvisontles  axes  de  la  coorbc,  avec  Tune  on  Tautro  des  dcux 
kjperbolcs  6quilat^res  (III)  ot  (lY),  quo  nous  avons  appel^es 
coniques  focales. 

La  premidro  (III)  de  ces  liypcrboles  a  ses  asymptotes  paralleles 
inx  axes  de  coordonn^es ;  dans  la  seconde  (IV),  ce  sout  les  axes  de 
figorc,  qni  sont  paralleles  aux  axes  de  coordonnöes. 

Dans  les  cas  particaliers ,  Tuno  ou  Tautre  de  ces  deux  coorbes 
focales  Be  confond  avec  les  axes  meines  de  la  couiquo  dounde ;  il  faat 
alon  avoir  recoars  ä  Tautre  byperbolo  focale. 

^  102.    Determination  des  foyers  poar  des  coordonn^es  obliques« 

La  distance  6  d'un  poiut  quelconquc  M(x\  y')  de  la  couiqae  (2)  au 
foyer  (a,  ß),  qui  en  est  l'originc,  est,  dans  co  cas 


a  «  Vx'2+y'*+2x'y  cosö. 

On  a  doDC  identiquement,  au  lieu  de  (3),  T^galite  suivanto 

A(a;'*+y'*  +  2icycosö) 
-  (H«x'»+2(ä  +  AcosÖ):pV  +  (C+ A)y'»+xr«+yVV+/(«, «. 

Poor  qac  le  sccond  membre  soit  uu  carrö,  ä  uu  facteur  constant 
pr^  il  faul  et  il  suffit  quo  Ton  ait  (n^  90) 

/    (Ä+ACOSÖ)/'«  -  {A-\-l)f'fi, 

P)  J  (Ä+Acosö)/-V  -  (C+A)/'a, 

(  4(Ä  +  AcosÖ)/(a,/3)«/V> 

^  deox  premi^res  de  ces  relations  donnent  ponr  l  les  valeurs 

,       Bfa—Af'ß 


t  » 


/"«— cosö/V 
^1  itant  ^galdes,  foumissent  T^quation 

^^f\-Af'ß)  (f'a-  cos  e/'ß)  —  iB/'ß'-  Cf'a)  (f'ß  —  COSera)  =  0, 

(8)  (B— ccose)A*- c^-co/w— (Ä— ^cosö)/y  =  0 

Afin  d'avoir  une  autre  Delation,  ind^pendante  de  A,  entre  a  et  ß^ 
^  «oit  symetriqnc  par  rapport  ä  «  et  j3  et  les  deriv6es,  multiplions 
^<7oix  les  dcax  premi^res  des  relations  (7)  par  la  troisi^me-,  nous 
^^^te&ODs,  aprÖB  r^ductions,  les  ^galit^s 

TiflLXIiL  12 
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/V-4{A+A)A«,l3), 

qui,  par  r^limination  de  A,  nous  foornisscDt  une  deuxi^me  relatio: 

(9)  f'a'-UA  -  C)J(a,  ^)-/y  =  0. 

Au  moyon  des  6galites  (8)  et  (9),  on  peut  obtenir  deux  anl 
relatioDs  cntre  o  et  ß. 

Dans  r^qaation  (8)  rempla^ons  f'ß^  par  sa  valenr 

tir6e  de  (9);  cette  eqaatiou  devient,  apr^s  division  par  A  —  C, 

(10)  cos  ö/"a«+  MB—A  cos  6)/(a,  ß)  —f'af'ß  =  0. 

On  trouvcrait  de  meme,  en  eliminant  /'a*  entre  (8)  et  (9) 

(11)  C0Sd/V*  +  4(Ä~  CC0S6r)/-(a,  ß)-'f'af'ß  =  0. 

Nous  voyons  ainsi,  d'apres  les  relations  (8),  (9),  (10)  et  (11), 
les  foyers  de  la  conique  (1)  sont  les  points  d*intersection  des  c 
premi^res  ligncs  du  sccond  degre,  cntre  dies,  ou  avec  chacune 
deux  autres 

(Ä— Ccosö)/V— (*4  — C)/W— (Ä— ^cosö)/'*- 

jj^, j  ,  /'x  ^  4(.4  -  C)/(x,  y)  -/ V  =  0, 

cos  ff/  ^2+4(Ä—  A  cos(f)y  (x,  y)—f'sf'9  =  0, 
C0S^/'*+4(Ä—  Ccos6)/(jr,y)— /'x/'y  ^  0. 

^  103.  La  premidre  de  cos  eqnations  est  celle  des  axcs  do  n 
conique  (u^  3),  lorsque  les  coordonnees  sont  obliques.  On  tr< 
donc  eucore  ici  que  les  foyers  des  courbes  du  second  de 
sont  situes  sur  les  axes  de  ces  courbes. 

♦  104.  La  seconde  dos  eqnations  (XIV)  est  celle  de  Thyper 
equilaterc  (IV),  qui  a  memo  centrc  que  notre  conique,  et  dont 
axes  sont  paralleles  aux  axes  de  coordonnees.  Elle  affecte  la  n 
forme  quo  dans  le  ca&»  oü  les  axes  sont  rectangulairea. 

♦  IC^.  Los  deux  demieres  des  eqnations  (XIT)  rcpr^seii 
deux  hyperboles^  dont  les  asymptotos  sont  paralleles  aux  axes 
coordonnt^es,  et  qui  ont  memo  ccntre  que  la  conique  donnee  (1). 

Si  Ton  rapportc  ces  courbes  focales  i  leur  centre,  leurs  ^uat 
deTiennent 

(Ä*— JOjrjr  +  (Ä~Jlcos*)fl^=  0, 

V^-^C>y+(Ä— Cco8«>ff  =  0- 
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Lorsqne  les  coordonn^es  sont  rcctangulaires,  ccs  deax  hyperboles 
»e  confondeDt  avcc  Thyperbolo  focalo  (III). 

106.  Eqnitions  des  direotrices«  Lorsqu'  on  connait  los  coor- 
donn^es  d'un  foyer  («,  ß)  do  la  coniquo  (1) ,  on  peut  trouver  im- 
m^diatemeot  F^quation  de  la  dircctricc  corrcspondantc. 

Car,  zia  et  ß  sont  les  coordonu^es  d'un  foyer,  le  second  membre 
de  Tidentit^  (3)  scra,  d*aprds  la  formale  (II)  du  n^  90,  ^gal  ä 

7(^)[K/'«+yyV+/(«,^)?; 

par  cons^ueot  r^qnation  de  la  directrice  est 

on,  par  le  retoar  ä  Tancienne  origine, 

(«-«)/"«+(»-  ß)/'ß + 2/(a,  ß)  =»  0. 
Conune  on  a 

2/(«,  ß)  =  a/'a+ßf'ß+2iDa  +  Eß+F), 
reqiiation  de  notre  directrice  so  r^duit  k 
(XV)  a/'a+y/>+2(Da  +  A'/J+F)  =  0. 

On  retrouve  ainsi  la  polairc  du  foyer  («,  /?). 

}  ill*    Equations  aux  foyers  des  ooniques  A  öquation  r^duite. 

107.   Preaiier  eis«     L*6quation   do  la  conique  no  con- 
tientpas  le  rectangle  dos  variables. 

Cette  iqoation  est 

^^^  /(«,  y)  —  ^x^+  Cy^  +  2Dx  +  2Ey-\-  F  =  0, 

^  denent 

^'*+  c^'*+a^r«+yyv+/K  13)  -  0 

^  le  transfert  de  rorigiuc  au  foyer  («,  ß). 
Noos  ayons  donc 

l(x'«+y'«)  -  (^-}.A)^'24.(e+A)2,'2+a:ra+y'/-V+/(«,  «• 

Le  second  membre  ne  peut  etre  un  carr6,  quo  si  Ton  a  en  memo 
*ö»P8  (n*  89) 

(2)  ^+1  =  0,   /'«-O,   /V2  =  4(C+A)/(a,/3); 

12» 
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(3)  C-hA  =  0,   /V«0,    /V  =  4U  +  A)/(«,^). 

Chassant  riDd^termin^o  k  do  chacun  des  systdmes  (2)  et  (3), 
trouve  que  Ics  foycrs  de  la  coniquo  (1)  sont  les  iiitersections 

do  Faxe  /"x  =  0  avec  la  courbe  /V+4(^l— C^Aa-jy)  =  0, 

et  Celles 

de  Taxe  f'y  =  0  avec  la  courbe  /V+4(C— -4)/"(a',  y)  =  0. 

Or,  pour  5  =  0,  Tecuation  (11)  des  axcs  (n<^  93)  se  r6duit  h, 

la  premi^re  coniquo  focalo  (III  du  n®  94)  se  confond  avec  cos  ax( 
tandis  que  T^quation  (IV)  do  la  seconde  focale  (n^  94)  consene 
memo  forme 

/V-4(J-0/^(r,y)-/V  =  0. 

Les  foycrs  do  la  coniquo  (1)  sont  donc  d^termindes  par  le  { 
Storno  des  demx  ^quatious 


(I) 


c)A',y)~/V«o 


Co  cas  particulier  rentre  aiusi  dans  le  cas  gen6ral,  si  Ton  a  s< 
d'adjoindrc,  ä  Tequation  des  axes,  cello  de  la  coniquo  focale,  qui  rc 
distincte  des  axes. 

108.  Second  cas.  Lo  carre  de  Tune  des  deuxvariabl 
manque  dans  T^quation  do  la  coniquc. 

Si  le  terme  en  y^  no  so  trouve  pas  dans  röquation,  celle-ci 
fecte  la  forme 

f(x,y)  ==  Ax^'\'2Bxy+2Dx'\'2Ey+F=  0, 

que  la  translation  de  Torigine  au  foyer  (a,  ß)  trausforme  cn 

Kous  avons  par  suite 
A(x'^+y'2)  =  (^4.A)x'»  +  2Äxy+ Ay«+x'/'„+//V+/K  ß), 

Pour  quo  lo  second  membro  seit  un  carri,  11  faut  et  U  snffit  ^ 
Ton  ait  (u^  90) 

Bf'ß  =  kf'a. 
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4/?/(a,  ß)  =  /'«/V- 

Ces  eqoatioDS  sont  analogucs  ä  cclles  (4)  et  (5)  du  cas  g^n^ral 
(n*  92);  par  cons^quent  les  foyers  sont  los  points  d*iutersection  des 
axoi 

iTec  la  coniqnc  focalo 

Noas  rentrons  ainsi  de  nouveau  daus  le  cas  g6n^ral. 

109.  Troisi^me  cas.    L'^quation  do    la  conique  manqoe 
des  carr^s  des  variables. 

Getto  coniqae  est  represent^e  par  F^quation 

f(r,!f)  «  2Bxy+2Dx+2Ey'\'F^0. 

En  transportant  roriginc  au  foyer  (a,  /?),  ou  la  chaugc  cn 

2BxW+xra+yrß+A",ß)  =  0, 
de  Sorte  qoe  Ton  a 

Ii6  secoud  mombrc  sera  uu  carr^,  ä  un  faetcur  coDstant  pr^s,  si 
FoB  a  simultauemcnt 

ce  qoi  fonrnit,  pour  les  ^qaations  aux  foyers,  le  Systeme 

Noas  noas  troavons  encore  ramen^  aa  cas  g^n^ral,  oü  il  suffira 
de  poser  ^  =*  0,  C  «=  0. 

110.  Qaatri^me  cas.  Le  carr^  d'une  variable  et  le  rect- 
angle  des  deux  variables  manquent  dans  T^quation  de 
la  coniqae. 

L'^qoation  de  cellc-ci  est,  par  exemple 

Cy*+2£)x+2jKy+F=  0. 

En  transportant  Torigino  au  foyer  (of,  |8),  ou  la  transforme  eu 
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Noos  avons,  par  cons^qnent, 

Lo  second  membre  sera  un  carr6,  k  an  factcnr  constant  ] 

si  Ton  a 

A«0,   /'«-O,   /y  =  4(C+X)/(a,/5)  =  0, 

on 

(4)  C+A«0,   /V-0,   / V  =  4X/(a, /J). 

Or  rind^termin^e  l  ne  saarait  etre  nulle;  par  saite  les  c 
tions  (4)  sont  scoles  admissibles. 

Les  foyers  sont  donc  d^termin^s  par  les  deox  eqnations 

Ces  deox  Eqnations  rentrent  encore  dans  Celles  (II)  da  n^  ' 
(lY)  du  n^  94,  qui  appartiennent  an  cas  g^n^ral. 

111.  II  y  aurait  oncorc  ä  considercr  le  cas  oü  les  term< 
Premier  degr^  manqucut  dans  reqnation  de  la  coniqne,  et  cel 
la  caract^ristiqae  B* — AC  est  6gale  ä  zero.  Kons  les  traitc 
avec  d^Teloppemcnts,  dans  les  deox  paragraphes  snivants. 

On  y  verra  qa*ils  sont  anssi  compris  dans  le  cas  gen^ral 
Sorte  qne  les  trois  eqnations  (I)  da  n^  92  soffisent  tonjours 
tronver  les  foyers  des  coarbes  da  second  degre,  qnelle  que  s< 
natore  des  ^aations,  qai  representent  ces  coarbes. 

§  IV.    Mtemiiiiatioii  des  foyers  et  des  directrices 
dans  les  conlqiies  i  centre. 

112.  Les  ^nations  aax  foyers  (I)  da  n^  92,  qae  noos  : 
troav^es  poor  des  coniqaes  rapportees  ä  ane  origine  quelco 
prennent  ane  forme  bien  plas  simple,  lorsqae  la  coorbe  da  s« 
degr^  est  doa^  d'an  centre  aniqae  et  qu'elle  est  rapport^e 
centre  comme  origine  des  coordonn^. 

Sapposons  qne 
(1)  AAy)=^fz«+2Äry  +  Cy«+H=0 

seit  r^oation  de  la  coniqne  donnee. 

Les  coordonn<^  de  chaqae  point  (x,  y)  d*an  axe  etant  pr 
tioniielles  aox  derivees  de  la  fonction  /(x,y),  prises  par  rapf 
cee  coordoniiees,  on  a 
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cc  qd  transforme  l'^quation  aax  axcs  (II)  du  n^  93  dans  la  suivante 
(2)  Bx^—iA  —  C)xy  —  Bi/  =  0. 

Ensaite,  puisque 

requation  (III),  n®  94,  de  la  prcmiörc  conique  focale  pourra  s'ecriro 
2Är/'x  +  2Byfy  +  4ß/f — /  V'«/  =  0, 

00 

(/',  -  2By)  (2Bx  -/',)  +  4ß«^+ 4ßZr  =  0 ; 
et,  comme 

fx  —  2ßy  =  2Ax,    2Bx  —fy 2Cy, 

cette  iqoation  se  r^dnira  h. 

(3)  (ß«  —  AC)xy  +  ß/f  =  0. 

Pour  avoir  T^quation  de  la  secondo  conique  focale,  nous  n'avons 
qa'i  dliminer  le  rectangle  xy  entre  les  deux  equations  (2)  et  (3). 
Cette  ^quation  est  donc 

(4)  (ß«_^e)(aj2— y2)-f(^  — C)£r=0. 

Kous  voyons  ainsi,  par  (2),  (3)  et  (4),  que 

/  Bx«— (^  — C)iry— ßy«  =  0, 

(IJ  I  (B2  — ^c)a-y  +  B/f=0, 

soDt  les  Equations  aox  foyers  des  coniques  ä  centre,  qui  sont  rap- 
port^es  k  leor  centre  comme  origine  des  coordonn^es. 

113.  Coordonn^  des  foyers.  L'equation  aux  axes  (2)  se  d6- 
eoopose  dans  les  Equations 

f^^  y  = 2B ' 

X  Zn 

^  Q0Q8  avons  pose  la  valeur  absolue  du  radical 
(Ö)  y45»4-(^— 0)2=-«. 

L'equation  (3)  de  la  focale,  asymptotique  aux  axes  de  coordon- 
^  nous  donne 
m  ^" 


i 
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Mnltiplions  cette  ^quation  successivement  par  (5)  et  (6),  ei 
signons,  cn  g^n^ral,  comme  plus  haut,  par  a  et  i5  les  coordoi 
de  Ton  quelconque  des  foyers.  Nous  obtenons,  pour  les  carret 
coordonn^es  des  foyers,  les  valeurs 

«  —    2(B^—AC)   •     ^  ^     2(jB«— ^C) 

Si  nous  mettons,  k  la  place  de  91,  son  expression  (II),  il 
viendra  les  ^quations 


H  C--A  T  V4Jg»+U—  C)^ 
2  *  B^'-AC 

(m) 

P^^2' B*-AC  ' 

qui  donnent  les  coordonn^es  des  quatre  foyers  de  notre  com« 
centre  (1). 

Dans  ces  cxpressions,  le  radical  donne  son  signe  au  numei 
de  la  fraction  correspondante;  par  suito  les  deux  valeurs  de  a^, 
que  Celles  de  /^,  sont  de  sigues  contraires.  Donc  deux  des  qa 
foyers  sont  r^els  et  les  deux  autres  sont  imagina 
lyaüleurs  les  deux  foyers  r^els  sont  situ^s  sur  le  n 
axe. 

114.    Eqialion  aix  aVscisses  et  ^qvation  wkl  mrd^mn^t»  des  f 
Dans  les  valeurs  (II)  de  a'  et  de  ß^^  les  signes  superieurs  s< 
respondent  entrc  eux,  ainsi  que  k^s  signes  infi^rieurs ;  mais  ccs 
correspondent  inversement  avec  les  signes  des  axes  (2)  ou  (3) 
les  quels  se  trouvent  ces  foyers. 

Si  nous  s^parons  les  signes  de  riK)  et  que  nous  repr^ 
par  +a'  et  +0"  les  abscisses  des  quatre  foyers  de  la  coniqn 
nous  aureus 

,,      (C-.4~-«)/f        ^       (C~.4+«)H 
^    ä(Ä*— JC)  •      •     ^    2{B^—AC)   • 

nous  on  tirons,  cn  ayant  ogard  i  la  noUtion  (U), 

{C^A)H 


«'*+«"«  =. 


r'J-'^ 


B^-'AC' 


(JP— -IC)* 
L'cquation  aux  abscisses  dos  quatre  foyers  est  di 
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IT)  (ffl-^C)«*+U-C)/fa'-g,_^p-a 

L'iqafttion   anx   ordonn^es   des   qnatro   fofers   eat  de 
Mme 

B*H* 
T)  (B»-^C)iJ*  +  (C-^)fip*~p^^=  0. 

115.  EqutJni  MX  dlreetrlees.    La  dircclrico,  qni   correspond 
B  taja  (n,  ß),  a  poar  £qiiatioii  (a9  106) 


Poiiqne 


cetle  ^sation  revient  k 

«t,  comme  celle-ci  pent  B'öcrire 

«(Ax+By)-\-ßlBx-\-C!,)  +  H=0. 

ön  Toit  donc  qne  l'^quation  de  la  directrice,  qui  correspODd  an 
*iJO  («,  ft  est 
(8)  <r/',  +  i!/V  +  2ff=0. 

I*  directrice   paratme,  qni   correspond   aa   foyor   { — u,   — ß) 
■ü  nr  le  meme  axe,  a  de  memo  ponr  äqnation 

-«/'.-|»/',  +  2/f=0, 

W  u/',  +  ß/'g  —  2H  =  0. 

L'eqnation,  qoi  doane  &  la  fois  ces  des  directriccs,  sera  donc  le 
P'ii'üi  de«  deQx  iqaatioiiB  (8)  et  (9),  oa 

°>  nou  effectnons  le  carrö,  doub  anrona 

a'f'J  -1-  2«^/',/',  +  ^  V'/  =  in». 
^t  cctte  ^qaaUon,  remplafons  a*  et  |3^  par  lenrs  valean  (lU), 
*"•  "13  p«  sa  valeor   mZZAC  *"^**   '*''   ''''   ®''®   deTient,   aprös 

<(  OHutitne  l'äquation  ans  qnatre  directrices  de  notro  cg- 
^  *  centra  (l). 
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Getto  öqaation  est  d'un  cmploi  pen  commodo. 

Lorsqn'on  conuait  les  coordonn^cs  d'un  foyer  (er,  ß)  de  la  co- 
nique  (1),  11  est  plus  avantagcnx  de  faire  nsage  de  la  polairo 

du  point  (a,  ß),    En  y  rempla^nt  a  et  ß  par  les  valeurs  obtenues, 
on  a  immödiatemeut  requation  de  la  directrice  correspondantc. 

116.  Nous  allons  appliqner  la  m^thodo  pr^c^dente  k  quelques 
excmplcs  num^riques. 

Exemple  I.  D^terminer  les  foycrs  et  los  diroctriccs 
do  rellipse 

Puisque  nous  avons  ici 

^  «  5,     B  =-  2,     C  —  2,    /f  -  24, 

il  vient  

B^-^AC 6,      SR«  >4B*4-(-4— C)*  =  5; 

)uur  suito  nous  avons 

(-3-5V24  f    16. 

" ZIiö —  =  6  ±  10  =  j  _4 ' 

(3-5)24  (        4 

ß* j^ b  =  10=^_jg. 

Los  coordonntH^  dos  forors  ont  donc  ponr  carrte  les  nombres 

«•*=U;.     ^'*  =  4;        a"» 4,     /J"*=-16. 

Pour  savoir«  quels  sont  U^  signes.  qui  doivcnt  sc  correspondro 
dans  los  raoinos  cairvos  dos  absoissos  et  <ics  ordonnec-s«  il  suffira  de 
detonuinor  lo  signo  du  produit  dos  ooordonnees  pour  an  meoic  fojcr, 
an  moyou  de  la  oourbo  fooalo  iTK  qui  donne 


"ß 


2.24 


8. 


c 


— 1> 

Ainsi  los  coorxionnoos  dos  quatr«  foyors  sont 

•,=4.     ;Jt  =  2;      c,=-4.    ^=-2; 
2%  — K     i^=,  — 4%-l;      ft,  =_2%— 1,     ;?4«4v'— 1- 


3 


Oa  tn>iiY\^  OBSuito^  pour  los  doux  dinvtnces^«  qui  correspondeBt 
a«\  doux  toyor^  neol»«  los  öviuasious 

2r+,^2-a    ar-^t-2-0. 


des  fojfers  et  des  directrices  dans  les  sections  eoniques.  1S7 

Exenple  n«    Trouver  les  foyers  et  les  directrices  de 
rhyperbolo 

L*6qaatioQ  aox  axes 

donne  ponr  les  deux  axes  les  ^quations 

X  ^  5  +  y25  +  144  _  5i:13 

y  12  "~     12    ' 

on 

2a;— 3y  =  0,       3aj+  2y  =»  0. 

L'equation  de  l'hyperbole  focale  est  d'ailleurs 

-6.14 
«^^=36+6  =-2. 

R^olvant  d'abord  le  Systeme  des  deux  ^quations 

2a'-  3^'  =  0,     «'13' 2, 

on  obüent 

a'^ 3,      r^-i. 

La  resolntion  da  Systeme  des  dcax  ^quations 

3a"+2i5"=0,      a"i3"=-2 
donne  ensoite 

Les  coordonn^es  des  quatre  foycrs  sont  donc 
ai  =  V=3,    ßi^iV^\     rr2=-y=3,    ß^ *y^; 

«,«|V3,      ft=-V3;         (r,=-|V3,      ß,  =  VS, 

Les  directrices,  qui  correspoudent  anx  deux  foyers  r6els,  sont 
d'ailleurs 

2x-3y-:^  =  0,       2x-3y+^  -  0. 

Exemple  IIL    Ddterminer  les  foyers  et  les  directrices 

de  l'hyperbole 

4ary— 3^2  +  10  =  0. 

L'^uation  aux  axes,  ^tant 

2x*  — 3xy— 2y«  =  0, 

donne,  ponr  ces  axes,  les  ^qnations 

3±5 

aj  =  — 7— y, 
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OU 

rr  — 2y  =  0,     2a;+y  =  0. 

L'6quation  de  Thyporbolo  focale  est 

xy  =x  —  5. 

Rcsolvant  Ic  double  Systeme  do  denx  ^qnations 

X  —  2y  =  0,       iry=— 5; 
et 

on  trouve,  ponr  les  carr^s  des  coordonn^es  des  foyers,  les  valcnrs 

«'«=-10,    /J'2=-f;    «"*=-i    /S"*  =  10; 
CO  qui  donno 

a,  =  y-iö;  A^iV^^^iö;  «,«-/=iö;  A=-iv=iö; 

1*3  «  i  VIO,      /?3  =  -  VIO;       a^  ^ i  VIO,      ß^^  =  VIO, 

pour  les  coordonn^es  des  quatre  foyers. 

Les  directricos,  qui  corrospondent  aux  dcux  foyers  r^els,  seilt 
repr^sentöes  par  les  ^quatious 

Exemple  IT.    Trouver  les  coordonn^es  des  foyers  et 
les  6qnatious  des  directrices  pour  Thyperbole 

ary— 4  =  0. 

Les  ^quations  des  deux  axes  sont 

Ott 

ar—jf  ==•  0,      x+3f  =  0, 

pendaut  que  Thyperbolo  focale  a  pour  equation 

On  a  donc 
d'oä  Ton  tire,  pour  los  coordounees  des  quatre  foyers, 

«3 -=11=6,    ft^-Jl^G.     a^==_|yz:6,    /?^  =  |i/=6. 

Aux  deux  foyers  reels  correspondent  deux  directrices,  dont  les 
^quations  sont 
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V6(a+j)  — 4  =  0,     V6{*+y)+4  =  0. 

Exemple  T.  Calcnler  Ics  coordonn6cs  des  fofors  ot 
determiacr  Ics  diroctricos  do  l'ellipao 

4j;»+V  — 36  =  0. 

On  a  ici  S  =  0;  par  suite  la  prcmiöre  hypcrbole  focale  (4) 
sc  confond  avec  Ics  denx  axes;  il  faudra,  en  cons^quence,  avoir  re- 
coDTs  ä  Tantre  coorbe  focale  (6),  doat  l'^aation  se  räduit  ä 

AC(x*—S^  ~(A  —  C)H  =  0, 
OÜ    nODS  avOQS 

A  =  4,    C=9,    tf 36. 

L'eqaation  de  cette  focalo  est  donc 

36(a:»— y»)— 5.36    on    «»— j»  =  5. 
Les  ^qnations  des  dcnx  axes  ^taut 

S  =  0,    i-O, 
Ics  can-69  des  coordonnees  da  foyers  seront 

a'»  =  5,     (J'*-0;       i."»  =  0,     |J"»=.  — 5; 
ce  q&i  donne 

«,,  =  V5,    ßi  =  0;        B,  =  —  V5,    |S,  =  0; 

B,-o,  (j,  =  y=5-,  «4  =  0,  (j^ — y^. 

Noos  obteDODS,  par  snite,  poor  Ics  denx  directrices  reelles,  les 
4qaatioiiB 

a:V5-9  =  0,       a!V5+9  =  0. 

Exemple  TI>  Troovor  Ics  foyers  et  los  directrices  de 
Iliypcrbole 

oy_6V4.aV  =  0. 

Les  ^qnations  des  ases  sont 


et  celle  de  l'hyperbolo  focale  est 

a»6V— y»)  — {a»+fi»)n*l»  -  0, 
oa 

Od  a  donc 

«'i  =  o»-{-j»,    j3'»  =  0;     (."»  =  0,    |S"»  =  —  (<■»+**); 
ce  qoi  donne 
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pour  Ics  coordonn^cs  des  qnatre  foyers. 

L'eqnation  do  la  dircctrice,  qni  correspond  an  premier  fojer  tM 
(«11  Pi\  est 

ou 

par  suito  Ics  ^qaations  des  denx  directrices  reelles  ^eront 

xV^^+b^  =  a«,      xV^+b^  = — a*. 


§  V.     Foyer  et  Direotrioe  de  la  parabole. 

117.    Eqnaüons  an  fojer  de  la  parabole.    L'6qaation 

(1)  A^,  y)  -=  Ax^+2Bxy+Cy^+2Dx+2Ey  +  F^  0 

repr^sente  une  parabole  pour  B^  —  -4C=0. 

Si  les  coordonnees  sont  rcctangnlaires ,  les  axes  de  la  courbe 
sont  fournis  (n^  1)  par  reqnation  g^n^rale 

qui  donne  

r  x—  2B  ^  *• 

Puisqu'on   a   -ö^  =  -4C,   le  radical  se   r^duit  ä  -4+C,   et  lea 
äquatioQS  des  deux  axes  sont 

(2)  Bf':c-'Af'x^O,     J5/'x  +  C/\«0. 

La  premi^ro  de  ccs  deux  ^quations  represente  une  droite  sitn^e 
ä  rinfini;  la  seconde  qui  revicnt  ä 

est  Celle  d'une  droite  perpendiculaire  k  la  premi^re,  et  represente 
Taxe  de  la  parabole,  qui  sc  trouvo  k  une  distance  finie;  le  d^velop- 
pement  de  cette  ^quation  est 

(3)  {A  +  C)(xVA+yVC)  +  DVA'\-EVC^O. 
La  premi^re  ligne  focale 


äea  fotftr»  et  des  directrices  dans  les  sectlons  coniquee,  jgj 

d*apr^s  ridentit6  (EX)  du  n«  96,  sc  r^duit  ä 

(BD '-AE)x +(££-'  CD)y'\-  BF— DE  =  0, 

OQ  a 

(4)  (DVC—  EVA)(xVA  —  yVC)  +  BF—DE  =  0; 

pendant  que  la  seconde  ligne  focale 

/V  -  4^/(x,  y)  =  /V  —  ^Cf(x,  y), 
en  verta  des  ideotit^s  (VIII),  devient 

2(BE  —  CD)x  —  2{BD — ^£)y + A^  —  CF—  2>« + ^i?'  =  0, 
oa 

Le  foyer  do  la  parabole  (1)  sc  trouve  donc  k  rinterscction  de 
dcox  qaclconques  des  trois  droites 

118.  Coordonn^  du  foyer  de  la  parabole«  Ce  foyer  est  rinter- 
scction, par  cxcmple,  des  deux  premi^res  droites  (I).  Ajoutant  et 
rctranchant  saccessivemeDt  leurs  öquations  et  rcpresentant  par  a  et  ß 
les  coordonn^es  du  foyer,  on  trouve  que 

BF'-DE         DVA+EVC 


ß 


on 


(H) 


2(AE—BD)         2(A+C)\/A  * 

BF— DE  DVA+EVC 

2{CD  —  BE)  2(A  +  0)^0 

BF— DE  AD-^BE 


ß 


2(AE  —  BD)       2A{A  +  C)' 
BF—  DE  CE+  BD 


2{CD—BE)       2C{A'\'C) 

pour  les  valeurs  qui  d^terminent  le  foyer. 

Ces  valenrs  peuvent  encore  se  mettre  sous  la  forme 
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(III) 


i- 


2(;j VC—  K VA)       2M  +  C)  "^  %A'\-CnDVC—  EVA)' 
FVA  E  D{,DVA-\-EVC) 


\  ^       2{DVC—EVA)       2{A-\-Ci       ai^+  C){DVC—  EVA) 

quo  nous  avous  döjä  obteoDo,  au  u''  53,  par  nuc  autrc  m^Üiodc  moiu 
dirccto. 

119.    EqnatioD  de  la  dlreclrlco.     Cctte  droitc  est  la  polairo  do 
foycr  (c,  ß)  et  a  ponr  ^quation 

(5)  a/'„  +  y/>  +  2(n«+i;,J+/0  -  0. 

II  nous  suffira  dune  <lc  caiculer  Ics  derivecs  de  TiquiitJon  (I)  de 
la  parabolo  par  rapport  aux  coordounöcs  a  et  j!  du  foyer. 

Or,  lo  foycr  («t,  p)  ctaut  sita6  sur  Taxe,  on  a  la  relation 

(6)  VAf;-\-VC/'ß  =  {i. 

D'autro  pari,  puisqnc 

/'.  =  2(..!<.  +  Bii  +  /))  =  2V^{«V'^  +  i3VC)  +  2£), 
ff  ^  2{B«  +  CU  +  A)  =  2VC(BVvl+/JVC)+2/i, 

on  trouve,  par  roHmination  de  tiVA-\-ßVC,  ridcntitö 

(7)  \Cf.—  VA/'j,  =  -2(D\C-EVA). 
Ck'llG-ci,  ctant  combiiu'c  avcc  (6),  nona  donne  do  snito 

-2{DVC—EvA)\'C       2iCD  —  BE) 


(... 


A+C  A+C 

2(EVA  —  D\  CtVA        2{AK—DD) 
A+C  °        A-^C 


Nous  avona  ensoitc.  par  los  valoars  (III), 
oa 

Si  nous  snbslilDons  los  ciprcssions  (IV)  et  (ä)  d«ns  r6qiution 
(ä),  nous  trouvons 

(V}        2vCD— äK>x  +  2[.4K— flD)y  —  £)*  — -IF+fi*— CF 
poBT  reqnation  de  U  direotrice. 


^ 
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Si  I'on  obserre  qne 

CD—BE  =  {DVC—EVA)VC, 
AE~  BD  =  (,EVA  -  DVC)VÄ, 
räquation  pr^cfdeote  poorra  cncore  se  mettre  sons  U  forme 

(TD  .VC-,VA=     „^ct^v^)    ■ 

120.     AppUquoos  cette  m^thodo  d  quelques  fquatioDS  nnm^riques. 

Exemple  I.    Ddterminer   Ic  foyer   ot  la   directrico  do 
la  parabolo 

Dans  r^qoation  de  Taxe 

\/Af':,  +  VCf'^  =  0 
pOSOBS 

VA  =-3,     VC  =  4, 
/',  =  2(9ir+12y+ll),    /',  =  2(12^+16^+23), 
eile  deviendra 

3(9*+12j^+ll)+4(12*  +  lGff+23)  -  0, 
OB,  en  offcctoant  et  diviaaut  par  25, 

3x+4y  +  5  — 0. 
Dans  r^quatioD  de  la  droitc  focalo 


~DVÜ—EVA~ 
ftisons 

V-4— 3,     VC=4,    5  =  12,     ß— 11,     E  = 

eOe  devienl 

3*— 4y+V  =0. 

Cette  demigro  eqnation,  ctant  combinäc  avec  ce 

ar+4j  +  5  =  0, 

sons  donne  poor  IcB  coordonu^ca  du  foycr 

«=-?.    ß  =  ^- 

Kons  en  conclnons  quo 

r* 8,     f'p-^     i[Da+Eß+F)  = 

Fiqsation  de  la  directrice  scra  donc 
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Exemple  U.     Trouver  le  foyer  et  la  directrice  de  la 

parabole 

4a;2^4^_j_y» — ß^, — 2y — 1  =0. 

Nous  ferons  usage,  pour  d6termincr  le  foyer,  des  deux  6qaatioiia 

BF— DE 

dont  la  premi^re  est  ccUo  de  Taxe,  et  l'autre  celle  d'anc  scconde 
droitc  passant  par  le  foyer.  : 

Puisque 
V^  =  2,    VC=1,    7^  =  2,    Z)  =  —  3,    L=  — 1,     F=\, 

\ 

ces  dcux  6quations  deviennent 

I 

2x  — ^+4  =  0.  \ 

et  donnent,  pour  le  foyer,  les  coordonn^es 

«  =  —  Hl    ^  =  H- 
D'apr^s  cela,  il  vicnt 

L'eqaation  de  la  directrice  sera  donc 

X— 2^+2  =  0. 

Exemple  III.  Calculer  les  coordonnces  du  foyer  et 
trouver  l'tWiuation  de  la  directrice  pour  la  parabole 

x'*      2xv  .   V*      2x      2v 

<i'        ab    *    b"        a  6    ' 

Getto  parabole  touehe  les  deux  axes  de  coordonnees  ä  desdi- 
stanees  de  Torigiue  respcctivement  egales  ii  a  et  6.  Son  6qtlatioii  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

Nous  avons  par  soite 


Jtt /oytT»  el  du  dirtclricet  dant  lei    itriiuni  roniguti 
VA  =  b,     VC  =  —  o,     £•  =  —  06*,     E  =  —  o 
ce  qni  donne 


a       i"'"o*-|-ft» 

=  0 

pODT  l'cqVatiOB 

de  Taxe. 

L'eqoatlon 

d»  la  lignc  focale 

e«t  ici 

bx-\-ay  —  ab  = 

DE 

EV'Ä 

0, 

-0 

Les  coordonnöes  du  foyor  sont  donc 

Commc  on 

<i»6 
=  0, 

riquation  de  la  dircctriec  est 

on 

Celle  passo  par  l'origiDc  des  coorJonneee,  et  coupo  Taxe  de  la  para- 
bole  an  point 

ni*(fi»--a»)  _  o*i(£>— -6*) 

Excapla  IT.    D^tcrmiuer  le   foyor  et  la  directrice  de 
la  parabole 

L'^qnation  de  Taxe  est 

ttUa  de  notre  corde  focalo  est 

JT— y— 7  =  0; 
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par  soite  les  coordonn6es  du  foyer  sont 
On  en  d^dnit 

ce  qoi  foornit  T^quation 

pour  Celle  de  la  dii*ectrice. 

Exemple  Y.    Trouver  le  foyer   et  la  directrice 
parabole 

L'axe  a  pour  ^quation 

«— y— J  =  0, 

pendant  qne  la  corde  focalo  est  repr^sentec  par 

Les  coordonn^es  du  foyer  sont  donc 

a?  =  i>   y  =  —  4» 

ce  qui  fonmit 

pour  r^quation  de  la  directrice. 

Exemple  YI.     Calculer    les    coordonn^es    da    foy 
trouver  T^quation  de  la  directrice  ponr  la  parab 

Les  ^qnations  de  Taxe  et  de  notre  seconde  corde  focale  { 


de  Sorte' que 


y  =  0   et   «  =  |; 


««|,    y=.0 


sont  les  coordomi^  da  foyer. 

L'6qaation  de  la  directrico  est  donc 


äts  fogeri  tt  dti  dirtetricta  deau  Ui  itctütn»  coniqua. 


Troisifeme  Partie. 

L(t  Cuifiw  ft  eentre  dtftermlnees  par  lenr  centre  et  Ie§  exträmlt^ 
de  denx  detnl-dlain^tres  ooiOoffo^* 

121.  Supposons  i|n'  uuo  coniqae  ä  eentre  soit  rapportdc  il  dem 
aies  qnelconqucs  Or  et  Oy,  issus  de  aou  eentre  O. 

Soicnt  z'  et  y',  x"  et  y"  les  coordonnces,  qui  dätcrminent  les 
eztremil^s  do  dcax  demi-diara^trcs  coiynguös  quelconqucs   OD'  et 

K  la  coniqao  C9t  une  clltpse,  ccs  deax  systdines  de  coordonnces 
soDt  recU;  si  la  coarbc  CBt  unc  hypcrbole,  lo  premicr  Systeme  seul 
est  rtel  et  lo  second  syateruo  est  inuiginairc,  de  aorte  que  nous  pour- 
roDB  poser,  dans  ce  caa, 

oä  ']  et  s^  soDt  dßux  qnantit^s  reelles. 

Ii>  coDiqae  est  ^vidcmmcat  d£termia£e  par  le  eentre  O  et  les 
eitr&ütes  Z/  ot  D"  de  deux  demi-diamätrea  conjugu^es.  C'est  ce 
qall  est  mk  d'^tablir  directemeiit. 

ISS.  Eqution  de  la  eonlqne.  Notre  coniqao  (cllipse  ou 
Jijperbolc)  est  rcprägcutfe  par  l'Cquation 

(IJ  {i'y-y'z)*-\^(:^'y—y"xr  =  (xy"-y-x'y. 

Ed  effet,  1**  l'equation  (I},  etaut  du  second  degrC  par  rapport 
«U  variablea  x  ot  y,  reprCsento  une  coniqno. 

2*  Cctte  coniqno  a  un  centro  et  86  trouvo  rapportSo  h  ce 
eentre,  comme  origine  des  cooriionnees,  pmaque,  nY^tant  paa  horao- 
gÖDC,  reqnation  (1)  manquo  do  termes  du  premier  dcgrc  en  x  et  y. 

3*^.  Les  points  (x',  y')  et  (x",  y")  appartieuucnt  fk  la  conrbe: 
car,  ai  Ton  remplavc,  dans  l'eqnatioii  (I),  x  et  y  d'abord  par  x'  et  y' 
pnis  par  x"  et  y",  cotte  eqnation  est  chaque  fois  idenüqnement  satis- 
faite. 

4*.    Les  droites 

(1)  x'y~y'x  =  Q,     x''y~y"x^O 

sont  les  directions  de  denx  diamCtrcs  conjngu6es  de  la  couiqae. 

Car,  si  Tod  devcloppe  loa  dcox  carrea  du  premier  mombro  do 
r^ttation  (I),  celle-ci  peat  s'ecriro 
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(2)   (y»+y"»)«»-2(a;'y'+x"y")a^+(x'»+x"V-(«y'— »'*")*  =  0, 
et  fait  ainsi  voir  quo  Ics  coefficients  angnlaires 


r 

tt 

f     y 

a     y 

fn   —    ft 

m    ==    ff 

X 

X 

de  nos  dcax  droitcs  (1)  satisfont  ä  la  relation  g^D^rale 

A  +  B{m'+  m")  +  Cmm'  =  0, 
qai  existe  entro  deox  diametrcs  conjugacs  quelconqacs 

y  ==  m'ar,      y  =  fii'x 

do  la  coniqae  ä  centrc 
pnisqa'on  a  identiqaement 

y'»+y'«-(xy+xV)  (?+ ji)+(x'»+x"»)|;^; = 0. 

123.  Equation  des  deux  tan^ntes  meii^s  par  les  extr^mlt^ 
de  ehaenii  des  denx  diamdtres  eoijairii^s.  Dans  la  coniqae  (I), 
r^qnation 

(H)  (a^V-A)-  =  ('y'-yVr 

est  Celle  des  denx  tangentos  men^es  par  les  extremitös 
dn  diam^tre 

X  y  —  y  a-  =  0. 

En  effet,  la  premit^re  des  deux  droites 

xy'—yx  =  ±{ry  — y  x  ) 

passe  endemment  par  Ic  poiwt  (/',  y") ;  do  plns  eile  rencontre  la 
coniqae  (I)  ä  ses  points  d*iutorsectiou  avec  les  deax  droites  con- 
fondaes 

c'est-^-dire  en  an  point  nniqne  (x\  y"). 

On  ferait  voir,  de  la  memo  maniero,  qne  la  deaxieme 

X  y—y  X  ==  —  (x  ,v  —yx) 

des  droites  (11)  est  la  tangente  menee  par  la  seconde  extr^mit^ 
(— «",  —  jr")  de  notre  diamdtre. 
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des  foytr»  et  des  directrices  dans  les  sections  coniques,  \C^Q 

est  Celle  des  deux  axes  de  la  coniquc  (I). 

En  effet,  paisquc  le  centre  de  la  courbe  du  second  degre  (I)  est 
k  Torigine  des  coordonoees,  l'^quation  aux  axes  s'obtient,  dans  le  cas 
de  coordoDuees  rectangulaires ,  eu  ögalant  le  rapport  des  d^rivees  ä 
celui  des  variables  correspoudentes  (u9  7). 

Cr  les  demi-derivees  de  reqnation  (I)  sont 

par  snitc  requation  aux  axes  sera 

.ov  —  (a?  y  —  y'x)y''-  (x"y  —  y''x)y"        x 

^^  '     (x'y-y'x)x'^{x"y--fx)7!'        y 

qni  n'cst  aatre  quo  requation  (III). 

125.     Oraiidear  des  axes.     Les   carres   des   deux   dcmi- 
axes  de  la  conique  (I)  sont  donues  par  requation 

Repr^scutons  par  M  et  A'  les  deux  termes  respectifs  de  la  premiörc 
fractioii  (3);  nous  aureus 

et  requation  (3)  donuera 

M       N       Mx'\-Ny 
^^^  X         y  x^'\-y^ 

Mais  il  est  facile  de  voir  qu'en  vertu  de  requation  (2)  on  a 

d'aillears,  si  R  designe  de  le  demi-axe,  qui  aboutit  au  soramet  (sn^  y), 
on  a  aassi 

Les  6galit^s  (5)  se  ram^nent  donc  k 

M       N       {x'y"—y'xy 
X  "  y"  R^ 

et  fonmisseiit  los  deux  equations 
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X*M—(x'y"—y'x'yx  =  0, 
iZ«iV-(a:y'-yV')*y  =  0, 

qni,  en  vertu  de  (4),  reviennent  ä 

[(y'*+»"*)Ä»-(»y'-j'V')*]«-(«y+«"y")Ä^  =■  0, 
(xy+»'y> -[(«'»+ x"»)fi»-(a-'y"-yV')*]y  =  0. 

Eliminant  le  rapport  -  entre  ces  deux  ^quations,  on  en  dSduit 
l*6qaation  en  R 

R^(xy+xyy  = 

Si  Ton  effectuo  Ics  calculs,  que  Ton  ordonno  par  rapport  ä  Ä^ 
puis  que  rou  divisc  par  (xy" — y'a-'V,  on  verra  que  cetto  ^quation 
n'est  autre  que  requation  (IV). 

126.  Th^or^mes  d'ApoUonias.  Soient  a^  et  b^  Ics  denx  racines 
de  requation  (lY).    Nous  aureus 

(5)  «*+ä2  «  x'«+y'«+x"«+y"» 
et 

(6)  n«&«  =  (xy'-yV')«. 

Si  nous  dösiguons  par  a^  et  b'^  les  carres  des  demi-diam^tres 
coigugues,  qui  aboutisseut  aux  poiuts  respectifs  (x\  y)  et  {x'\  y")\ 
nous  aureus 

On  sait  d'aillours  quo  x'y'—yx"  est  la  surface  da  parallelo- 
graromo,  au  siguo  pros,  dout  les  deux  cutes  sont  a  et  b\  Si  nous 
represeutODs  imr  B  l*augle  conipris  entre  ces  dcox  demi-diam^tres 
coogugues«  ü  nous  viendra 

ü  s'ensuit  que  nos  deux  egalites  (5)  et  (6)  reTiennent  au  sm- 
vantes 

Cos  deux  relations  pn)uvent  que,  dans  Tellipse, 

r'  la  somme  dos  oarros  dos  axos  est  egale  k  la  somme 
des  carres  de  deux  diamotros  conjugucs  qnelconqves; 
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20  le  rectaoglo  coDstmit  snr  Ics  axesest äquivalent 
an  Parallelogramme  construit  Bur  les  mümes  diam^trea 
CODJ  oga^B. 

Si  la  coniqne  k  centro  est  une  bypcrbole,  6  et  b'  Bont  imagi- 
nain>3  et  peuvrat  etro  repr6aent4s  par  hjV—l  et  6iV— 1,  de  Borte 
qnc  nons  anronB  t' — ■ — ij*,  *'*  =  — 6i''. 

Les  dens  relations  pr^c^deiitos  devicnneat  ainBi 

a»i,»=  a'»i,'*BiD*9. 
Od  dit  alors  que,  danB  l'hyjtürbole, 

1*  la  differODCc  des  carres  dCB  axc9  est  ^gale  ä  la 
diffcrence  des  carräs  de  denx  diam^tree  conjuga^s 
qaelconqnea; 

2**  Ic  rectangle  constrnit  aar  lee  axos  est  äquivalent 
an  paralUtogramme  construit  snr  loa  mSmos  diam6tres 
conjQgD^a. 

127.  EqaatloB  d'nne  eonlqne  h  eeutre,  en  fonetiou  des  coor« 
imMufts  (z',  /)  et  (z",  y")  des  deax  sommets  non  opposfia.  Ad- 
■ettons  quc  lea  coordonn^ea  x',  y'  et  s",  y"  aoicut  celles  de  deux 
lonunets  non  oppos^s  de  notro  coniqae  ü  centre.    Lee  ^qaationa 

x'y — y'i  =  0,     /'y — y"*  ^  0 

seront  celles  des  deux  aies  de  la  conrbe. 

Cos  axes,  ^tant  pcrpendicnlaircs  eatre  enx,  Icnrs  coefticients  an- 
galairea 


satisfont  &  la  condition 

mV'+l  =  0, 
qni  exüte  poor  des  coordonn^es  rectangnlaires. 

Cea  coordonn^  Bont  ainsi  li^ea  entre  ellea  par  la  relation 
(V)  x-x-'+yy"  =■  0. 

Ceta  p<w6,  r^quation  (I)  de  la  coniqne  ponvant  se  mettre  soua 
1*  formo 


2l'@  Do  stör:  Sout€Ut  d/l€rminatioa  a^ytiqme 


3^     ._.,     ar 


si  Ton  remplace.  dans  le  premier  terrae, ,  par  son  egal    -r»   tire 

tf 
y 

de  (V),  et  que  Ton  mette,  dans  le  second  terrae,  ä  la  place  de  —  -ir» 


son  eqoivalent  — r>  requation  deviendra 

Mnltipliant  les  deux  termes  de  la  premiere  fraction  par  y"*,  cenx 
de  la  seeondc  par  y\  et  intervertissant  les  denx  £ractions  resnltantes, 
on  obtient 


poor  l'equation  d*une  conique  ä  centre,  en  fonction  des  coordonndes 
x\  y  et  t'\  v"  de  ileox  sommets  non  opposes,  coordonn^es  qai  sont 
liees  entre  elles  par  la  relation  (V). 

12S.  Antre  fome  de  r^oatioB  pi^eMeate«  ünc  conique  ä 
centre  est  dtterminco  par  son  centre.  les  deux  coordonnees  d'un 
sommet  et  Tnne  des  coordonnees,  Tabscisse  jtar  exemple,  d'on  antre 
sommet,  non  oppose  au  ]>remier.  Nons  ponTons  donc  noas  afifranchir 
de  la  condition  (V),  on  remplarant,  dans  Teqnation  (YI),  y"  par  sa 

X  X 

valenr  —  — -  tireo  de  (V). 

Ueqnation  (VI)  deviendra  alors 


(TU) 


X  '  y  '  y^ 


129.    Dans  la  conique  (YI\  requation 

(Xx'-Lyy'^t   «    (x-^  +  y'^f 

est  Celle  des  deux  tangeutes.  menees  par  les  extr^mitds 
de  Taxe 


des  fo^ftTi  et  des  direcln'ces  dans  les  sections  coniques. 
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Car  la  droite 


xx'+yy'=  +  (x'»+y'2) 


rencontrc  la  coniqac  (VI)  ä  son  poiut  d'intersection  avec  la  droite 
]iM)aelle  intersection  est  un  poiut  double. 


130.     Si  Ton  indentifie  T^quation  (I)  ou 
aTec  reqaation  g^uerale  des  coniques  h,  centre 


(7) 


Ax^ + 2Bxy  +  C^»+  JT  =  0, 


fri  sont  rapport^'es  ä  leur  centre,   ou  pouvra  ais6meut  obteuir  Tex 
pfession  generale  des  divers  ^l^mcuts  de  la  couiquc  (7). 


On  obtient  ainsi  les  6galit^s 


i») 


y'«+/«  -  Ak,     xy+x'Y  =  -m, 


(     y'*+y"'^Ak,    xy+xV  =- 


Hk; 


fD  doiment  d'abord 


(B^—AOk^  =~(xy'-2/V')2. 

Mais,  en  vertu  de  la  demiörc  des  identit^s  (8),  le  second  membre 
de  cette  ^galite  est  ^gal  k  Hk.    II  nous  vient  donc 

H 


B^  —  AC* 


lutrodaisons  cette  valeur  de  k  dans  les  identitds  (8);  nous  ob- 
tefloos  ainsi  les  rclations  fondamentales 


ATT 
J%  4-  ,/'2 tl^ , 

y  -ry   —B^-Ac* 


(vni) 


a;'2  +  x"«  = 


B^  —  AC' 
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(IX)"  *V+*V'  =  ;^^^? 

(X)  (^y'_yV')«  =  ^]^. 

aa  moycn  dcsqncllcs,  il  sera  facilo  do  calcalcr  los  exprcssions  gen« 
raies  de  toas  los  elements  de  la  couiqne  (7). 


Boppt:  Abmdc*lbare  MtUe^unhtJÜiAtn. 


vm. 
Abwickelbare  Mittelpunktsflächen. 


S.  1.    Bedingung. 

Es  wird  die  Bediognng  gesucht,  die  eine  Fläche  A  zu  erfOlleu 
hat,  damit  eine  ifarer  beiden  Mitt«lpankts Bächen  B  abwickelbar  sei. 
Ke  Parameter  der  ErOmmnngslinion  van  A  eeicn  u,  u,  die  Haupt- 
krtinroaiigsradien  Pi,  p,,  die  FundamontalgrftgBcn  e,  f,  g,  E,  F,  G. 
Die   Flache  B  begrenze  auf  der  Nomiale  von  A,  deren  Bicbtungs- 

«Kiiias  p,  q,  r,  die  Strecke  i/a  =  ^,   und   ihre    Bestimmnngsstttcko, 

beiOglich  anf  dieselben  Parameter  u,  v  seien  durch  den  Index  2  un- 
terachieden.    Dann  sind  die  Fundamentalgröseen  von  B*)-. 


(I) 


Au  ihi» 

m  erhält  man  das  F 

E,G,~F,* 

^gy—fi* 

Fs  =  0; 

rodnct  der 

( 

HaaptkniramangeD 

von 

(2 

^   < 

?1  ~~  *J    ^ 

•)  Hoppe,  Ellehentbeorie  §.  S7.  Arcb.  LIX.  p.  362.  Gl.  (36)  (37)  liad 
■it  TcRavaehtra  PaTannlem  «ninwcnden. 
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Dieses  verschwindet  für 

1  =  0  (»> 

1  3^  T 

Ist  -  =  0,  80  ist  A  abwickelbar,  und  statt  dessen  j> -  =  0.    Im  er-    \ 

sten  Falle  sind  die  Linien  r  =  const,  im  zweiten  die  Linien  u  =>  const 
Kürzeste  auf  A.    Die  Resultate  lauten: 

Eine  Fläche  hat  immer  undnur  dann  eine  abwickel- 
bare Mittelpunktsfläche,  wenn  eine  der  2  Scharen  von 
Krümmungslinien  zugleich  Schar  von  Kürzesten  ist. 

Die  zweite  (bzhw.  erste)  Mittelpunktsflächc  einer 
nicht  abwickelbaren  Fläche  ist  immer  und  nur  dann  ab- 
wickelbar, wenn  die  ersten  (bzhw.  zweiten)  Krümmnngs- 
linien  der  Urfläche  Kürzeste  sind. 

Im  folgenden  wollen  wir  voraussetzen,  dass  A  nicht  abwickelbar 
sei,  und  demgemäss  (3)  zur  notwendigen  Bedingung  machen. 


§.  2.    Lage  der  abwickelbaren   Mittelpunktsflächc. 

Infolge  der  Gl.  (3)  hat  man  jetzt  nach  (2):  £^  =  0  und  -F,==a 
Daher  reducirt  sich  die  Gleichung*),  welche  die  Hauptkrümmnngs- 
richtungen  von  B  bestimmt,  auf 

G^  cr(f^  CM  +/,  cc)  =  0 

Diese  Uauptkrümmungsriohtungen  sind  die  der  erzeugenden  Geraden 
und  der  Evolvente  der  Gratliuio.  Ihnen  müssen  einzeln  entsprechen: 

cc  =  U    und     «r^CM-f-ziSc  =  0 

Es  sind  demnach  die  2  Fülle  zu  borücksichtigeu .  wo  die  eine  und 
wo  die  audre  Gloiohuug  die  Gerade  darstellt.  Voraus  bekannt  ist 
nur,  dass  die  Gleichung  cu  -=  0  eiue  Kürzeste  ausdrückt,  die  im  aU- 
gomoinen  mit  keiner  Krummungsliuie  zusammenßUlt 

In  Parametern  der  Krümmungslinion  m,,  r,  dargestellt  haben  die 
Gleichungen  einer  beliebigen  Abwickelbaren  die  Form: 


*l=Mcr,  +  (y^— ri)^j      |  (4) 

'2  =  /  )i  «^^1  +  («1  —  ^i^Ti 


•)  FUchenrfi.  §•  «.  Gl.  (3S>.     Arch.  LH.  ^  136. 
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^^  ^n  ßii  Yi  ^^  RichtungscoslDus  der  durch  den  Punkt  (x^y^z^) 

gefcouden  Tangente  der  Gratlinie,  «j— f^  die  Strecke  derselben  vom 

BerüJirungspunkt  bis  zu  jenem  Punkte,  t'j   den  Bogen  der  Gratlinio 

bis  znm  Borübrungspunkt  ausdrückt.    Wir  untersuchen   nun   die  2 

bezeichneten  Fälle  einzeln. 


§.  3.    Erster  Fall. 

Ist  3p  =  0  die  Gleichung  der  Geraden,  so  ist  sie  identisch  mit 
er,  =  0,  also  Vi  Function  von  v  allein.  Da  ferner  du  =  0  die  Glei- 
chung einer  Kürzesten,  so  ist  *),  wenn  q>{u)  sogleich  an  die  Stelle  der 
Constanten  gesetzt  wird: 

qt  (u)  =  tij^  sin  Tj  —  /  v^  9  sin  tj  (5) 

wo  T,  den  Krümmungswinkel**)  der  Gratlinie  bezeichnet,  welcher 
mit  willkürlich  constanten  Addenden  zu  denken  ist,  so  dass  letzterer 
alle  Tangentialrichtungen  zu  vertreten  vermag,  hier  jedoch  nicht  in 
Rechnung  kommt.    Die  vollständige  Diiferentiation  crgiebt: 

3  q>(u)  =  &i*i  sin  Tj  +  (ui — vi)9ri  cos  Tj  (6) 

Differentiirt  man  jetzt  eine  der  Gl.  (4)  und  führt  dn^  auf  du  zurück, 
so  kommt: 

cTj  =•  «1 3«i + K  -"  ^'i)  37^  3^1  (7) 

=  ^i^  l^^iSvW+K  — «^j)8^i  (g^  Sinti  —«1  cos T,j | 
Da  r,  Function  von  v^  also  von  u  unabhängig  ist,  so  hat  man: 

ö^  = -FT  [  ä     8"^ ^1  —  «1  cos T.)  )  (8) 

Nun  ist  aber  bekannt  ***),  dass  die  Normale  der  Urfläche  die  Mittel- 
punktsfläche  und  auf  ihr  die  Curve  berührt,  welche  der  zugehörigen 
Krümmungslinie  (hier  u  =  const.)  entspricht.  Daher  müssen  die 
Eichtungscosinus  der  Normale  jh  üi  '*  ^^  ^cm  Verhältniss  stehen: 

^^2  .  9^2  .  9^2  ,ov 

^=^^^  =  9;;--9"^-9^  ^^^ 

woraus  nach  (8): 


•)  Flichcoth.  §.  36.  Gl.   16.  Arch.  LIX.  p    277. 
*•)  Carventb.  §.  2.  Gl.  5.  Arch.  LVI.  p.  45. 
•<«)  FlÄchemh.  §.  27.  Arch.  LIX.  p.  262. 
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p  =  ^siiiTi — o^cosr,;    etc.  (10) 

Demzufolge  sind  p,  g,  r  reine  Functionen  Ton  v,  nnd  man  hat: 

7.'  = ~  =  0;    etc. 

m  9i  ^^ 


Da  nicht  x,  jr,  :  sämmtlich  Functionen  1  Yariabeln  sein  können,  so 

folgt: 

1 

-  =0 

Die  Fläche  A  ist  abwickelbar,  d.  h.  die  Annahme  nnznlässig. 


$.  4.    Zweiter  Fall. 

Ist  rr  =  0  die  Gleichong  der  ETohente  der  Gratlinie,  so  ist  sie 
identisch  mit  cm,  =  (\  also  h,  reine  Function  Ton  r.  Die  GL  (5)  (6) 
(7)  gelten  wie  vorher.  In  (7>  haben  wir  jetzt  umgekehrt  er,,  mit- 
telst Gl.  (G)  auf  CM  und  cm^  zurückzufahren.    Dies  gieht: 

CS,  =  «ICH,  -  ^^^^^ ^  (11) 

folglich  ist 

CT*       i  f  e,         \  ctu 

er  ^^         CT,    ^  ^9   er 

woraus  mit  Anwendung  der  Proportion  \^)i 

^_ 
/»  =  «1  c»>>  T,  —  p- "  sin  T,  (12) 

mithin  jp  reine  Function  Ton  r,  c^k•r  t,  und  nach  (6) 
cj» fr   er^       cp  w\^^ 

C«  CT,  CW     ~    CT,    ;ifc,— Tj^COST, 

9?  =  S^    CT,  __  ^  CJ»^      tjgT,       Ol, 

er        CT,  er  CT^  *>,  —  r,  er 

I>t  S  eine  beliobice  Curre  auf  B^  so  ersieht  sidk  ans  (6): 

=  *^-i — sü^ — ) 


(13) 


(1*) 
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(»■Ml«                 »».inr,  8», 
■^       (cos'J   '    ''~         CO.'.,      8.!     »' 

Vco.t,  8», 

daher  ist  nach  den  Gl.  (1) 

ll'-v.  =  ^t' 

l'-Ä--"''""«'. 

»'Ml' 


"-/(sS; -*•'«»•) 


=  /  (8»*,  eos  Tj  —  («, — ?i,)8in  r,  9  r,) 
—  «,C08r,+/p,8iDT,9T,  (16) 

Nhb  miiss  sein 

.=(^r+e)'+£r=.-{@)V(ii)'+(i)i 

ibo  Dach  (15)  (6) 

^  =  U-»!  V«-v'(«))       (8i;co8tJ»  "^' 

lier  ist,  wie  Gl.  (12)  diffcrcntürt  giebt: 

o  pi  zugleich  den  RichtnDgBcoBinns  der  Normale  vod  B  nnd  den  der 
■normalo  ihrer  Gratlinie,  i^  die  Krammungsbreitc  der  Gratlinic  bc- 
Hchnet*);  daher 

Or.COsr,)«      =^^*«S 
erner  ist  nach  (16)  (5) 

— i—  =  coBi:,4- ■  — ~ 

sinTj/gr]C08r| 
=  ™8*i  +  ^(„)_/a«,BinT, 


•)  Carreitdi.   {■  S-  Arch.  LVI.  p.  * 


210  Hoppe:  Abwickelbare  AJittelpwüclsflächen. 

und  die  61.  (17)  bat  uun  in  den  2  Unabhängigen  u  und  v^  die  Form: 

wo  nur  (P(m)  ohne  gcometriscbe  Wirkung,  F(r,)  mit  Specialisirong 
der  Fläche  B  constant  gesetzt  werden  können,  die  3  übrigen  Func- 
tionen hingegen  notwendig  variabel  sind.  Offenbar  lässt  sich  die 
Gleichung  nicht  unabhängig  von  u  und  r^  erfüllen;  folglich  führtauch 
der  2.  Fall  zu  keiner  Lösung. 

§.  5.    Mittelpunktsfläche  einer  Abwickelbaren. 

Nach  dem  Vorigen  bleibt  es  allein  noch  möglich,  dass  eine  ab- 
wickelbare Mittelpunktsfläche  einer  abwickelbaren  Urflächo  zugehört 
Es  wird  sich  sogleich  ergeben,  dass  dies  allgemein  und  bedingungslos 
der  Fall  ist.  Die  Untersuchung  der  cylindrischen  und  konischen 
Flächen,  welche  sehr  einfach  ist,  schliesseu  wir  hier  aus. 

Gehen  ¥rir  von  der  beliebigen  Abwickelbaren  A^  dargestellt  in 
der  obigen  Form 

a:=/aar  +  (u  — p)a;     etc.  (18) 

aus,  so  findet  man  als  Wert  des  zweiten,  d.  h.  einzigen  Hauptkrüm- 
mungsradius: 

p,==(ii  — r)cotl  (19) 

unter  i  wie  oben  die  Krümmungsbreite  der  Gratlinie  v  verstanden. 
Daher  sind  die  Gleichungen  der  einzigen  Mittelpunktsfläche: 

jr,  =  /a  A«  +  (u  —  r)  (a+/>  cot  k) ;     etc.  (20) 

Sie  sind  linear  in  h,  also  die  Fläche  erzeugt  von  einer  Greraden 
V  *=  const,  deren  Kichtungscosinus  =  asini-{-/>cosi,  etc.  Diese  (Ge- 
rade wird  einen  Coiucidenzpuukt  haben,  wenn 

.  «+i'<^<>t^  c(a+i'<^^t^)  c{/c?r— Kö+pcotl)} 
j  p+*ieotA  ciß+qcotl)  c|/Pcr— KP-Kcotl)} 
:  y-frcotA    c(y+''COtA)     c{/ycr  — r(y+»'COtl)| 

ist.  Der  zweite  Term  der  3.  Yerticalreihe  setzt  sich  ans  den  2  er- 
sten Vertioalreiheu  zusammen,  es  bleibt  darin  nur  «dr,  ßdvj  78p. 
Da  uun 

c(a  -pjicotl)  «  pdcoi  k 

so  ist  die  erste  Reihe  zusammengesetzt  ans  der  iweiten  und  reda- 
orten  dritten,  mithin  die  Determinante  bedingungslos  null,  und  man 
hat  den  Satz: 
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Die  MittclpunktsfläcLo  einer  Abwickelbaren  ist  ab- 
wickelbar. 

In  Parametern  der  Krümmuugslinieu  U|,  r^  sind  die  Gleichungen 
der  Mittelpunktsfläcbe  B  die  in  (4)  aufgestellten,  also 

faiv'\-{u  —  t^)(a'\-pQOiX)  =/«i8vi+(i*i — ^i)^i'i    etc.       (21) 

and  zwar,  wie  schon  bemerkt, 

cfj  =  «8inX+|)C0sA;    etc.  (22) 

Dies  differentiirt  giebt: 


woraus: 


^  Sti  =  («  cos  X  — p  sin  X)d  X 

Ti  =»  X-|-const. 

dffi 

n-    =  acosX—TJsinX-,    etc. 


(23) 
(24) 


Pi 


ßi 


Differentiirt  man  die  61.  (21),  so  kommt: 

«8h+|j{(8u— 8i')coti+(»— c)acoti|  = 

«1^*1  +  ("i  —  ^i)  g^  öi^i  = 

(«  sin  il  +/}  cos  A)3tti  -f"  ("i  —  ^^i)  (*  ^^^  i — /j  sin  X)dk 

unabhängig  von  a  und  ;>,  sofern  die  ar  Axe  willkürlich  ist,  daher 

einzeln: 

du  «=  sin  Aöf^i  +  ("i "" ^'i)  cos  il 8 il  (25) 

(3u — 8t?)cotil+(u— t;)8cotil  =  cosilStti— (t*i— t;i)sinil3A 


und  nach  Elimination  von  du-. 


dl 


Gl.  (25)  integrirt  giebt: 

tt  =  (ttj— v,)sinA+/3t?iSinA 

Dadorcb  geht  Gl.  (26)  über  in 

dk 
a.+(/8t.,8inA-r)^jjy^^-^  =  0 


(26) 


(27) 


u« 
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Das  Integral  hiervon  ist: 

v=fdv^smk—tgkfdviCOsX  (28) 

Hiermit  ist  die  Aufgabe  gelöst,  die  Urflächo  einer  gegebenen  ab- 
wickelbaren Mittelpunktefläche  zu  finden.  Aus  den  Gl.  (23)  (22)  (24) 
(27)  (28)  ergiebt  sich,  indem  wir  noch  die  willkürlichcu  Constanten 
6,  £,  C  und  D  sichtbar  machen: 

A  =  ri  +  «;    a^&^+B  (29) 

a  =  a,sin(ri  +  «)+g^C08(ri  +  6);    etc.  (30) 

p  =  ffj  cos(ti  +  ^)  -^  ö~^  sin(Ti + ö) ;    etc.  (31) 


(32) 


da 

tt  =  (tii  —  vj)  sin(Ti + ^)  +  /  8i'i  8in(ri +ö)  +  C  (33) 

t,«/8t,,8in(Ti  +  6)-tg(T,+d)/at^cos(ri+6)+C— jDtg(Tj+^ 

wo  <y  den  Torsionsbogen  der  Gratlinio  bezeichnet*).    Die  Goordina- 
tengleichungen  ergeben  sich  am  einfachsten  aus  der  Relation 

nach  Einftthrung  der  Werte  (31)  (19),  nämlich: 

Ä  =  a-,  —  { («1  —  Vi)  C08(ri + *)  +  /  dt\  C08(ti  +  6) + Z>}  X 

{«iCOs(r,+d)  -  gJj8in(T,+6)|  (34) 

Die  Urfläche  variirt  demnach  bei  fester  Mittclpunktsfiäcbe  noch  mit 
d  und  D.    Es  hat  sich  ergeben: 

Jede  Abwickelbare  ist  Mittelpunktsfläche  eines  dop* 
pelt  unendlichen  Systems  abwickelbarer  Flächen. 

Sehr  leicht  erledigt  sich  nun  hinsichtlich  Abwickelbarer  die  in 
meinem  vorigen  Aufsatz  **)  aufgeworfene  Frage :  Welche  Curvenschar 
auf  der  Urfläche  entspricht  den  Kürzesten  auf  der  Mittelpnnk^sfläche? 
Es  ist  nämlich  Gl.  (33)  ohne  weiteres  der  Ausdruck  einer  Kürzesten 
auf  B,  wenn  man  n  constant  setzt  ***).  Diese  variirt  mit  u  nnd  i. 
Setzt  man  also  in  der  Gleichung  der  Kürzesten  u  =^  k  nnd  Ä-j-f  fftr 
ö,  und  verbindet  damit  die  Gl.  (27)  (28),  so  hat  man: 

♦)  Carvcnth.  §.  2.  Arch.  LIV.  p.  48. 

♦♦)  V.  p.  81. 

•*•)  Vergl.  GL  (5). 
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h  =  (u,— t;i)8ina+?)+/8t»ism(A  +  J:)  (35) 

u  =  (t«i  — rj)  sin  k  -f-/  Bv^  sin  A 
i?  =  fdvi  sink  —  t^  ^  /  Svi  cos  A 

woraus  durch  Elimination  von  f^  und  t^i: 

Msin(A+Ö — t?sinfcosA  =  ArsinA  (36) 

Dies  ist  die  gesuchte  Guno  auf  -4,  welche  der  Kürzesten  (35)  auf  B 
entspricht.    Für  t  =  0  geht  sie  über  in  die  Krümmuugslinie  u  =  k. 

Ilinsichtlich  anderer  Fragen  ist  es  nötig  Uj,  Vj^  in  ?*,  v  darzu- 
stellen. Löst  man  die  Gl.  (25)  (26)  nach  uj^  und  v^  auf,  so  findet 
man: 

(37) 
Vj  =/cv8mA  —  äT^^^^ 

Bemerkenswert  ist  die  hieraus  hervorgehende  Beziehung  zwischen  den 
Gratlinien  von  A  und  B,   bestimmt  durch  u  =  v  und  t^x^^i?  ^^^  ^^^ 

M  =  r    und    M  =  v — rjrSiu^cosA 

Bezcichuen  also  xq  und  j*(,i  die  Coordinaten  der  beiden  Gratlinien,  so 
giebt  die  Einführung  der  Werte  von  u  in  die  beiden  Flächeugleichun- 
gen  (20)  (18): 

a^oi  =  /«  3^'  —  gr  cos  A  (a  sin  k  -{-p  cos  A) 

dv 
=  Xq —  gTCOsA(ofBinA+2}COsA) 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Einhüllenden  der  rectificirenden  Geraden  *) 
der  Curvc  r,  die  inverse  Abgeleitete*)  ist  daher  bekannt.    Man  hat 

}    also  den  Satz: 

I 

Die  Gratlinio  der  Mittelpunktsflächo  ist  die  Einhül- 
lende der  rectificirenden  Geraden  der  Gratlinie  der  ab- 
wickelbaren Urfläche. 

Unmittelbar  erhält  man  aus  Gl.  (20) ,  indem  man  ?*  =  0  setzt, 
den  Satz: 

Die  Gratlinio  einer  Abwickelbaren  entspricht  sich 
selbst  auf  der  Mittelpunktsfläche. 


\ 


•)  Nachträge  4.  a.  Arch.  LX.  p.  394.  Gl.  (100)  (102). 
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Bemerkenswert  ist  ferner  die  Beziehung  zwischen  der  Gratlinie 
von  A  und  den  ihren  Evolventen  entsprechenden  Curven.  Setzt  man 
nämlich  in  Gl.  (20)  n  constant,  so  erhält  man  die  Gleichung  einer 
hekannten  Begleitenden  *).    Es  zeigt  sich : 

Das  System  der  Erümmungslinicn  einer  abwickel- 
baren  bildet  sich  auf  der  Mittelpunktsfläche  ab  als 
eine  Schar  von  Geraden  und  eine  Schar  von  reciproken 
Binormal-begleitenden  0.  Ordnung  der  Gratlinie  der 
ürfläche. 

Schliesslich  ist  bekannt,  dass  alle  parallelen  Flächen  eine  ge- 
meinsame Mittelpunktsfläche  haben.  Folglich  muss  das  mit  2  Para- 
metern variirende  System  von  Flächen  A^  welches  einem  B  entspricht, 
in  Scharen  paralleler  Flächen  zerfallen.  Dies  zeigt  sich  in  der  Tat, 
wenn  man  mit  Anwendung  von 

p  =  cTj  cos  A  —  g-  sm  A 
Gl.  (34)  folgendermassen  schreibt: 

Ist  dann  6  constant,  während  D  variirt,  so  variirt  (xyz)  längs  der 
Normale  um  constaute  Strecke,  und  A  bleibt  sich  paralleL  Jedem  d 
gehört  dann  eine  besondere  Schar  paralleler  Flächen  zu. 


•)  Nachträge  2.  b.  Arch.  LX.  p.  387.  Gl.  (51). 
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1. 

Die  Kegelfläehen  am  Drelkant« 

Eine  interessante  Anwendnng  der  von  mir  in  Nr.  XVI.  des  58. 
Bandes  des  Archivs  hergeleiteten  Formeln,  welche  sich  auf  die  Func- 
tionen Sinus  nnd  Cosinus  einer  dreikantigen  Ecke  E  und  diejenigen 
der  durch  eine  neue  Gerade  oder  eine  neue  Ehene  mit  den  Kanten 
oder  Ebenen  der  ursprünglichen  Ecke  bestimmten  Teilecken  Tj,  r«, 
r,  oder  X|,  Xs,  X3  beziehen,  nämlich: 

(1)  Cos^  =  CosTj.cosrfj-l-Cos  Tg.cosrfg+Cosrj.cosdj, 

(2)  CosTi  =  CosJK.cosrfj  — Cos^a.cosc+Cosrg.cos*  etc., 

(3)  Sin  E  =  —  Sin  Ij .  cos  ^j  —  Sin  X^ .  cos  ö^  —  Sin  I3 .  cos  ^3, 

(4)  Sin  Ij  ==  —  Sin  ^ .  cos  5^  +  Sin  Ig  •  cos  y  +  Sin  I3 .  cos  ß  etc., 

in   welchen  T^(%i)  die  durch  die  Gerade  (Ebene)  mit  der  zweiten 
und  dritten  Kaute  (Ebene)  bedingte  Ecke,  d^(dj)  den  Winkel  zwischen 
der  Geraden  (Ebene)  und  der  ersten  Kante  (Ebene) ,  c(y)  den  durch 
die  erste  und   zweite  Kante   (Ebene)   eingeschlossenen  Winkel   be- 
xeicbiiet,  —  bietet  der  Fall  dar,  dass  die  Gerade  (Ebene)  mit  den 
Kanten  (Ebenen)  der  Ecke  denselben  Winkel  d{ö)  bildet.    Die  Ge- 
rade ist  alsdann  die  Axe  desjenigen  Uradrehungskegels,  welcher  um 
die  Ecke  beschrieben  werden  kann ;  im  anderen  Falle  ist  die  auf  der 
Kbeoe  im  Scheitel  der  Ecke  errichtete  Normale  die  Axe  desjenigen 
ündrelmngskegels,  welcher  sich  in  die  Ecke  einschreiben  lässt.    Die 
Mf  dio  omgeschriebene  Kegelfläche  bezüglichen  Gleichungen  nehmen 
^11)  ond  (2)  folgende  Gestalt  an: 
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(5)  Cos  £  =  COS  rf .  (Cos  2\  +  Cos  Tg + Cos  T^\ 

i  CosTi  +  cosc.CosT^+cos&.Cosrg  =  cos  d.  Cos -E, 

(6)  I  cos  c .  Cos  Tj  4*     Cos  Tjj     +  cos  a .  Cos  T^  =  cos  il .  Cos  E  und 
f  cosÄ.Cos  jri4-cosa.CosT3+      Cos  T^     =  cosrf.Cos£. 

Der  Nenner  für  dio  aus  (6)  folgenden  Werte  von  Cos  7\,  Cos  T^ 
und  CosTg  wird  dargestellt  durch  die  Determinante: 

1  cos«»  cos 6 
cosc  1  cosa 
cosi    cosa      1 

d.  h.  durch  1  —  cosa^  — cosft^ — cosc-+2cosa.coS(>.cosc;  mithin  ist 
der  Nenner  4.Cos£*. 


Der  Zähler  für  Cos  T^  wird 
cosrf .  Cos£    cosrf .  Co^E    cosc/ .  Cos A' 


cosc 
cosö 


1 
cosa 


cosa 
1 


=  COSJ.Cosii; 


111 
COSc       1       cosa 
COS&     COSa       1 


d.  h.   COSc/.CosJS.  (1 — cosa*— COSÄ — COSC  + cosa.  COSi  +  COS«,  cosc) 

und  die  Zähler  für  Cos  T^  und  Cos  T^  sind  diesem  Ausdrucke  analog 
zu  hilden.  Man  erhält  dcnmach  durch  Addition  der  so  bestimmten 
Werte,  wenn  man  zugleich  mit  dem  Nenner  multiplicirt  und  durch 
4.Cosi?  dividirt: 


Cos  E .  (Cos  r,  +  Cos  T^  +  Cos  Tg)  =  cos  d .  N\ 


wenn 


4A'*  =  3  — cosa*  — cos6* — cosc* — 2cosa— 2co86  —  2co8c 
+  2cosa.cosÄ+2cosa.cosc+2cosft.cosc 
gesetzt  wird. 

Yerhindot  man  hiermit  die  Gleichung  (5),  so  entsteht  nach  ein* 

fachen  Reductionen: 

Cosi:;  =  cosd.iV 
und  daher 

(7)  cosrf  =  — ^. 

Wenn  man  in  dem  durch  4A'*  repräsentirten  Werte  die  Sinus 
der  halben  Winkel  einführt,  so  lässt  sich  der  Factor  4  beseitigen, 
und  es  ergiebt  sich: 

(8)  iV>  ==  2  sin  ia«.  sin  ^Ä*  +  2  sin  \a\  sin  Je« 

+  2  sin  \h',  sin  Je*  —  sin  Ja*  —  sin  J6* — sin  J<^. 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  in  ein  Product  von  vier  Factoren 


Miscellen*  217^ 

ongestalten,  von  welchen  der  erste  sin|a4-S]ni5-f-sini<;  -»  2m  ist; 
ie  übrigen  sind  2(i»  —  sin^a)  u.  s.  w.,  so  dass 


(9)  N  =  4.ym.  (m —  sin  Ja),  (w  —  sin  \h),{rn  —  sin  \c) 

gefunden  wird. 

Wenn  man  in  dem  oben  vorgekommenen  Werte  von  4CosJS* 
ebenfalls  die  Sinns  der  halben  Winkel  anwendet,  so  verwandelt  sich 
derselbe  in: 

(10)  Cos  je:*  =  2  sin  Ja«,  sin  \b^+2  sin  \a\  sin  Je« + 2  sin  \h^,  sin  Je« 

—  sin  Ja*  —  sin  \b^  —  sin  \c^ — 4  sin  Ja*,  sin  Ji*.  sin  Je*. 

Dnrch  (7),  (8)  nnd  (10)  ist  nun  die  Aufstellung  eines  einfachen 
Anidruckes  f&r  sinc^  ermöglicht,  nämlich: 

....  .  2  sin  ^.  sin  Jd.  sin  Je       2.  [sin  Ja] 

\llj  Sina  = — =  r; » 

Md  in  Folge  dessen  wird: 

/tos  ^    ,         Cosi:: 

U2j  COtgrf  =  o   r  •    IT 

^  2.[sinJaJ 

Andererseits  erhält  man  durch  die  mit  Hülfe  der  Gleichung 

COS«  = — cos/3.cosy  +  8ini3.siny.cosa 

'    «üttelten  Werte 

.  ,      I  /—  cos  <f .  cos  (<f — «)       _        ,         1  /cos(<y— ß) .  cos(<y — y) 

^ja  =  1/ .    ;,    . und  cos  Ja  =  1/  — ^ — .    L 

f  smp.smy  *         r  sinp.smy 

inter  Berücksichtigung  des  Wertes 

y —  cos  0.  cos  (<r — a) .  cos  (a — /3).cos(<y  — y) 
Ar  Sin  £  die  Bestimmung: 

(13)  cotg  Ja  =  ^cos<T.cos(<T-«)- 

Stellt  man  femer  die  dem  obigen  Ausdrucke  für  sin  Ja  cnt- 
prechcnden  für  sln}&  nnd  sin  Je  auf,  so  ergiebt  die  Multiplication 
ie«er  drei  Werte: 

r.   ,n       —  COS <y . Sin i5;  r       -i        •        •   ^    • 

[sinjaj  = r  .     -I *  wo  [smaj  «=  sina.sinp.siny  ist, 

^^  r  .   1  -I      -— coscy.sina      — costf.Cos-K 

4)  2.rsmja]  = -. -. —  = p.    ^ > 

^  L      »  j  gjQjjp  Sin-E 
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sin«       CosE  . 

da   2Siii£  =  siiia.sin5.siny    und    -. —  =  EiZ~£'  **^ 

'^        '  sina       Sini:. 

Weil  jetzt  die  Yerbindong  der  Gleichungen  (13)  und  (14)  dts 
Resoltat 

•-       *  -J        ^'  C05(tf — a) 

CosA* 

(15)  cotg  Ja .  cos  («-«)  =  öTS^ 

giebt  so  gelangt  man  wegen  (12)  zn  der  einlachen  Beziehung: 

(16)  cotg^  =  cotg|a.cos(ff — o). 

Eine  der  Torstehenden  analoge  Betrachtang,  welche  sich  an  die 
Gleichungen  (3/  und  (4)  anknüpfen  würde,  führt  zu  einer  ähnlichen 
Relation  fär  den  Winkel  ö.  welchen  eine  durch  den  Scheitel  der  Ecke 
gelegte  Ebene  mit  jeder  Seitenfläche  der  Ecke  bildet;  sie  lautet: 

(17)  cotg6  =  tgia.sin(« — a).  wenn  *  =  i(a+*+*^)  *»*• 

Man   findet  nämlich   hierbei   nach   und  nach  als  Correlate   zu  den 
Gleichungen  (7\  (9),  (11),  (12).  (13),  (14)  und  (15)  die  folgenden: 

,        Sin  /•." 
cos  ö  =    ^   , 


31  -^  1.1  j.(.tt — cos}ff).(M — cos}i).(fi  —  cos^/), 
wo  li  =  i(cos|a  +  cosfi-i-cosi)r)  istj 

.   j.        2. [cos Ja] 
sind  =  ~~«? 

COtgO  =  zr-r i"-. 

*         2.[cosJ«j 

Cosa: 
tgj«  =  — 

c  •  eil 


sin«.sin(#  — a) 


^  -      -  -,       sin^.SinE 


und 


.    1      •   /         V  Sin^ 

tg|a.sin(«— a)  «  ~r~^ .^• 

2.LeosiciJ 

Denkt  man  sich  zu  einer  Kante  der  ursprünglichen  Ecke,  etwa 
der  dem  Winkel  a  gegenüborlit^nden,  den  ergänzenden  Gegenstrahl, 
oder  auch  zu  den  beiden  anderen  Kanten  ihre  Gegenstrmhleay  so  er* 
hilt  man  in  jedem  Falle  ein  Dreikant  dessen  Linieninnkel 
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fl,    ISO^—b    und    1800— (?, 

and  dessen  Flächenwinkel 

a,    1800— /5    unj    180«— y    sind. 

Statt  die  dem  Linienwinkel  a  gegenüberliegende  Kante  zu  ver- 
li&ugeni  kann  man  auch  die  den  Flächenwinkel  a  einschliessendcn 
Ebenen  sich  erweitert  denken,  und  statt  die  den  Linienwinkel  a  ein- 
schliessendcn Kanten  zu  yerlängcrn  kann  man  auch  die  dem  Flächen- 
Kinkel  a  gegenüberliegende  Ebene  über  den  Scheitel  der  Ecke  hin- 
aus fortsetzen. 

In  jedem  dieser  Fälle  entsteht  ein  Nebendrei k an t  des  ur- 
sprünglichen, in  welchem  die  Summe  der  Linicnwinkel,  die  als  Um- 
fang desselben  bezeichnet  werden  möge, 

360«- (&-f  c— a)  =  3600— 2.  («—a) 

beträgt,  und  in  welchem  die  Summe  der  Flächenwinkel,  die  Inhalt 
desselben  hcissen  soll, 

3600— (jJ+y  — o)  =  3600  — 2.((y— «) 

ausmacht,  so  dass  der  Umfang  eines  solchen  Nebcndreikants  von 
(# — a)  und  der  Inhalt  von  (a  —  a)  abhängt.  Hiernach  kann  man 
den  Formeln  (16)  und  (17),  da  aus  ihnen  hervorgeht,  dass  (a  —  a) 
allein  durch  d  und  a,  (a — a)  aber  nur  durch  d  und  a  bedingt  wird, 
folgende  Deutung  geben: 

1)  Wenn  man  sich  auf  einer  Umdrehungskegelfläche  zwei  Seiten- 
linien fest  und  eine  dritte  auf  dem  einen  der  beiden  zwischen  den 
ersteren  liegenden  Teilen  der  Kegelflächo  beweglich  denkt,  so  haben 
alle  diejenigen  Dreikante,  welche  durch  die  festen  Geraden  und  den 
Gegenstrahl  der  beweglichen,  oder  durch  die  Gegenstrahlen  der  festen 
und  die  bewegliche  Gerade  selbst  als  Kanten  bedingt  werden,  den- 
selben Inhalt. 

2)  Legt  man  an  eine  Umdrehungskegelflächo  zwei  feste  sie  be- 
rührende Ebenen  und  eine  dritte  ebensolche  auf  dem  einen  der  bei- 
den zwischen  jenen  befindlichen  Teilen  der  Kegelfläche  bewegliche, 
so  haben  alle  diejenigen  Dreikanle,  welche  durch  die  festen  Ebenen 
und  die  Erweiterung  der  beweglichen,  oder  durch  die  Erweiterungen 
der  festen  und  die  bewegliche  Ebene  selbst  als  Seitenflächen  bedingt 
werden,  denselben  Umfang. 

C.  Hellwig,  Professor  in  Erfurt 
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2. 


Umite  de  Terreur  que  Ton  eommet, 

en  substituant,  dans  an  ealeul,  la  nioyenne  arithm^tique 

de  deux  nombres  h  lear  moyeiuie  s:^n^trlqiie. 

1.    Soient  n  et  N  deux  uombres  inegaux;  on  a  Tidcntite  evidente 


On  en  tirc 


-V.  <  m'. 

et,  en  extrajant  la  racine  carrec, 


/TT-    ^iV  +  » 


Donc  la   moyenno  geometrique  de   deux  nombres   in- 
egaux est  plus  petite  que  leur  moyenno  arithm^tique. 

2.    Appolons   e  Texces  de   la   moyenne   arithmetique    des  deux 
nombres  n  et  N  sur  leur  moyenne  geomötrique,  de  sorte  que 

e  =  — 7—  —  ^  ^»' 

Multipliant  et  divisant  le  second  membre  par  — ;^ [-V^^n,  on  ob- 

tient 


Mais  on  a  _ 

donc  11  vient 


e< 


Sri 


Ainsi  Terreur  que  Ton  commet,  en  rempla^ant  la  mo- 
yenne göometrique  de  deux  nombres  inegaux  par  leur 
moycDue  arithmetique,  est  moindre  que  le  carre  de  la 
diff^rence  entre  les  deux  nombres,  divise  par  roctuplo 
du  plus  petit  de  ces  nombres. 

Georges  Dostor. 
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3. 

Propri^t^  ^lementaires  des  nombres. 

1.     Tout  nombrc,  terminö  par  un  7  ou  par  un  3,  est 
factcor  d'na  multiple  de  10,  augmont6  de  1. 

Car  tont  nombre,  terminö  par  un  7,  est  n^cessairement  de  la 

forme 

lOp  +  7; 

et  tout  nombre,  termin^  par  un  3,  est  de  la  forme 

10g +3. 
On  en  tire,  en  multipliant 

(l(]^+7)(10g+3)  =  10()p(z  +  30p+70g+21. 

==»  lOOpg + 30p  +  70^+20+ 1, 
oo 

(10p +7)  (10g +3)  =  10(10pg+32?  +  7g+2)  +  l, 

ce  qu'il  £EÜlait  prouver. 

Ainsi  nous  avons 


7.3  =  21  =  20+1 
17.3=  51  =  50+1 
27.3=  81=  80+1 
37.3  =  111  =  110+1 


3.7  =    21  =    20+1 

13.7=    91=    50+1 

23.7  =  161  =  160+1 

etc.        33.7  =  231  =  230+1 


etc. 


2-     Tout  nombre,  tcrmine  par  un  7  ou  par  un  3,  est 
aossi  factcur  d'un  multiple  de  10,  diminue  de  1. 

I>cax   nombres,  tcrmin6s  chacun  par  un  7,  pouvant  etre  ropr6- 

sent^s  par 

lOp+7    et    lOg+7, 

on  a,   ponr  leur  produit, 

(10p+7)(10g  +  7)  =  100pg+70p  +  70g+49 

=  100pg+7()p  +  70g+50— 1, 

oa 

(10p+7)(10g+7)  =  10(10pg+72)+7g+50)  — 1. 

Ainsi  on  a 

7.7«    49=    50—1 

17.7  =  119  =  120—1 

27.7  =  189  =  190—1. 

37.7  —  259  =  260—1;  etc. 
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On  di^moütrc  de  la  memo  mani^rc  quo  tout  membre,  tcrniin^  par 
un  3,  est  facteur  d'un  multiple  de  10,  diminu^  do  1. 

3.  Tout  nombre,  termin6  par  un  9  ou  par  un  1,  est 
facteur  d'un  multiple  de  10,  diminue  do  1. 

Puisque  9  =  10 — 1,  los  uombrcs,  termin^s  par  9  ou  par  1,  sont 

de  la  forme 

10p  — 1    ou    10q+1. 

Commc  on  a 

(lOp  — l)(10(z+l)  =  100/j(z+10p  — lOg— 1 

=  10(10p(z+/>-(?)-l, 
le  principe  est  d^montre. 

Ainsi  on  a 

9.1=    9  =  10  — 1;  1.9=    9=    10  — 1; 

19.1  =  19  =  20  —  1;  etc.        11.9  =  99  =  100  —  1;  etc. 

4.  Tout  nombre,  termin^  par  un  9  ou  par  an  1,  est 
aussi  facteur  d'un  multiple  de  10,  aagment6  de  1. 

Deux  nombre,  terminös  cbacun  par  un  9,  ponvant  etre  r^r6- 

sentes  par 

lOp  —  l    et    lOr^r  — 1, 
on  a 

(10p  — l)(ia/  — 1)  =  100;)2  — lOp  — lOy+l 

=  lO(10|p/z— /)—(/) +  1. 

La  seconde  partie  est  evidente. 

5.  Theoreme  L  Un  nombre  cntier  JV  est  divisible  par 
tout  diviscur  a  do  10-4  +  1,  lorsque  la  diff6rence  entro 
lo  nombre  li  des  dizaines  de  iV",  et  A  fois  lo  chiffre  u  de 
ses  unites,  est  divisible  par  a. 

Nous  avons 

et,  en  multipliant  par  A^ 

(1)  AM  —  10-4^/+^u. 

Mais,  puisque  a  est  un  diviseur  de  10^+1,  on  peut  6crire 

10^+1  =«5, 

ou  q  est  an  nombre  entier.    On  en  tire 


ce  qai  change  (1)  en 


10i4=a^— 1, 
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oa  cn 

NA  =  aqd  —  {d  —  Au). 

Poisqae  a  divise  aqd^  s'il  diviso  d — Au^  il  di^isera  aassi  NA. 
Comme  a  est  premier  avec  A^  il  divisora  N, 

6.  CoroUaires.  Le  nombre  7  est  un  diviseur  de  10.2+1; 
donc  7  divisera  Ny  s'il  divise  d — 2u.    Ainsi 

Un  nombre  est  divisible  par  7,  lorsque  la  diff^rence 
entre  le  nombre  de  ses  dizaines  et  le  double  chiffre  des 
nnites  est  divisible  par  7. 

LfC  nombro  17  est  diviseur  de 

10.5+1  =  51  =  17.3; 

donc  17  divisera  iV,  s*il  est  an  diviseur  de 

d — 5tt. 

Le  nombre  27  est  diviseur  de 

10.8+1  =  81  =  27.3; 

donc  27  divisera  N^  s'il  divise 

rf— 8u. 

L.e  nombre  37  est  diviseur  de 

10.11+1  =  111  =  37.3; 

37  divisera  donc  N^  s'il  divise 

d— litt. 

7.  Th^or^me  II.  Un  nombre  entier  N  est  divisible  par 
tont  diviseur  a  de  10^ — 1,  lorsque  la  somme  entre  le 
Bombrc  d  des  dizaines  de  iV,  et  A  fois  le  chiffre  u  de  ses 
nnites,  est  divisible  par  a. 

Pnisqne 

JV=  lOrf+tt 

on  a 

NA  =  lO^ci+^tt. 

Mais  r^gaUtS 

10^—1  =  05 

donne 

10^  =  a^  +  l; 

de  Sorte  qn'il  vient 

NA  =  (a^  +  l)rf+^M  =  aqd+{d'\-Au), 

4i«fi^  81  a  divise  d+-4tt,  a  divisera  N 
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8.  Corollaires.    Lc  nombre  7  divise  50—1;  il  diviscra  donc  A, 

8*il  est  un  diviscur  do  rf+öu. 

Lo  nombro  17,  divisant  120 — 1,  sera  un  diviseur  de  N,  8*il  di- 
viso  f/+12M. 

9.  Remarque.  Lc  caracterc  do  divisibilit^  par  7,  ^Donc6  aa 
n^  6,  a  6t6  donne  par  M.  Zbikowski  dans  los  Melanges  math^- 
matiqucs  ot  astronomiqucs  de  St  P^tersbonrg,  tomc  III,  12  de- 
ccmbro  1860.  Yoir  la  Nouvellc  Correspondance  math^ma- 
tiquo  do  M.  £.  Catalan,  tomc  IV,  1878,  pago  157. 

10.  Probleme.  Tronvcr  lo  plus  pctit  nombre  possible, 
qui,  divisö  par  a,  donne  pour  roste  a — r;  divis^  pari, 
donuc  pour  reste  h  —  r;  divis6  par  c,  donne  ponr  reste 
c  — r;  etc.;  ct  cnfin,  divis^  par  /,  donne  pour  reste  l — r. 

D6signons  lc  nombre  cberchd  par  N.    Nous  devons  avoir 

iV«  aqi-\-aT  =  aC^j+l)  — r, 
i\'=s  iq^^b^r  =  6(52  +  1)  —  ^'i 
^^  ^  cq^  +  c—r  =c(33  +  l)  — r, 

N  =  Iqn+l  —  r  «  Hqn+1)  —  r, 
oü  <7|,  q^y  <73,  ...  qn  dosigncut  des  quotients  entiers. 

Nous  voyous,  par  ces  egalitos.  quo  le  nombre  N  augmenti  de  r, 
est  divisible  ^  la  fois  )uir  «i,  Z»,  r, . . .  /.  Donc  ce  nombre  iVT  est  £gal 
au  plus  petit  eomuiun  de  <i,  A,  <?,.../,  diminue  de  r. 

11.  Conime  application.  cherchons  le  plus  petit  nombre 
possible,  qui,  divise  par  2,  donne  pour  reste  1;  diYisA 
par  3,  donne  pour  reste  2;  divise  par  4,  donne  ponr  reste 
l\;  etc.;  et,  eufin,  divise  par  10,  donne  pour  reste  9. 


Dans  toutes  ces  divisious^  chaque  reste  est  egal  an  diviseur 
rospondant  diminue  de  l.  Le  nombro  demande  est  donc  £gal  an 
))lns  potit  oommuu  multiple  des  dix  premiers  nombres  entien  1,  2, 
«V  ...  10  diminue  de  1.  ou  egal  a 

5.7.8.1^—  1  =  2:>Ä>  — 1  =-  2519. 

Cotte  question  uumerique  a\aii  ete  proposee  en  France»  rf^na  la 
classo  de  Tn>isi«^me,  au  Copoours  gi^neial  des  Lycees  poor  1873. 

Georges  Dostor. 


Ent^N-ickelung  aller  Eigenschaften  der 
Logarithmen  und  Kreisfunctionen   aus  dem 
bestimmten  Integral. 


Herrn  Dr.  A.  F.  Entleutner. 


Einleitung. 


Nachstehende  Zollen  liabcn  den  Zweck,  ein  Verfahren  zu  verau- 
sduolichen,   durch   welches  alle   Eigenschaften    einer    nnbekannten 

Fonctioa  F{r),  welches  durch  ein  bcstiminlea  Integral  ffudu  darge- 
stellt ist,  aus  dem  Begriffe  dieses  Integrales  geschöpft  worden  können. 
Da  die  Function  f{ir)  als  ciuo  solche  vorausgesetzt  wird,  die  sich 
dorch  die  vorhandenen  und  bereits  bekannten  Functionen  nicht  aus- 
drflckcn  ISsst,  so  küuncn  wir  von  der  indirecten  Definition  eines  lu- 
legi«]a,  welche  auf  eine  gewisse  unter  den  vorhandenen  Functionen 
znrfickweist,  als  deren  Ableitung  die  zu  intcgrircnde  mittelbar  oder 
anmittelbar  zu  erkennen  sei,  kciaeu  Gebrauch  maclicu,  sondern  uiüssen 

die  directe  Definition  des  Integrals  f  fuhu,  als  einer  Summe  von  un- 
endlich vielen  Gliedern,  zum  Ausgangspunkte  wählen.  Demnach  vor- 
stehen wir  unter  dem  S}'mboI//it8H  jenen  bestimmten  Wort,  welchen 
die  Summe 

T«n  um.  16 
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in  welcher  sich  £  dem  Verschwinden  nähert  und  «i  +  ft+f«  ...+*■ 
^=x—a  ist,  unter  Voraussetzung  der  Continuität  der  Function  /» 
zwischen  a  und  x^  bekanntlich  zur  Grenze  hat;   oder  wir  definira 

das  Integral //ti  du  als  eine  Summe  von  Producten   der  gegebenet 

a 

Function  /?i,  deren  Variable  zuerst  den  Wert  a  erhält  und  besiftndig 
um  ein  unendlich  kleines  Increment  s  wächst,  in  sämmtliche  Incre- 
mente  der  Reihe  nach,  durch  welche  die  Variable  von  a  bis  x  auf- 
steigt. 

§2. 

In  dieser  Definition  sind  zunächst  die  Grenzen  a  und  dr,  sowie 
die  Incremente  e^,  ^29  h-t  •••  ^»»  ^^^^^  gedacht.  Hieran  knfipft  sich 
jedoch  die  Frage,  ob  und  unter  welchen  Bedingungen  die  durch  das 

X 

Symbol  ffudu  bezeichnete  Summe  auch  dann  noch  gegen  einen  end- 

a 

liehen  Wert  convergirt,  wenn  man  die  Grenzen  a  und  x  mit  den  all- 
gemeinen Werten  «4-/3*  und  y-^-^i  vertauscht  und  die  Variable  ver- 
möge eines  beliebigen,  unendlich  Abwechslung  fähigen  Verfahrens  ans 
der  Grenze  oi-^ßi  in  die  Grenze  y-^-^l  übergehen  lässt;  mit  andern 
Worten:  ob  und  unter  welchen  Bedingungen  bei  Anwendung  imagi- 
närcr  Grenzen  und  imaginärer  Incremente  ii*gend  eine  dem  Integral 

ffudu  analog  gebildete  Summe,   zu  deren  Bezeichnung  vorläufig  das 

a 

Symbol  E  /udu  dienen  mag,  die  Bedeutung  des  Symboles 
/        fuBu  erreicht    Es  lässt  sich  nun  beweisen^),    dass  die  Summe 

y+cfi 

£        im  Allgemeinen  durch  die  Reihe 

f/^^"+  /'"'''"\  +  (/•+'*•'  +  z '*'''*)  ... 

ausgedrückt  werden  kann,  und  dass  jede  Summe  £  ,  sowie 

jede  Summe  £  ,  erstere,  wenn  /■(««-!+ r*)  zwischeu  den  re- 

eilen  Grenzen  ßn-\  und  ßn^  letztere,  wenn  /(m4~/?h0  zwischen  den 

1)  S.  Gruncrt'fl  Archiv  der  Mathcm.,  Teil  SS,  Abhandlnng  XIV. 


I 
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eüen  Grenzen  c/„-i  und  an  continuirlich  ist,  gegen  einen  bestimmten 
wert  convergirt.    Es  steht  also  fest,  dass  die  Summe  £       ,  so  ge- 
bildet  werden  kann,  dass  wir  berechtigt  sind,   sie  durch  das  Symbol 
fudu  zu  bezeichnen. 

§  3. 

Ist  die  Function  fu  schlechthin  continuirlich,  d.  h.  gibt  es  ab- 
tolot  keinen  [reellen  oder  imaginären]  Wert,  für  welchen  die  Func- 
tion fu  discontinuirlich  wird,   so  führt  die  Betrachtung  des  Integrals 
ffudu   zwischen   imaginären  Werten   zu   keinen   neuen  Ergebnissen. 
Denn  es  sind  in  diesem  Falle,  wie  in  der  oben  citirten  Abhandlung 

y+rri 

gleichfiAlls  bewiesen  wird,  die  unter  dem  Symbol  /      fudu    denkba- 

a-\-ßi 

ren   Summen   ihrem  Werte   nach  nicht   verschieden,   oder  sie  sind 
fimmtlich  gleich 

f       fudu-^-f       fudu, 
wcJehe  Summe  gleichbedeutend  ist  mit  der  Sunmie 

/  Aw  "i"  ^08w+  iff{ct  -\-  vi)dv 

a 

ond  daher,  wenn  l5  =»  0,  5  =  0,  u  =  a,  y  =^  x  gesetzt  wird,  tibergeht 
in  / ftiBuj    80  dass  man  auf  diesem  Wege  kein  anderes  Resultat  er- 

m 

hMlty  als  das  durch  die  Betrachtung  des  Integrals //u8u  zwischen  re- 
ellen Grenzen  bereits  gewonnen. 

Anders  aber  verhält  sich  die  Sache,  wenn  die  Function  fu  zwar 
den  Grenzen   a  und  x  continuirlich  ist,  aber  ftlr  einen  ge- 
Wert  von  der  Form  p-^-qi  discontinuirlich   wird.    Während 


n&xnlich  in  diesem  Falle  das  Integral //u dt«   unendlich-vieldeu- 

a 

t  i  g  ist,  liefert  die  Betrachtung  derselben  zwischen  den  reellen  Grenzen 
a  und  X,  bei  ausschliesslicher  Anwendung  reeller  Incremente,  nur 
^nen  einzigen  seiner  Werte,  und  alle  Eigenschaften,  welche  aus 
der  Definition  desselben  unter  Voraussetzung  reeller  Grenzen  und 
reeller  Incremente  geschöpft  worden  sind,  gelten  nur  innerhalb  der 
Grenzen  a  und  x  und  nur  für  reelle  Werte  der  Veränderlichen. 
Jetzt  also  ist  die  Betrachtung  des  Integrals  ffudu  zwischen  imaginä- 
ren Grenzen  erst  fruchtbar  und  zur  Erschöpfung  seines  Wesens  un. 

Denn  ist  die  Function  fu   nicht  schlechthin  continuirlich, 

15* 
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80  haben  die  unter  dem  Symbol  /       fudu  denkbaren  Summen  kei" 
neswegs  gleichen  Wert,  sondern  unterscheiden  sich  von  einander,  iri0 
von  der  Summe  /      fudii-^-f      fudv  um  Vielfache  einer  bestiniB- 

a+ßi  a\di 

tcn  Differenz  J,  so  dass,  wenn  die  Betrachtung  dos  Integrals /jf«&i 
zwischen  den  reellen  Grenzen  a  und  x  einen  gewissen  Wert  dessdbea 
0(x)  ergeben  hat,  dessen  allgemeiner  Wert  g>(x)^  den  wir  aus  der  j 
Betrachtung  desselben  Integrals  zwischen  den  Grenzen  a-f-ß»  vod 
y+d»  erhalten,  wenn  wir  zuletzt  P=*0,  ä  =  0,  a«a  und  y  — « 
setzen,  durch  die  Gleichung  q>(x)  =  <P(f)-|-m/f,  wo  m  eine  beliebige 
ganze  Zahl  bedeutet,  seinen  erschöpfenden  Ausdruck  erhält 


§4. 
Dieses  hiemit  in  seinen  Hauptmomenten  angedeutete  Yerühren^ 

/du 
—     veran- 
schaulichen.   Die  Function  -  ist  zwischen  den  Grenzen  1  und  sl  wenn 

X  eine  beliebige,  aber  positive  Zahl  bedeutet,  continuirlich;  folj^idi 
wird  die  Summe: 

in  welcher  e  unendlich  klein  und 

Pdu 
ist,  gegen  einen  bestimmten  endlichen  Wert  /  —   convergiren,   dfln 


/^ 


wir  durch  das  Symbol  Logx  bezeichnen.  Diese  Function  Log  x  wird 
als  völlig  unbekannt  vorausgesetzt.  Die  elementare  Betrachtung 
der  Logarithmen  und  Ereisfunctiouen,  sowie  deren  YervoUständigiiiig 
durch  die  Analysis,  ist  also  für  uns  gar  nicht  vorhanden;  wir  ab- 
strahiren  überhaupt  von  der  Kenntniss  irgend  welcher  Trans* 
cen deuten  und  setzen  nur  die  algebraischen  Functionen  nnd 
ihre  Ableitungen  als  bekannt  voraus. 
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§5. 

6 

ins  der  in  §  1.  anfgestclltcu  Dctiiiition  ciues  Integrals  ffudu 

a 

ife  der  bestimmton  Grenze,  gegen  welche  die  Reihe 

-^fnfia+B^-Jrh  ...  +«H-2  +  fn-l), 

Ji  welcher  sich  «  dem  Verschwinden  nähert  und  £i4~^2-~I"^m  =  *— « 
tfty  eonvergirt,  ergchen  sich  sofort  folgende,  für  unsere  Entwickelung 
gßDz  besoDders  vrichtige  Sätze: 

b  a 

I.    ffuSu  =  — ffudu. 
a  h 

Denn  da 

ö  =  b  —  f  1  —  f 2  ...  —  Bn 


fr 

SO  I2s8t  sich  J  fu9u  auch  darstellen  durch  die  Summe: 

a 
i/ih i^ «2~-— *h)+*«A*— «2 — «3...— f»i)+...+fH-l/"(i— €n-l— f|») 

Schreiben  wir  diese  Summe  in  umgekehrter  Ordnung  und  setzen  da- 
bei raerst  für  die  Differenz  b  —  fn,  dann  für  &  — f„-i,  dann  für 
h — f«»— 2,  zuletzt  für  b  —  ti,  jedesmal  also  6,  so  erhalten  wir: 

h 

Bezeiclmen  wir  nun  —f,*  durch  c^',  —  fn-i  durch  e,',  ...  — t^  durch 
e'»«i   und  — fi  durch  f«',  so  finden  wir: 

/%a» kiY(*)+V/'(*+^i')+^..Y(^  +  «i'+f2')+  ... 

wählend  €i'+«i'+V+ •.•+*»'  =  « — *  ist-    Folglich  können  wir 
die  eingeldamnierte  Summe  durc 

//«^  -=-   //tt8M. 

^  9 


a 

// 

fr 


230  Entleutner:  Entwicklung  aller  Eigenschaften 

beb 
n.    ffudu^ffudu-^ffudu, 
a  a  c 

WO  c^  a'<Cff  ist,  welche  Gleichung  sich  sofort  ergibt,  wenn  man 
berücksichtigt,  dass 

a-f-fi  +  fg 4"  •  •  •  "f" ^«*  ==  ^    ^^^ 
und  dass  daher 

a 

h 

ist,  von  welcher  Summe  der  erste  Teil  offenbar  durch  ffudu  zu  be- 

c 

zeichneu  ist.    Aus  der  Gleichung  IL  folgt  aber  auch 

ebb 
f  fu  Bu  =  f  fudu  —  ffu  3m. 

'I  (I  c 

Man  kann  also  bei  Bestimmung  eines  Integrals  zwischen  den  Grenzen 
a  und  c  auch  über  die  letztere  hinausgehen  und  dann  wieder  zn  ihr 
zurückkehren,  wenn  nur  die  Function  fu  zwischen  den  äussersten  a 
und  b  continuirlich  ist 

III.   f  rndu^f<p'rf(g>r)dv, 


a 


Toransgesetzt,  dass  nicht  nur  die  Function  fu  zwischen  den  Grenzen 
n  «  tpa  und  ti  =  9^,  sondern  auch  die  Function  tpt  zwischen  den 
Grenzen  t»  =  «  und  r  =  /3  continuirlich  ist.    Denn 

während  9o+c'i+«'s+  .••  +f'»i-i+«'»i  =  ^ß  ist,  wobei  die  succes- 
siven  Incremente  e'  der  Function  qir  von  g>a  bis  fpß  den  successiven 
Incrementen  e  der  Veränderlichen  i*  von  a  bis  ß  entsprechen,  also 
auch  «+Ci4-*i+  •••  +fM-i+f«  =  ß  ist. 

Vermöge  der  Continuitüt  der  Function  q>x  zwischen  den  Grenzen 
a  und  ß  finden  folgende  Gleichungen  statt: 

daher  auch 
ferner 
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9>(«+<l  +  f2)  — («  +  fj)  =  Wif»  +  h)  =  «'«5 

daher  auch 


r 

daher  auch 
daher  auch 

=  9><H- f'i+ «'2+— "!"*'»»• 

Demnach  verwandelt  sich  die  das  Integral  /  fudu  vorstellende  Summe 
m  folgende: 

welche  sich  als  die  Definition  des  Integrals  ffp\f{<pt)dv  zu  erkennen 

gibt. 

IV.    Dbffudu  =  f{b). 

a 
b 

denn  die  Ableitung  Dh/fudu  bedeutet  das  Yerhältniss: 

a 

/  fudu  —  f  fudu 


— » 


ist  also  gleich 

fn+1 


fl»+l 


A*). 


232  EntUutneri  Entwickelumj  aller  EigenschafUn 

§6. 
Wie  bereits  in  §§  2.  und  3.  im  Allgemeinen  angedeutet  wurde, 
erfordert  die  erschöpfende  Untersuchung  des  Integrals  /  —  Betrach- 
tungen folgender  Art: 

/8t* 
zwischen  den  reellen 

Grenzen  1  und  x  (zwischen  welchen  die  Function  -  continuirlich  bleibt, 

wenn  x  eine  positive  Zahl  bedeutet)  unter  Voraussetzung  aus- 
schliesslich reeller  Incremente. 

—  zwischen  den  imaginären 

Grenzen  a+/3*  und  i^+g«  unter  Voraussetzung  teils  reeller  teils 
einfacher  imaginärer  Incremente  von  der  Form  di,  wobei  die 
Veränderliche  u 

I.  durch  lauter  reelle  Incremente  von  der  einen  Grenze  «-^-/?» 
zunächst  bis  jp-f /?/,  sodann  durch  lauter  imaginäre  Incremente  von 
p-^ßi  bis  zur  andern  Grenze  jp+(z*  fortschreitet,  oder 

IL  zuerst  durch  lauter  imaginäre  Incremente  aus  der  einen  Grenze 
a+/3/  zunächst  in  «  +  (//,  sodann  aus  a-j-Q"'  durch  lauter  reelle 
Incremente  in  die  andere  Grenze  P'{-qi  tibergeht,  oder 

in.  zuerst  durch  reelle  Incremente  «+/?<  bis  zu  einem  Zwischen- 
wert &x-{-ßi^  sodann  durch  imaginäre  Incremente  von  «j-f-jS*  bis  zu 
einem  andern  Zwischenwert  «i+jj,/  u.  s.  f.  abwechselnd  durch 
reelle  und  einfache  imaginäre  Incremente  bis  p-^-qi  anwächst. 

C)   Die  Betrachtung  des  Integrals  /  —  zwischen  den  imaginären 

Grenzen  «+/?/  und  ;>+5'  unter  Voraussetzung  com  plexer  ima- 
ginärer Incremente  von  der  Form  y  +  ^/. 

/hu 
—  zwischen  reellen 

Grenzen  unter  Voraussetzung  reeller  Incremente. 

§  7.  - 

Von  den  unendlich  vielen  Werten,  welche  das  Integral  /  ~ 
zufolge  der  beschränkten,  nur  zwischen  der  Einheit  und  einer  posi- 
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üTen  Grenze  x  stattfindendon  Continuität  der  Function  -  haben  muss, 

finden  wir  bei  ausscbliesslicher  Anwendung  reeller  Incremento   nur 

einen  einzigen,  welchen  wir  durch  logx  bezeichnet  haben.    Es  ist 

also: 

,  l_i !__  ,  1  j 1 


Setzt  man 


X 


«1  =  « 

t,  =  £(l+t)» 
£»=V(i +  £>-!, 


SO  bat  man 

r 


folglich 
also 

l  +  fl  +  ««  +  «3  =  (1  +  0^  U.   S.   W. 

Fol^ich  findet  man 

Iso,  wenn  sich  n  der  Grenze  a>  nähert, 

loga;  «=  llm(fie). 
Da  nun  ans  der  Gleichung 

1 
ftr  *  der  Wert  «»•— 1  gefunden  wird,  so  folgt 

1 
log«  =  lim  {»(«»•  — 1)}, 

wenn  sich  n  der  Grenze  qo  nähert. 

§8. 
Ana  den  Gleichungen  I.  und  U.  des  §  5.  folgt 
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xM  1  xy  xff  X 

rdu        Pdu  ,    Pdu        Pdu        Pdu      . 
J  1^-J  ^  +J   «  =y  ü  -  /    «  =  log*y-log*. 

X  Z  l  l  l 

Setzen  wir  aber  in  die  Gleichung  III.  des  §  5. 

ß  ^ß 

/w'v  —  dv  =  /  -du 
<Pv  J    u 

statt  q>v  die  Function  xv,  also 

so  finden  wir  für  a  =  1  und  ß  =  y 


das  ist 


/    ^3 

/    X  — ov. 

1 


also 


du 


J'-Z  =  J»8y- 


/du 
—  gefundenen  Werte  ergibt 

X 

sich 

logxy  =-  logaj+logy, 

welcher  Satz  auch  die  folgenden  drei 

X 

log- =  log«— log  y, 

log  (x*^)  =  w  log  Ä   und 

1        1 
log(a^)  =  -logx, 

wo  m  zunächst  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  selbstverständlich  macht 
Hieraus  aber  folgt  sogleich,  dass  der  Satz  logCo^)  >«  mlogx  filr 
jeden  beliebigen  reellen  Wert  von  m  (und  fOr  jeden  posi- 
tiven Wert  von  x)  Gültigkeit  hat. 
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§9. 

Es   sei   log«  =»  z.     Verstehen    wir   unter   «   denjenigen  Wert, 
weldier  der  Gleichung  lege  —»  1  Genüge  leistet,  so  ist 

logCe*)  =  »lege  =  AT, 
folglich 

loga;  =  log(c'), 

woraus  sich  die  Gleichheit  x  =  c^  ergiebt,  in  der  die  vorige  loga;  =  ^ 
ihre  Umkehrung  hat.    Nun  ist  nach  §  7.  für  n  «=  oo 

1 
loga:  =  lim{»i(a"  — 1)}  =  z\ 
folglich  auch 

lim{n([c']"  — 1)}  =«; 

folglich  immer  noch  unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  n  der  Grenze 
X'  n&hert: 


•    ««  -  lim  (J  + 1)". 


Setzen  wir  n  ==  ->   so  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  u  der 

Grenze  Nnll  nähert, 

1 

e*  =  lim(l+tta)« 
■od  man  erhält  endlich  nach  dem  binomischen  Lehrsatz 

e»  =  1 +«+ j-24-i72:3  + - 

welche   Reihe,  so  lange  tu  <<  1,  also  z  <<  -  ist,  mithin  fttr  joden 
reellen  Wert  von  «,  convergent  bleibt. 
Ist  also  2=1,  so  finden  ^ir 


/du 
—  zwischen  imaginären 

Grenzen  unter  Voraussetzung  einfacher  imaginärer 

Incremente. 

§  10. 

Um  zwischen  den  imaginären  Grenzen  a-f/^>'  ^"^^  y-f^^'  ^^  ^^ 
i  nach  %  6.  gegenwärtigen  Falls  möglichen  Uebergangsarten  der 
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—   auszuwerten,   behandeln   wi 


wir  zu- 


nächst die  beiden  einfacheren  Fälle,  in  welchen  sich  jene  Grenzen 
entweder  nur  in  dem  reellen  oder  nur  in  dem  imaginären  Teile 
unterscheiden. 

//ff/ 
— »  d.  h.  die  Summe 


wo  fi4-^2+-+'H  =  J— /3  ist. 
Aus  dieser  Definition  folgt: 


/du  _  .     /*   dv      _  .     Pa—m 


also 


y'du  _    P   vdv_  .   P  ttdv 

a+ßi  ß  ß 


Setzen  wir  in  Gleichung  III.  des  §  5. 


du 


statt  94  die  Function 


tl* 

~l    OIBU 

Vß 

„«  +  |J» 

q>,l 

und 


,       2« 
9>  •  =  „«• 


80  erhalten  wir 


/ 


2f;    1 

1 


das  ist 


«" 
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a*+d*       a*+ß*  a*+d* 

l       weil 

L  neu     , 

ist  (s.  $  8.) 

Setzen  wir  aber  in  die  Gleichung  III.  des  §  5. 

1 

du 


7»  9^ 


Statt  9v  die  Function  ->  also 


W"  i'     g,^  =-  -  und  9)\  =  ^ 


so  finden  wir 


rft?    oder 


/'  adv     _  /*    1 


a 


folglich 


a 

Gehen  wir  nun  zum  2ten  Fall  über  und  betrachten  das  Integral 
—9  ^^^  ist  die  Summe 

1        ,  1  .      _    _1_ , 

. 1 

=  y— ff» 


238 
woraus  folgt 
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n  -y  V  +  ßi  -  J  v^+  ß^        V  v'  +  ß' 

a-^-ßi  a  a  a 

Setzen  wir  in  die  Gleichung  III.  des  §  5. 


7  ^y 

/flp'r  —ilv^l    — 


9, 


Statt  q>v  die  Function  ~  os--*  also 

ß" 


SO  folgt 


y 
J   ~ß''ß'~+v^ 


\dv    oder 


^^ 


/^-l-y*         iS*+o«  /J«+y* 


y  /?•  J^    *   ß* 

Setzen  wir  femer  in  der  Gleichung  III.  des  §  6. 


V 


statt  q>v  die  Function  ^,  also 

P 


9a 


~ß 


Y 


9  « 


ß' 
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SO   folgt 


A- 


dv    oder 


a 

/'  ßdv     _    p   du 


also 


y 


y 

fdu        ..      /J«+y«         .   /Vf^u 


§    11. 


Die  Untersuchung  der  Integrale  /  y  und   /  —   bat  uns  somit 


a-^ßi  a-^-ßi 


/*  du 
rrri  geftl^rt    Da  die  Continuität  der  Function 

— : — i  keine  unbedingte  ist,  obschon  sie  zwischen  Null  und  jeder  be- 
liebigen  reellen  Grenze  x  stattfindet,  so  ist  im  Allgemeinen  das  Inte- 

X 

gnl  I  -    ."  ä  ^i^endlich  vieldeutig;  aber  unter  Voraussetzung  reeller 

Grenzen  und  reeller  Incremente  hat  es  nur  einen  einzigen  Wert,  den 
;     wir  durch  das  Symbol  arctgx  bezeichnen.    Es  ist  also 


1   .  1       .  1 


(a)      arctga:  «  fj  j  +  «»qi^«  +  «3i^(^^^j^,i+... 
Setzen  wir  in  der  Gleichung  ID.  des  §  5. 
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1)  Statt  (fv  dio  Function  —  v,  also 

so  erhalten  wir  für  a  »  0  und  |3  » a;  (vergl.  die  folgende  Anmerknng) 

/'         1  ^  P  €lv  P  du 

folglich 

arctg  ( —  x)  =  —  arctgor ; 


2)      / ä  • ;  -  f/t?  oder  —  /  T— i — 5» 


^  0 


folglich 


also 


arctg^  =-  ^7  r+T^+y  i+;r»}  ' 

00  0 

arctg  X  =^  arctg  (go  )  —  arctg  ( - J  • 


1  i 

_  i 

X 


Demnach  ist  arctg or-f- arctg-  eine  constante  Grösse   arctg («),    j 

X  . 

TT  J 

die  wir  durch  ^^  bezeichnen  wollen,  so  dass  auch  ^ 

arctg  (— a:)  +  arctg  ^—  -  j  =  —  f  arctg  x  +  arctg  -  j  =  —  ?  j 

gefunden  wird.  1 
Setzen  wir  a;  ==  1,  so  ergiebt  sich 


2arctgl  =  2» 
also 

arctgl  «=  j. 

Um  diesen  Wert  annäherungsweise  zu  berechnen,  setzen  wir  in  die 
Gleichung  (a)  für  x  die  Zahl  1,  teilen  die  Einheit  in  n  gleiche  TeOe, 
z.  B.  in  zehn,  und  machen  e^^  s^t  -9  ^*«  ^iVf^  ^^  ^^ 
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/ 


Anmerkung.    Man  könnte  einwenden,  dass,  wenn  man  in  die 
Oleichiixig  HL 

sUtt  ^9  die  Function  ->  also  g>a^  -  setzt,  a  nicht  gleich  0  gemacht 

werden  dürfe,  weil  für  diesen  Wert  die  Function  -   aufhöre,    conti- 

Bidrlich  zu  sein,  nnd  daher  die  Gleichung  III.  nicht  mehr  stattfinde, 
ond  es  liesse  sich  nach  dem  von  uns  angewendeten  Verfahren  auch 
das  Absurdum 


arctg (—  x)  +arctg  ^—  -  j  «  + 1 


beweisen«      Denn  man  setze  für  tpt  die  Function  —  -»  also 

1 

ffa  = 


1 


■    to  Würden  wir  für  a  =0  und  ß  ^  x  erhalten: 

X 

0  1  + 


d.  i. 


1  _i 

«  00  X 


tbo 


demnach 


/*    dv      __   r  du  P  du  P  du 

ö 

arctg a;  « — arctg c30  + arctg  I—  -)• 
+  I  =  arctg  (—aj)  4- arctg  (^—  -j- 


AUeiD   die   Function   -  ist  zwischen  den  Grenzen  +5  und  +^  ^^d 

V 

^     f  imd  — iB,  wobei  b  unendlich  klein  ist,  entschieden  conMnuirlich. 

ÜB  Gleichung  m.  gilt  also  noch,  wenn  wir  auch  (dies  ist  der  eigent- 

16 
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liehe  Sinn  der  Umwandlung  von  -}-  «  in  0)  für  «  den  Wert  4-«  seöei^ 
und  das  Fehlerhafte  des  voranstehenden  Beweises  liegt  darin,  datf^ 
die  Umwandlnng  — a  in  0  gleichbedeutend  mit  der  in  +f  genommen 

wurde,  während  sie  den  Uebergang  in  —  b  vorstellt,  also  für g/^j 

nur  — 00,  nicht  4~^  gesetzt  werden  konnte. 


§  12. 
Nehmen  wir  nun  die  §  10.  für  die  Integralen  /    —  and   / 
gefundenen  Werte,  und  berücksichtigen  wir,  dass  nach  §  11. 

a  a  a 


/du     __         r    du 
1+u«-     J    1+u^ 


a 

und 


y  a  y 

/  J  J 


a 


/du        r  du 
l+u*+j/    l  +  u^ 


ist,  so  gelangen  wir  zu  den  Ausdrücken: 


a^ßi 
a\ßi 

Lassen  wir  nun  I.  die  Variable  aus  der  Grenze  a+ß»  zuerst  durch  laut 

reelle  Incremente  in  /5+/?«,  darauf  durch  lauter  imaginftren  Ina 

mente  aus  y+Z^*  iß  7+^*  übergehen,  dcfiniren  wir  also  das  Int^ 
y+<f» 

/  —  durch  die  Summe 

a\ßi  ** 

y+^.  y-M. 

so  müssen  wir  bei  Anwendung  der  Gleichung  (b)  a  mit  /  vertaiudi 
und  wir  finden 
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71* 


+«(ai'ctg-— arctg^j 

„    y^+^*       /"  a  .  ^  j3  y\ 

'  ?^^«  «2:f |ji+*  \^^<^tg  ^  +  arctg  -^  —  arctg  ^  —  arctg  ^  j . 

ssen  wir  aber  die  Variable  aus  der  Grenze  a+j3/  zuerst  durch 
fer  imaginäre  Incremente  in  a+5/,  darauf  durch  lauter  reelle 
remente  aus  «4"^'  i^  y+^**  übergehen,   definiren  wir  also  das 

gral   /    —  durch  die  Summe 

üssen  wir  bei  Anwendung  der  Gleichung  (c)  ß  mit  d  vertauschen 
^\r  erhalten 

r  =  *log  ;^^2+'  i^arct«  -  -  arctg  -  j  +ilog^-^^, 


— *  ^arctg  I  -  arctg  ^  j 


y*+^*  ,  . 


y+cf^ 

ebnen  wir  das  auf  die  erste  Art  definirte  Integral   /  —    durch 

-ßi,  y+^Oi  das  auf  die  zweite  Art  definirte  durch  Ud^-^-ßh 
#*),  so  ist 

i=  *  jarctg  ?+  arctg- +  arctg  1+ arctg-  —arctg  -  —  arctg| 

— arctg  j— arctg-), 

j  Differenz,  vermöge  der  Gleichung 

1       n 
arctg  a:+ arctg -  =  g' 

2ä»  umwandelt,  wenn  a  und  j3  positiv,  y  und  6  negativ  (oder 
hrt),  und  vermöge  der  Gleichheit 

16» 
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arctg(— x)+arctg^-j  =  —  2' 


in  — 2ni^  wenn  a  und  6  positiv,  ß  und  y  negativ  (oder  umgek« 
in  allen  übrigen  Fällen  aber  »  0  ist 


§  13. 

Lassen  wir  nun  HI.  die  Variable  aus  der  Grenze  «+/'* 
durch  lauter  imaginäre  Incremente  in  den  Zwischenwert  ci-^-ßi 
diesem  durch  lauter  reelle  Incremente  in  einen  andern  Zwischc 
Oy-^-ßxi  u.  s.  f.  abwechselnd  bald  durch  imaginäre,  bald  durch 
Incremente  bis  zu  einer  Grenze  p-^-qi  fortschreiten,  so  wird  ui 

/Pf«« 
—  als  eine  Summe  von  Integralen  von  der  Form 

scheinen. 

Fassen  wir  zunächst  zwei  aufeinanderfolgende   dieser  Int 
zusammen,  so  ist 


also 

=J  -;;;  +fl  («r  +  /Jr+lS  Cfr+1,  /Sr+2l)  +    / 


du 
u 


Nun  ist  aber 

I.  wenn  «r  und  ßr^\  positiv,  or^i  und  ßr^2  n^ativ  (od.  umgel 

n.  wenn  «r  und  /Jr+2  positiv,  ßrf  1  und  Or+i  negativ  (od.  nmge 

in  allen  übrigen  Fällen  dagegen 

folglich  ist  in  allen  diesen  übrigen  Fällen 
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«r+l+i^r+2* 
''r+l+Z^r  ^  1*  «r  » 1+i^r  f  2*  "r  f  2+/*r  f  2* 

«r+^rf2»  "r+2+/*r+2* 


==  ^«(öf»-  +  /Jr»,  ar+2  +  /Jr+2»;; 


IB  den  beiden  Ansnahmsfällcn  I.  und  11.  dagegen  ist 

/i  («fr  +  1^»^  <»r+l  +  ?r  f  lO  +  /i  («»Fl  +  i^^^+l'-j  «»+2  +  ft  +2«) 


+9» 


Wir  hatten  nun  das  Integral  /  —  definirt  durch  die  Summe 


4-/4(«8+ft»i«4  +  /^40|+  .-.  +{/2(a2m-2+/J2m-2^>2m-l  +  /?2«.-li)+ 
+  ^(aa«-l  +/^2m-l^  a2»»  +  /32m0  +  ^(«2m  +  /?2mAi?4"<Z*)}- 

Wählen  wir  nun  in  den  eingeklammerten  Summen  die  Repräsentanten 
*r,  ßr-i-i,  «»r+i,  /5r+2  SO,  wie  CS  iu  dem  einen  oder  dem  andern  der 
beiden  Aasnahmsfälle  angegeben  ist,  so  erhält  man 


+  /i  («'«w  +  /fem»,  p  +  <Z^)  +  2m  Tre ; 

dft  jdier  jetzt  die  beiden  Ausnahmsfälle  I.  und  IL  nicht  mehr  statt- 
finden, 0O  zieht  sich  diese  ganze  Summe  zurück  auf 

f%  (* + ßh  P + <zO  ih  2w»  m, 

du 


Stellen  wir  uns  z.  B.  das  Integral  /  —  vor  durch  die  Summe 
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WO  in  den  beiden  eingeklammerten  Summen  die  Repräsentanten  von 
ctr  nnd  /?r-fi,  nämlich  1)  a  und  /?],  2)  «2  ^^d  ß^  beide  positiv,  di^ 
gegen  die  Repräsentanten  von  «r^i  und  /Jr+2,  nämlich  1)  — «  nni 
—  j?2)   ^)  — ^s  ^^^  — ßi  beide  negativ,  islso  dem  AnsnahmsfoUe  L 
entsprechend  gewählt  sind,  so  finden  wir 

=  {  ^2  («  +  /5»\  «»  —  ftO  +  ^2  («2  — ft^i  «4— M I  +  fi(«A—ßÄ  H-^iO-M»k 

Da  nun  aber  jetzt  in  der  eingeklammerten  Summe  die  Repräsentanten 
von  or  und  /?r>i,  nämlich  o  und  — fli^  sowie  Repräsentanten  von 
ffr+i  und  /3rf2,  nämlich  «j  und  •— j^^,  der  eine  positiv,  der  andre  ne- 
gativ sind,  also  weder  dem  Falle  L,  noch  dem  Falle  II.  entsprechen, 
so  erhalten  wir 

/pH* 

a+ßi  i 


au 

u 


m    *tlU  m 

Stellen  wir  uns  also  das  Integral  /  —    als  eine  auf   unendlich 


mannigfaltige  Art  ausführbare  Summe  von  Integralen  vor,  die  sämmt- 
lich  dem  Integral  f*  analog,  d.  h.  sämmtlich  von  der  Beschaffenheit 
sind,  dass  in  ihnen  die  Variable  von  einem  Zwischenwerte  ar'\-ßti  ! 
in  einen  andern  Zwischenwert  ccr\.i-\-ßr-\-ii  zuerst  durch  imaginäre, 
dann  durch  reelle  lucrcmente  übergeht,  so  lassen  sich  die  aufeinan- 
derfolgenden Zwischenwerte  ar-\-ßri,  «r+i  +  j^r+l»,  «r+a+j^r+s»  80 
wählen,  dass  jede  von  den  unendlich  vielen  Summen,   durch  vrelche 

/PN«  1 

du  "  il 

—    definirt    werden  kann,   sich   von   einander,  wie    J 

von    dem   Integral     /i(«+ /^^P  +  öO »     ^m   Vielfache   der    Kf-    ] 

ferenz  27c»  unterscheiden.    Bezeichnen   wir  das  Integral     /   —  un- 

ter  der  Voraussetzung,    dass  die  Variable  auf  die  angegebene  Weise 
bald  durch  imaginäre,  bald  durch  reelle  Incremente  von  a-j^i^*  ^ 

p-^-qi  fortschreitet,  durch  (    /  —   j,  so  haben  wir  die  Gldchung 
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WO  m  jede  positive  und  jede  negative  ganze  Zahl  bedeutet. 

du 

—      als      eine 

Somme  von  Integralen  von  der  Form  f^  vor,  so  finden  wir  durch  ein 
dem  obigen  ähnliches  Verfahren  denselben  Wert,  so  dass  jenes  Inte- 
gral aoch  bei  dieser  Auffassung  durch  (  /  ~   )  zu  bezeichnen  ist. 

a^ßi 


§  14. 
Machen  wir  a  «  1,  ß  =^  0^  und  nennen  wir  das  unendlich  viel* 

deatige  Integral  (    /  —   )    den    allgemeinen    Logarithmus    von 

a^ßi 

p-^-ql,  den  wir  im  Unterschied  von  dem  eindeutigen 

durch  log  (|'4~9f)  bezeichnen,  so  gilt  die  Gleichung 

^Og(p+qC)  =  f2(hp  +  qi)+2mnl, 
Ist  nun  p  eine  positive  Zahl,  so  erhalten  wir 

log(p+«f)  =  iLog(p2+2«)+»Urctg-+arctg<z--arctg^j+2wi7c/, 

"2 
und  da 

— arctg^  =  —  arctg  -  —  arctg  -  +arctg  ~  =  —  ^  "l" *^^^  ~ 

ist,  so  folgt 

log(p+sO  ==  iLog(|)«-f  5«)+i(2m7c+arctg|j, 

wo   arctg-  eindeutig  und  derjenige  Arcus  ist,  der  zwischen   — ö^^^ 
+  9    Mögt,    und  zwar  zwischen  0  und  +0"»    ^^^^  q  positiv,    und 
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7C 


zwischen  0  und  —  ^  ?  wenn  q  negativ  ist.    Bedeutet  aber  p  eine  i 
gatiye  Zahl,  ist  also  p  ==  — p\  so  findet  man 

log(i)+sO  =  iLog(2)«+(?»)  +  »(^|+arctgM+2m«i, 
und  da 

arctg^  •=  arctg  --  +  arctg -7  —  arctg  ->  =  ^  —  axctg^,  =  ^  +  ar< 

ist,  so  folgt  ftü*  ein  negatives  p 

log(|)±gO  =  iLog(7}*+<2[^-|-»(2iii+l)7r  + arctg-- 

Man  findet  daher  auch 

log  (+!>)  =  Logp + 2m  ni^ 
log(— p)  =  Logp+(2w+l)Ät, 

wo  Logp  den  einzigen  Wert  vorstellt,  den  man  für  das  aas  blo! 

/p 
—  erhält. 


~   zwischen  imaginä 

Grenzen  unter  Voraussetzung  complexer  Incremenl 

§  15. 

Lassen  wir  nunmehr  die  Variable  durch  complexe  Incrementc 
der  Form  e-f*^*  ^^s  der  Grenze  a-\-ßi  in  die  Grenze  p-j-^*  C 

gehen,  definiren  wir  also  das  Integral  y/'(u)  du  durch  die  Summe 
(«i  +  *i0/'{«+/J0+(e2+^2»)/-{«+f,  +  (/3+<5i)»1+(f3+«aOrX 

in  welcher  z  und  i  reell  und  unendlich  klein  und 

"+ *!+*«+  ...  +^n  =  p 

ist,  so  haben  wir  offenbar  die  allgemeinste  Definition  des  Integ 
flu)  du  vor  uns,  welche  die  dem  voranstehenden  Abschnitt  zu  Gm 
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fek^  als  ihre  Unterart  einscbliesst    Man  könnte  daher  glauben, 

dsss  die  Constraction  des  Integrals  (  /  ~   )  unter  Zulassung  blos 

1 
dnfaclier  und  zwar  mit  reellen  abwechselnder  imaginärer  Incrementc 
(rei)^.  §  13.)  dessen  Benennung  als  des  „allgemeinen  Logarithmus^^ 
FOD;»-}"«*  "icht  rechtfertige.    Allein  wir  werden  uns  alsbald  tiber- 

leqgen,  dass  der  durch  die  jetzige  Definition  des  Integrals  { fudu  be- 

du^e  Wert  desselben  mit  dem  Werte  des  Integrals  {/  fudu)  genau 
fibereinstimmt 


§  16. 
Nämlich  zufolge  der  jetzt  vorausgesetzten,   im  vorigen  §  ange- 
ecbenen  Constmction  des  Integrals  ffudu  haben  wir  auch 

Da  nun  die  Function  fu  zwischen  den  Grenzen  a-^ßi  und  /i-f  9^'  ^^^ 
eonünairlich,  d.  h.  als  eine  solche  vorausgesetzt  wird,  welche,  wäh- 
rend die  Yariable  aus  der  Grenze  «-(-/?*  durch  complexe  Incre- 
meote  in  die  Grenze  p-\'qi  ttbergoht,  nun  die  Form  ^  annimmt,  so 
mii88  sie,  80  oft  der  Teil  or  irgend  eines  Wertes  «r+Z^r»  der  Ver- 
änderlichen u  um  ein  unendlich  kleines  Increment  fr  wächst,  cben- 
&Ils  einen  unendlich  kleinen  Zuwachs  ^r  von  der  Form  Or'-f^^/^' 
erhalten. 


Es  ist  also 


=  f\a+ßi\+^^'. 


n^  +  H+ß^'i-^iS 


folgUch 
desgleichen  ist 
folglich 

ehenso 

u.    s.    w. 
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Demnach  lässt  sich  die  jetzt  vorausgesetzte  Coustraction  des  Int^rals 
ffudu  auch  in  folgende  umwandeln: 

+f«+(/^+^i)'l-^2^2*+    etc. 
Also  ist 

f  fudu  = 

Of/Jl 

=  ffudu-\-J  fudu  —  ^1^1»  +  /         fudn-^        f  fudu — dg^j*-}-       Ctc 

f  fudu  —  Oj-^it 
a-tßi 

f  fu—ö^^ii—ö^^^i'^    etc. 

Verfahren  wir  auf  diese  Weise  mit  sämmUichen  Gliedern  der  obigea 
Summe,  so  erhalten  wir  schliesslich 

/  fu  du  —  tX^l^l  +  ^2^«+  . . .  9u^n)- 

a-\-ßi 

Achten  wir  aber  auf  das  Bilduugsgeseta  dieses  Integrals,  auf  welches 
sich  die  transformirte  Summe  rcducirt  hat,  und  bemerken  wir,   dass 
die  Veränderliche  abwechselnd  bald  durch  reelle,  bald  durch  ein-    * 
fache  imaginäre  lucremente  in  den  letzten  Grenzwert  übergeht,   so 
ist  klar,  dass  diesem  Integral  kein  anderer  Wert,  als  der  am  Binde 

des  §  13.  durch  (j  futlu)  bezeichnete,  beizulegen  ist 
Was  aber  die  Reihe 

betrifft,   so  zerfallt  sie  vermöge  der  complexen  Form  von  O  in  die 
beiden  Reihen 

Ist  nun  unter  den  unendlich  kleinen  Grössen 
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•^'i,  ^'fy  ...  ^'n    und    d^\,  d^\y  ...  ^"m, 
iBter  jenen  ^'r,  unter  diesen  &"r  die  grösste,  so  ist  die  Summe  232 


miso  <C^r(9 — i^)  si^  ist  demnach  unendlich  klein  und  folglich  ohne 
EinfloBS  auf  den  Wert  des  zu  untersuchenden  Integrals.   Wir  erhalten 

fudu  =»  (ffudu),  d.  h.  der  an  das  Bildungsgesetz  C.  (S.  232 

§  6.)    sich  knüpfende  Wert  des  Integrals  ffudu  ist  mit  dem  durch 
dJLs  Bildungsgesetz  B.  III.  bedingten  Werte  dieses  Integrals  identisch. 


§  17. 
Dem  jetzt  vorausgesetzten  Bildungsgesetze  gemäss  verstehen  wir 


onter  dem  Integral/^"  die  Summo 


a^ßi 

in  welcher 

a+fi  +  c«4"  .••+*»•  '^P    und 

ist    Machen  wir 

^1  =  ^2  =  ^3  =  . . .  =  An, 

00  findcfh  wir 

WO 

ist     FolfirMc^ 
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WO 

ist.    Setzen  wir  endlich 
so  ist 

Päu^  (1  1  1 

WO 

ist.    Offenbar  ist  nun  die  rechts  stehende  Summe  die  Definit 

Integrals   /    -  ,    unter  Voraussetzung,   dass  die  Incremente 

1 
und  sämmtlich  gleich  €-\-öi  sind.    Folglich  finden  wir  bei 
sichtigung  des  §  16.,  nach  welchem  dies  Integral 

p-f  g»  p±Ji 


/?-(/?)• 


mithin  nach  §  13.  «==  log    T^.  ist, 


Nun  ist  aber  auch 


p+q* 


dt« 


/f-{/?)-(/?)+(/?)= 

«-|-j9i  ah/i*  1  I 

-log(p  +  3<)-log(a+/J0; 
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folglich  ergibt  sich 

lo«f^-  -  loß  (p+<rO-  log  (« +^-) , 

oder  auch,  wenn  i>+^*  statt    T^^  mithin  (i>+20(«+W  für  p-\-qi 
gesetzt  wird, 

logCp+^OCtt+ßO  =  log(p+gO+log(a+/30, 
woraos  wir  schliesscn : 

log(ary)  =  Logx-\-Logy-{'2mm, 
und  zwar  fttr  alle  reellen  und  imaginären  Werte  von  x  und  y. 


§  18. 

X 

Einen  wesentlichen  Bestandteil  des  Integrals  l—  in  dessen  all- 

/du 
0 

welches  wir  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Veränderliche  nur 
dnrch  reelle  Incremente  von  0  bis  x  fortschreitet,  durch  arctga;  be- 
z^chnet  haben.  Wir  wollen  nun  auch  diesem  Integral  eine  allge- 
DDeinere  Bedeutung  unterlegen  und  auch  in  ihm  imaginäre  Incremente 
i^  Veränderlichen  zulassen.  Da  nun  unter  dieser  Voraussetzung  2 
laoptarten  B.  und  C.  (S.  232.  §  6.)  des  Wachstums  der  Veränder- 
ichcn  stattfinden,  beide  Arten  indes  nach  §  16.  in  Rücksicht  auf 
len  Wert  des  zu  untersuchenden  Integrals  zu  demselben  Ergebnisse 
ahren,  so  wird  offenbar  durch  Anwendung  complexer  Incremente  die 
:aiizc  Bedertung  dieses  Integrals  umfasst  uud  erschöpft    Wir  defini- 

en  demnach  jetzt  das  Integral  /  ^   .    ^  durch  die  Summe 

0 

1 

I  welcher  fi+«8+ ••• +*»»+(^i+^»+ •••+*«)»  =  ^  ^s^>  ^^^  ^^ 
ichnen  diese  Summe  durch  arctgx. 


i 
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Demnach  ist 

r    du  h         du  1  (    Pdu  P  d^  \ 

in  welchen  beiden  Integralen  wiedernm  die  Incremente  der  Ycränder- 

X 

/du 
-=-.    durch    die 

0 

Summe 

ZU  definiren  ist. 

Setzen  wir  nun  in  diesen  beiden  Integralen  u'  für  jedes  uX« 
nämlich 

(TO  für  (0)Th 
(T»+fi+M  für  (€i+V)  +  '\ 
(T»+«t+«2+[*i+*JO  für  (fi+f2+[^i+*J*T*; 
(T«+fi  +  fs+...+f«-i  +  *i+*2+.-.  +  *H-i]i)  für 

welche  neue  Variable  w'  für  u  =  0  in  ^»  und  für   m  =«  «  in  ^i 
übergeht,  so  folgt: 

x—i  x-\-i 

1  (    /'du         Pdu\ 
-|i{-log(-0+10g(x-0+loge-log(x+0}, 

folglich  nach  §  17. 

arctgoj  =  2i|^og(l+ar0  — log(l  — «i)  =  2i^^^T=^-} 

14- xi 

Da  nun  log  z-^ — ,  unendlich  viele  Werte  hat,  welche  sich  um  Viel- 
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ü^he  von  2ni  anterscheiden,  so  hat  auch  arctga;  anendlich  viele  Werte, 
deren  Unterschiede  Vielfache  von  5-. .  2ni^  also  von  n  sind.  Ist  also 
(arctgx)  einer  dieser  Werte,  so  haben  wir 

arctga;  =  (arctga;)4-m7r. 


§  19. 

Um  nun  dem  Ansdmck  für  arctg^;,  wo  x  =P'{-qt,  ebenfalls  die 
Form  p-^-qi  zu  geben,  brauchen  wir  nur  in  die  Gleichung 

arctgo^-g^logj^:^. 

fbr  X  den  Wert  p-{-<p  einzutragen.    Dann  ist 

Ist  -P  positiv,  also  1 — 5*— P*>Ö,  ij*+<Z*<C1j   so  erhalten  wir 
lach  §  14. 

arctgdj+ip')  =  |;.{iLog(P«  +  Q«)+»Arctg|+2m«*J . 

ist  P  negativ,  also  1— «*— |>*<C0,  mithin  |>*+g*>l,  so  haben  wir 

arctg(p+gO  =  |.|iLog(P»+Q*)  +  »Arctg|+(2m+l)7r»j . 
Kon  ist 

folglich  liaben  vir  im  ersten  Falle 

«re<g(p + «0  =-  ü  Log  ~7[rf2»+p)« — T  *^'^<^*«  l_2»_p» + ""*' 
im  nreiten  Falle 

.   2ot+1 
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§  20. 
Aus  der  in  §  18.  für  arctga;  entwickelten  Formel  folgt  ferner: 

I.  arctg  X + arctg  (—  x)  «  ^.  |log  ^ZT^^ + log  flf^]  =  2t^^EX = «»«i 
n.     arctga;+arctg  -  =  g,.  (log  j^^^^.  +log^  = 

1   (,        x  —  i     .    '     x+i>        1  ,     ,      ,,        2m  +  l 
1    (        14-rri  1+yO 

III.    arctga;  +arctgy  =  -^.  Jlog  j^^^.  +  log  jzi^]  ^ 
=  ö-log I3ir  =  arctg       '      » 

2»   °^ ?jjiy_  1  —  ^ 

l  —  xy 

Es  sei  arctg9;=or,  so  ist  aach  x  eine  Function  von  a,  die  wir  durch    \ 
tga  bezeichnen;  desgleichen  haben  wir,  wenn  arctg y=|3  ist,  y=»tgfi. 
Da  arctg  a;  unendlich  vieldeutig  ist,  oder  «  unendlich  viele  Werte  hat,  \ 
die  sich  um  Vielfache  von  n  unterscheiden,  so  muss  o-,  als  Fnnctioa  J 
von  o  betrachtet,   immer  zu  demselben  Werte  zurückkehren',  so  oft 
a  um  7c  gewachsen  ist.    Demnach  ist  die  Function  fl;=tga  periodisch^ 
und  der  Index  ihrer  Periode  ist  «,  also  tg«  =  tg(a4"*»^)-    Substi- 
tuiren  wir  aber  die  Werte  von  x  und  y  in  die  Formel  III.,  so  er- 
halten wir 

folglich  umgekehrt 

.„,^1   m        tgtt+tg/3 

Anmerkung.    So  wie  wir  die  Formeln  I.  und  ü.,  jedoch  mit 
der  Einschränkung,    dass  die  Function  arctg  nur  den  eindeatig^ 

7C 

Arctg  vorstellt,  der  die  Grenze  ö    nicht   überschreiten  darf,    sdiini 

früher  (§  11.)  aus  der  Gleichung  III.,  §  5.  abgeleitet  haben,  so  liesae 
sich  auch  die  Formel  III.  unter  der  angegebenen  Einschränknng  aiii 
der  nämlichen  Gleichung  entwickeln.  Setzen  wir  nämlich  in  der 
Gleichung  III.  des  §  5. 
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ß 


ß  9ß 


9a 


statt  ^f  die  Fanction  ^— ' — %  also 

''•"(1— w)»" 
ao  erhalten  vir  fOr  «  i»  0  und  ß  =  a 


das  ist 


»'"-'■■•+(rS)' 


/>  1  +  X^  _   P    du 


Mg^ich 


i+^^^+^qi^^'^  oder^^  (l+^2,+^.(l+^2)^'^  oder 


/dy     _       P   du       .     r   du     , 

0  0  0 


f(dg^ch 

Arctg  j-^j; —  «-  Apctgoj+ArctgÄ. 


riid,  BOT  so  lange,  als  ä  <  -  ist,  da  die  Function  (pz  =  ^_       fttr 


Diese  Formel  gilt  aber,  vorausgesetzt,  dass  x  und  z  beiderseits  positiv 

1  xA-z 

-  ist,  da  die  Function  (pz  =  z — — 

des  Wert  s  »»  -  discontinuirlicb  wird.    Es  war  daber  der  von  uns 

Weg  notwendig,  am  diese  Fomel  allgemein  zu  be- 
wcäsen. 

TtaiXUL  17 
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§  21. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  der  umgekehrten  Function  des  Logfr  ^j 
rithmus.    Aus  der  Gleichung 

loga?  =»  Loga;  +  2m»» 

folgt,  dass  X  eine  Function  von  LogX'\-2mm  ist,  welche  keine  anden 
sein  kann,  als  ^ogz+2mm'^  da  sie  nach  §  9.  fttr  m  =  0,  sich  in  e^*«« 
verwandeln  muss.     Aus  der  Gleichung  x  =  «(jr=Logj;)+2m;r«  folgt  aber, 
dass  die  Function  e»  so  oft  zu  demselben  Werte  zurückkehrt,  als  der 
Exponent  y  um  ein  Vielfaches  von  27ti  vermehrt  wird,  dass  also  ^ 
eine  periodische  Function  ist  und  zum  Index  der  Periode  2«t  hat  ^ 
Obschon  nun  leicht  zu  sehen  ist,  dass  die  unter  Voraussetzung  reeller 
Exponenten  gültigen  Regel  der  Potenzenrechnung  auf  Potenzen  Yon 
der  Form  eP-^9*  auszudehnen  sind,   denn  jedes  beliebige  p-^-qi  ist 
=  log(P+Qt),  woraus,  weil 

log(P+QO(^'+Q'0  =  log(P+QO+log(P'+Q'0, 
also  auch 

ist,  unmittelbar  folgt, 

c/»+?«  X  eP'-^9**  =»  e^P+i»')+(?+«r')», 

so  ist  doch  die  Potenz  cp+9'  in  diesem  Augenblick  für  uns  nur  eine 
leere  Form,  und  es  bleibt  noch  die  Aufgabe  übrig,  die  Bedeutung  ■ 
dieser  imaginären  Potenz  festzustellen. 

§  22. 
Diese  Aufgabe  reducirt  sich,  da 

ist,  auf  die,  den  Wert  von  e^  zu  ermitteln. 

Es  sei 

e«*=/i(3)+«/i(3), 
also 

Folglich  nach  §  14. 

f 

^*  —  4Log(/i^+^2^)+»Arctg7+2m»#,  wenn  f^  positiv  ist; 

h 

q£  ^  iLog(fi^+fi^)-hiAictg^+(2m+l)ni,  wenn  f^  nc«aüv  ist 

Beide  Gleichungen  sind  nur  dann  möglich,  wenn  der  reelle  Teil  —  0 
ist;  folglich 
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»lio 

(a)  q  =  Arctg  5-j-2wnr,  wenn  /i  positiv  ist; 

/i 

f 

(b)  5  =  Arctg7+(2m+l)nr,  wenn  /i  negativ  ist. 

/i 

Dm  nun   die  übrigen  Eigenschaften  der  Functionen  f^iq)  und 
/^q)  ZU  finden,  geben  wir  der  Veränderlichen  q  der  Reihe  nach  die 

Werte  2mn,  2in«4-y(<^j,    2w»  +  ^,     (2m+i)»+y,    2m»+jr, 

(2iit+l)»+y   und  (2m4-|)'«+y. 

1)  Es  sei  9  =  2m»,  so  kann  die  Gleichung  (b)  nicht  stattfinden, 
denn  sonst  wäre 

2mn  =  Arctg^+(2m+l)nr; 

/i 
folglich 

Arctg  /  =  —  Jr, 
/i 


TT 


was   unmöglich  ist,  da  der  absolute  Wert  von  Arctg  die  Orenze  ^ 

nicht  übersteigen  kann.     Folglich  ist  nur  die  Gleichung  (a)  anwend- 
bar; daher  f^  positiv  und 


also  auch 


folglich 
Nun  ist 
folglich 
Also 


Arctg^  =  0, 
n 


/i  =  o. 

m 

^,(2«.«)  — 1-1,    ^,(2««)  =  0. 

7t 

2)  Ist  q  =  2wi«4-y  und   y<2'   ®^  ^*^^   ^^®  Gleichung  (b) 
wiedemm  nicht  stattfinden;  denn  sonst  wäre 

2TO»+y  «  Arctg  ^  + (2m +1)«, 

/i 

folglich 

Arctg;^^ i^-Yh 

IT 
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da  nun  y  ^s"  ^^^  s^  wäre  der  absolute  Wert  von  Ärctg4  wiedefMi 
^  /i 


n 


>-  2'  WAS  unmöglich  ist    Es  ist  also  nur  die  Gleichung  (a)  anwend- 
bar; daher  /^  positiv  pod 


also 

Folglieh 
also 

Also 


/  =  tgy    und    ^8  =  /;tgy. 
/i 

/■Ai-l-{tgyJ*)T=i, 
1 


fi 


Vl-{-tg*Y 


Da  /i(29»9f+y)  bi9  zum  yebaigaiigß 

in  ^f2mff-|-2)  beständig  positiv  bleibt,  so  ist  nur  die  Gleichung 
(a)  anwendbar,  und  man  erhält 


Arctg^^-f; 


f 

7  =  00 ,    also    /i  =  0, 
/i 

während  f^  positiv,  und  da 

/i*+/i*«l  Vt,  =+1  ist. 


Also 


n 


4)  Es  sei  q  =  2m;r+2 +y,  so  ist  die  Gl^icbmig  (||)  uqzqli^«^ 
denn  sonst  wäre 

2r»jr-f  2 +y  =  Apctg^4T  2to», 
also 


Arctg^  =  |4.)S 
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anmöi^ch  ist    Folglich  erhalten  wir  aus  Gleichung  (b) 
2f»7r-}-|  +  y  =r  Arctg~+2m;r+^, 

also 

Arctg|^_(f_y). 
mithin 

denn  da 

Arctg  (—»)=*— Atctg  X 

ist  (i  11.),  so  folgt 

mithin 

—  1««  =  tg(---a), 

wenn  Arctg«  ==  a  gesetzt  wird. 

Da  nun  wegen  Gültigkeit  döf  6l^«![iH^  (b)  f^  negativ  sein 
mnss,  so  ist  /^  positiv  und 


also 


r,'+r,'v{^  -  y)  - 1, 


A  — — J^ 


l/i+wß-rV 


Ö-!)_. 


fetzen  wir 


»Iso 


10  ist 


?+y  =  /, 


91  ^ 

y  =  /— 9     und    ö— ?=»—/, 


yl+tg»(«  — y) 


ro    y  >  ^      is^- 


5)  Ist  ^  "^^  (2m4-l)^,  s6  giebt  Äie  Gleichung  (a) 

2mn+n  =-  Arct|4  +  2mw, 

/2 
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also 

Arctg  7  =  », 
/i 

was  unmöglich  ist.    Aus  der  Gleichung  (b)  erhalt  man  aber 

Arctg^«0, 
folglich 

nun  ist 

folglich  wegen  Gültigkeit  der  Gleichung  (b) 

Also 

/i(2m7r+7r)  =  ~l, 

/i(2m7r-(-Ä)  —  0. 

6)  Ist  g  =  2m7r-|-;s-|-y,  so  ist  ebenfaUs  nur  die  Gleichung  ( 
anwendbar;  man  findet  daher  ^  negativ  und 


also 
folglich 


Arctg^  =  y, 
A=/itgy; 

A(2m;r  +  «+y)^-:j^^^. 

Setzen  wir  nr-j-y  =«  y',  so  folgt 

1 


/i(2m7r+y)  =  — 


Vl+tgV-«)' 


A(2..+y)  =  --^g^, 
^      .,  yi+tg»(y— ») 

wo  y  >  «  ist. 

3» 
7)  Ist  q  =  2w»+  — ,  so  folgt  aus  der  jetzt  allein  anwendban 

Gleichung  (b),  dass  /;  negativ  und 

Arctg^=+J 
ist;  daher 
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also  fx=  —  0  und  /J  ebenfalls  negativ  und  zwar  =  —  1  vermöge 
der  Gleichung  /i*+A*  =  1.    Also 

8)  Ist  q  =  2i»Ä+-^+y9  ßo  Würde  aus  der  Gleichung  (b)  folgen, 
dass  der  kleinste  Wert  von 

Arctg^*  =  |+y 

Ist,  was  nicht  der  Fall  sein  kann.    Daher  ist  nur  die  Gleichung  (a) 
anwendbar  und  man  erhält  f^  positiv  und  . 


*    folgUch 


2m«  +  y  +y  =  Arctg^*+2«(«+l), 

Arctg^ — (f-y)'    /i=-A««(f-r)» 

/i»+A»tg«(|-y)  =  l, 

3n 
'  Setzen    wir   -^  +  y  =-=  /,  so  ergibt  sich 


rr9       1     \  tg(2yg  — y) 


wo     y  >  ^    ^^^ 


§  23. 
Bezeichnen  wir  die  Function    • 
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TM 


durch  cosg  nnd 

durch  sing,  8o  finden  wir 

e^  »=  cos (;-|- »sing    und 

e(«+2m;i).- ==  C08(g+2l»»)  +  »sin(fl  +  2l»»)  «  ««• 

nach  §  21.;  folglich 

cos(g+2>»»)  =  cosg    und 
sin(g+2»»»)  =  sing. 

Beide  Functionen  sind  also  periodisch  und  der  Index  ihrer  Periode 
ist  2it, 

Ist  daher  |   j_    .     |  —  ir,  so  ist  umgekehrt  g»  als  eine  Func- 

!arc  cos  «r ) 
,  >  bezeichnen,  an- 

ouCi  arc  sin  on  j 

endlich  vieldeutig,  und  verstehen  iiir  unter  Arccosar  imd  Aresin« 

den  kleinsten  Arkus,  so  ist 

arceosa; »  Arccos«-{*2f»'r    und 
arc  sin  a;  :=  Arcsina;-f-2m;r. 

Die  Gesetze  des  Wachsens  und  Abnehmens  der  beiden  Funcüo« 
neu  cosg  und  sing  ergeben  sich  nach  §  22.  aus  folgenden  Gleichungen; 

1)    cos(2m«)  -=+1,    sin(2m«)  «  0. 

WO    y-<o-  ist 

3)  cos \2m7c  +  f )  =-  0,      sin  (2m» ^^\  ^-^^l, 

n 

4)  Wenn  »  >  y  >>  ^  ^^^  ^®  ^^^ 

8in(2««+y)  »  +  yf^^T^  »+Bia(«-y). 
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S)  (J08(2iiwr+»)  =— 1,    sm{2mx-{-n)  :ac:  0, 

Sit 

6)   WeiB  "H"  >  y  >  »  ist,  so  wird 

coB{2mn+r) yj;:^^^ C08(y— ), 

8m(2m«+y)  «^-Ä-^ Bin(y-^). 

7)  cos  (  2mjr  +  —  j  =  0,       sin  (2m«  -f-  —  j  «=  —  1. 

8)  Wenn   2»  >•  y  >>  -s"  wt,  so  wird 

co.(2m«+y)  =,+^_^^-^^^^  «  cos(2.-^y), 

sin(2.«+y)  =-y^^^  -  -  siu(2.-.y). 


§  24. 
Da 

t,  80   folgt 

co8(/>i^)+*8in(/)i^)  =  (cosp+i8iup)(co8*?  + ^sing) 
=  cos  j9  cos  q  +  sinp  sin  q + «(sinp  <Jos  </  i  cos  p  sin  g). 

.08  dieser  Gleichung  folgt: 

co8(pdr^)  «  co8pcos/?4^sin/)sin3, 
siaipiiq)  =  8in/)COS5  +  8in</cos|?, 

orans  sich  die  noch  übrigen  Eigenschaften  der  Functionen  sing  und 
tsq  leicht  entwickeln  lassen. 


§  25. 

Beschreiben  wir  einen  Kreis  mit  dem  Radius  1,  legen  durch 
sen  Mittelpunkt  O  die  Coordinatenaxcn  OX  und  OF,  und  schnei- 
I  von  dem  Durcbscbnittspunkt  A  der  Abscissenaxe  aus  einen  Bogen 
f  =:  q  ab,  80  sind  die  auf  den  Endpunkt  B  des  abgeschnittenen 
rens  AB  bezogenen  Coordinaten  Fanctionen  von  g,  und  es  sei  die 
ioate  BD  oder  y  =  F^{q)^  die  Abscisse  DO  oder  x  =  F^{q),    Da 


266   Entltutner :  Kntwickclung  aller  Eigemchaßen  der  lAnjarithmen  etc. 

nun   F^iq  =  0)  =  0,    F^(q  =,  0)  =-  1   ist;   da  feraer  für  jeden  Wt^^ 
von  q  die  entsprechenden  Werte  von  F^(q)  nud  F^iq)  der  Gleichnt^Ä 
^i*(g)'\-^2Ha)  =  1  Genüge  leisten:  so  müssen  diese  beiden  Functi^' 
nen  F^iq)  und  F^(q)  von  den  Werten  F^iO)  =  0  und  Fj(0)  =  1  ^* 
bei  jedem  unendlich  kleinen  Zuwachs  des  Bogens  q  genau  um  so  vi^' 
zu-  und  abnehmen,   um  wie  viel  die  Functionen  sing  und  cos^  vof 
den  Werten  sinO  =  0  und  cosO  =  1  ab  bei  jedem  unendlich  kleinen 
Increment   der  Veränderlichen  q  wachsen   und  abnehmen.     Folglich 
müssen  die  Functionen  F^iq)  u:id  F^(q)  für  jeden  Wert  des  Bogens^ 
mit  den  Werten  von  sin^^  und  cosq  genau  übereinstimmen.    Daher 
lassen  sich  die  beiden  letztern  Functionen  sing  und  cosg  durch  die 
auf  den  Endpunkt  /i  eines,  von  der  Abscissenaxe  aus  immer  nach 
derselbea  Richtung  abgeschnittenen  Bogens  AB  =-=  q  bezogenen  Coor- 
dinaten  x  und  y  geometrisch  darstellen,   und  zwar  ist  die  Abscisso 

a;  =  cosg,  die  Ordinate  y  =  sing.     Da  nur  für  den  Wert  ^  =•  "ö 

die  Function  cosg,  mithin  auch  die  Abscisse  x  vorschwinden,  hingegen 

die  Function  sing,  mithin  auch  die  Ordinate  y  den  Wert  1  annehmen 

muss;  jenes  Verschwinden  der  Abscisse  a-,  sowie  jener  Uebergang  der 

Ordinate  y  in  den  Wert  1  aber  nicht  eher  stattfinden,   als  bis  der 

Bogen  g  gleich  einem  Quadranten  geworden  ist:  so  folgt,   dass  die 

n 
Zahl   ö»  <lie  wir  in  §  11.  als  den  Wert  der  Function  Arctg(x  =  ao) 

definirt  und  berechnet  haben,  die  Anzahl  von  Längeneinheiten  angibt, 
die  der  vierte  Teil  eines  mit  dem  Radius  1  beschriebenon  Kreisen 
beträgt,  oder  dass  die  Zahl  n  die  Peripherie  des  Kreises  für  den 
Durchmesser  1  vorstellt. 

Lautruch,  Januar  1878. 
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XL 

Ueber  ein   Eliininationsproblem   der   metiischen 

Geometrie. 

Von 

Herrn  Dr.  Josef  Diekmann 

in  Essen  n.  d.  R. 


In  LXn,  pag.  330—332  dieser  Zeitschrift  bat  Herr  Zahradnik 
einen  ,^itrag  znr  Trigonometrie^^  geliefert,  in  welchem  derselbe  aus 
den  bekannten  Gleichungen  zwischen  Winkeln  und  Seiten  eines  Drei- 
f  ceks,  durch  Elimination  der  Seiten  eine  Bedingung  in  Determinanten- 
fbrm  aufstellt,  welcher  er  durch  eine  singulare  Umformung  die  Be- 
dentong  des  Satzes  für  die  Winkelsumme  eines  Dreiecks  abgewinnt. 
Des  Fernem  erhält  Herr  Z.  durch  Elimination  die  Bedingung  für  die 
Seiten  eines  Dreiecks,  das  Camot'sche  Theorem,  in  Form  der  sonst 
als  Cos-Satz  bekannten  quadratischen  Gleichung,  beiden,  Verfahren 
nnd  Form  nun  schon  seit  Längerom  gebräuchlich  und  in  die  Lehr- 
bücher übergegangen  (Vergl.  u.  a.  Elemente  der  Mathematik  von 
Grallenkamp) ,  allein  es  ist  das  nur  gewissennassen  das  Bruchstück 
einer  yiel  allgemeinereu  Auffassung,  die  ganze  Trigonometrie  alge- 
braiaeh  durchzuführen,  was  vom  Verfasser  schon  früher  in  einer 
grossem  Abhandlung  versucht  ist*).  Es  findet  sich  darin  nicht  nur 
jene  Determinante  und  ihre  Bedeutung  für  die  Winkelsumme  in  all- 
gemeinerer Umformung,  sondern  auch  deren  Beziehung  zu  dem  aequi- 
Talenten  Satze  vom  Aussenwinkel  eines  Dreiecks.    Femer  ist  daraus 


*)  Die  Hauptaufgaben  der  Trigonometrie,  lurtlckgcführt  auf  ein  einziges 
a    Bimnltaner  Gleichungen.     Programm  vom   Schuljahr   1876—77  des 
KgL  GjrmnaBiain  sn  Essen. 
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ersichtlich,  dass  die  von  Ilcrru  Z.  als  Carnot'sches  Theorem  inter- 
pretirt€  Gleichung  einer  ganz  bestimmten,  durch  ihren  quadratischen 
Charakter  ausgezeichneten  Gruppe  von  Aufgaben  angehört,  und 
dass  das  Carnot'schc  Theorem  für  die  Seiten  sich  in  linearer  Form, 
wie  es  sein  muss,  aus  den  Fundamentalgleichungen  ergibt  Nach  dem 
angefahrten  „Beitragt'  zu  schliessen ,  hat  Uerr  Z.  augenscheinlich  n 
meinem  Bedauern  keine  Kenntniss  von  jener  Arbeit  gehabt,  wie  ea 
wohl  die  Art  ihrer  Veröffentlichung  mit  sich  gebracht  hat.  j 

Da  die  oben  angedeutete  Auffassung  zugleich  eine  interesaiaito 
Anwendung  des  Det^rminantencalcüls  auf  metrische  Probleme  ist,  und 
eine  Menge  durch  ihre  Allgemeinheit  ausgezeichneter  Resultate  liefert, 
so  erlaube  ich  mir,  dieselben  in  nachstehender  Ski2ite  wiederzttgefceiL 

Soweit  die  Planimetrie  Bezug  auf  (Instruction  von  Dreiecken 
hat,  ist  ihr  wesentlicher  Gang  der,  dass  sie  zunächst  die  Grundbedin- 
gungen aufstellt  für  die  Möglichkeit  der  Construction  von  Dreiecken 
überhaupt.  Diesen  reihen  sich  die  Congruenzsätze  an,  welche  das 
Theorem  beweisen,  dass  aus  je  3  Stücken,  wobei  wenigstens  eine 
Soito  sein  muss,  die  übrigen  coustructiv  gefunden  werden  können. 
Als  Bedingung  für  die  Möglichkeit  eines  Dreiecks  ABC^  dessen  Seiten 
a,  6,  c  sein  mögen,  stellt  sie  zwischen  den  Winkeln  die  Relation  auf 

(a,/.)+(^c)-=(a,c) 

(Satz  vom  Ausseuwiukcl)  oder  was  dasselbe  ist,  die  Winkekumme 
muss  ^  2R  sein.    Für  die  Seiten  gilt  die  Bedingung 

XB±AC^h,ÄC,     wo    A-^1 
ist.    Für  die  Trigonometrie  stehen  wir  uns  daher  folgende  Fragen: 

1)  Können  auf  Grund  allgemeiner  Eigenschaften  von  Strecken 
und  Winkeln  aus  rein  arithmetischen  Principien  algebraische  Rela- 
tionen zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  eines  Dreiecks  aufgestellt 
werden,  im  Sinne  obiger  beiden  Sätze? 

2)  Ist  08  möglich,  aus  jenen  allgemeiuen  Relal^onen  dem  trigo- 
nometrischen Attsdfiick  d<vjenigeti  Sätze  der  Pltfnimefrie  herz«- 
leiten,  >telche  für  die  Construction  von  Dreiecken  bedingend  BÜd, 
und  wie  fofnniliren  siob  demnächst  die  jrfanimetrischeft  GongrueUissiUS 
als  Resultate  algebrMschcr  Elimination? 


Da  mau  in  jedem  Di-eieckc  eine  Seite  zusanimcuset^en  kann  ans 
den  Projectioneu  der  beiden  andern,  so  erhält  man  in  den  Glei- 
chungen: 
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acosy+ccos«  =  h 
aco8/?-^6cosa  ^=»  c 

oeD  allgemeinen  Zusammenhang  zwischen  Seiten  und  Winkeln  eiAes 


Ehe  wir  den  Satz  von  der  Winkelsumme  in  seiner  allgemeinen 

FonD  geben,  wollen  wir  das  Abhängigkeitsvorhältniss  zwischen  Seiten 

md  Winkeln,  welches  durch  obige  Gleichungen  ausgedrückt  wird  etwas 

aiber  pr&cisiren,  weil  dadurch  sich  recht  deutlich  das  Charakterisiti- 

8che  des  algebraischen  Verfahrens  gegenüber  dem  planimetrischen  zeigt 

Ans  obigen  Gleichungen  folgt: 

a*     b 

1) cosy  =  cosjJ 

c       c 


2)    -cosy «=-  —  cos« 


3)    -cosp+-cosa==  1. 


.08  je  zwei  der  Gleichungen  erhält  man 


« 1= 


cos/3        —  cosy  i 
-r-coaa         —1    i 


cos  |9+cos«. cosy. 


1 
cosy 


— cosy 
—  1 


sin*y 


er  aas  den  beiden  letzten  Gledchnngen 


?iiso 


^    c^  cosß+cosa.cosy* 

h      cos  tt-f-<^QS/?  cosy 
c  ^  sin*y 


s.  f.  Dieser  algebraische  Ausdruck  für  ein  Abhängigkoitsverhält- 
s,  welches  sonst  unter  dem  Namen  des  Sinussatzes  bekannt  ist, 
t  auf  den  ersten  Anblick  etwas  befr^ndcndes,  zumal  in  jedem  der 
rlimtnis^e  alle  3  Winkel  vorkommen. 


Ans  4)  und  5)  erhält  man  die  Bedingung 

cos /?-|"  cos  «cosy  =  sinasiny, 

das8  dann 

sina 


a 


oder 

d.  h.  wenn 
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wird.    Um  die  Bedeutung  dieser  Gleichungen  kennen  zu  lernen,  er- 
innern wir  daran,  dass 

6)    cos(a-j-y)  =  cosacosy — sinasin/, 

dann  ist  identisch: 

cos/?-f-cosacosy  =  co8/?+cos(a-|-y)+sina8iny, 

und  wir  erhalten  rechts  nur  dann  sina.siny,  wenn 

cos  j8  + cos  (a  +  y)  =  ö 

cos/?  =  —  cos  (of+y) 

a+/?  +  y  «  2ä 

ist.    Trigonometrisch  ergibt  sich  also : 

Das  Abhängigkeitsverhältniss  zwischen  Seiten  und 
Winkeln  eines  Dreiecks  kann  durch  den  Sinussatz  aas- 
gedrückt werden,  wenn  die  Summe  der  Winkel  in  eines 
Dreieck  gleich  27?  ist. 

Für  den  Satz  vom  Ausscnwinkcl ,  der  wie  schon  vorhin  gesagti, 
mit  vorstehendem  als  identisch  zu  betrachten  ist,  stellt  sich  die  Sachft^; 
folgeudcrmasseu :    bezeichuet  mau  die  gesuchte  Grösse  des   Aussen-; 
Winkels  von  o  mit  ^,  das  von  ß  mit  y  und  das  von  y  mit  z^  so  »^1 
hält  mau  analog  den  ersten  Gleichungen  folgende: 

ccosy — icosy  «=  —  a 
II)  aCOSÄ — cCOSa=»  —  h 

b  COS  X  —  a  COS  jJ  =  —  c. 

Aus  der  ersten  Gleichung  wird: 


cosy  =  -cosy — « 

c  c 

oder  mit  Rücksicht  auf  den  Sinussatz 

sin/?  sina 

cosy  =  -. —  .cosy : — • 

^       smy         '       siny 

Da  aber  sinj3  =  sin2^,  so  erhält  man  mittelst  einer  qaadratischeB 

Gleichung 

cosy  =  —  sin  «  sin  y±  cos  «cosy 

wo  4~  od^^i*  —  gesetzt  werden  muss,  je  nachdem  einer  der  Winkel 
a  oder  y  stumpf  ist    Nimmt  man  das  positive  Zeichen,  ao  wird 

7)    cosy  »  cosacosy — sino.siny 
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cosy  =  cos(a-j-y); 
daher: 

y  =  a-fy, 

wobei  wir  iu  7)   noch  einen  Ausdruck  der  Gleichung  6)  gewonnen 
haben. 

Um  schliesslich  den  Satz  von  der  Wiukelsumme  und  dem  Aussen- 
winkel  in  seiner  allgemeinsteu  Form  zu  hringen,  d.  h.  unabhängig  vom 
Verhältniss  zweier  Seiten,  ordnen  wir  die  Gleichungen  I)  nach  a,  b^  c. 

a — hcQ^y — CC08/5  =  0 
acosy — h  -j-ccosa  ==  0 

acosj5-j-i»cosa — c  =0 

FOr  das  Znsammenbestehen  dieser  Gleichungen  gilt  die  Bedingung 


0 


co8^a+cos*/?+cos*y+2cosacos/?cosy — 1  =  0. 

Letztere  Gleichung  lässt  sich  auf  eine  höchst  charakteristische  Form 
brisgen,  indem  man  durch  eine  leichte  Umformung  daraus  erhält: 


1 

—  cosy 

—  cosj3 

ni) 

cosy 

—  1 

cos« 

cos/) 

cosa 

—  1 

oder 

firfco8a+cos(/5+y)]  I  co8j8[cos/?+cos(a+y)]+siny[sin(a+j8)--siny]  =  0 

oder  abgekürzt  geschrieben 

cosa-y4-co8/?r+8inyZ=  0 

Ke  Gleichung  ist  für  -^=0  oder  F=0  oder  Z=0  erfüllt.   Denn  aus 

X^  cos«4-cos(/?+y)  =  0 
folgt 

iromit  anch  das  Verschwinden  von  Y  und  Z  angezeigt  ist.     Ebenso 
ist  die  Gleichung  erfüllt  für 

cosa  =  0,    cos/?  =  0    siny  =  0 

ras  wiederum  auf  die  Bedingung  führt 

h.  jene  Gleichung  gilt  auch,  wenn  ein  Eckpunkt  unendlich  fem 
»gt.  Wir  bekommen  somit  in  III)  den  trigonometrischen  Ausdruck 
m  Satzes,  dass 

die   Samme  der  Innenwinkel  eines  Dreiecks  gleich 
l  seL 
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Der  trigonometrische  Ausdmck  des  Satzes  vom  Aossenwinlol 
stellt  sich  folgendermassen  dar.  Durch  Elimination  der  Grössen  o, 
&,  c  aus  den  Gleichungen  II)  erhält  man: 


1 


1        — cosy      cosy 
cosä  1       — cos« 

cos/}       coso;         1 


0 


oder 

1  —  cosofCOS/Jco8y+cosa*cosyco8«+co8acosa;-t'C08i9co8y+coBycoB»«-0 

Da  nun 

cosa;  >=  —  cosa-,    cosy  =  —  cos/J;    cos«  «=  —  cosy, 

SO  erhält  man  nach  einer  kleinen  Umformung: 

cosa[cosÄ— cos(i3+y)]+co8/3[co8y— cos(a+y)]+8iny[8in»— sin(«+ft]=0 

oder  abgekürzt  geschrieben: 

cos  a-y + cos  ß  F+  cos  fZ  «  0. 
Schliessen  wir  den  Fall,  dass  cosa,  cos/?,  cosy  gleichzeitig  null  ni| 
aus,  so  ist  jene  Gleichung  erfüllt,  wenn  JT^O,  F=  0  und  Z— 0 
ist,  d.  h.: 

Wir  machen  hierbei  noch  auf  die  Allgemeinheit  der  trigono- 
metrischen Form  gegenüber  der  Planimetrie  aufmerksam ,  indem  00 
den  Satz  für  alle  drei  Aussonwinkel  gleichzeitig  darst^t 

Es  erübrigt  noch  aus  den  Gleiehimgen  I)  die  Bedingung  für  die 
Seiten  eines  Dreiecks  darzustellen,  den  die  Planimetrie  in  der  Form 
h'\-c  =  ka^  wo  ^•  >>  1  ist,  gibt. 

Addirt  man  2  der  Gleichungen  I),  so  erhält  man  leicht 

ß—y 

cos^ 
*+c  =  fl. — äx;-    (MoUweide) 


ß+Y 
cos-^ 

k  .  a 


ß-y 

cos 


2 

wo   h  =  — «-_r-  stets  >>1  ist. 

cos-^ 


II. 


Nachdem  im  Vorhergehenden  der  trigonometriacte  AosdndK  ftf 
die  Bedingung  gewonnen,   welche  zwischen  Winkeln  einerseitl  üi 
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andererseits  stattfinden  muss,  wenn  überhaupt  ein  Drei- 
1  sein  soll,  gehen  wir  dazu  über  die  Congruenzsätze  in 
Lsches  Gewand  zu  kleiden.     Hier  befindet  sich  nun  die 
rie  der  Planimetrie  gegenüber  in  einem  offenbaren  Yor- 
fassen  wir  den  Congruenzbegriff  der  Planimetrie  in  dem 
er  Uebereinstimmung  in  sämmtlichen  Seiten  und  Winkeln 
3  wäre  es  notwendig,  jedesmal  zum  Congruenznachweise, 
Dit  von  6  Stücken  zu  constatiren.    Indem  nun  die  Plani- 
Bcdingungen  auf  3  herabmindert,   kommt  sie  zn  Sätzen, 
zu  beweisen  hat,  und  ohne  vorher  anzugeben,  welche  3 
6  Stücken  jedesmal  die  übrigen  mitbestimmen,  kommt  sie 
/u   4  Congruenzsätzen ,   deren  Beweise  sie  nicht  hinter- 
)sohiren  kanu,   ohne  Eigenschaften   besonderer  Dreiecke 
i.     In  allen  diesem  ist  die  Trigonometrie  günstiger  ge- 
Blick auf  das  System  ihr  zu  Gebote  stehender  Gleichun- 
lass  es  gelingen  muss,  wenn  3  der  6  Grössen  gegeben  sind, 
(mit  Ausnahme  eines  sich  gleich  ergebenden  Falles)  zu 
Von  diesem  Staudpunkte  aus  gruppiren  sich  die  Aufgaben 
inheitlichen,   sich  durch  alle  gleichmässig  hindurchziehen- 
:cn;  es  handelt  sich  in  einem,  wie  iu  allen  übrigen  Fällen 
s  Eliminationsproblem. 

die  algebraische  Constitution  der  Gleichungen  I)  gestattet 
i  aus  ihnen  herauszulesen,  indem  wir  die  fehlende  Grösse 
»efticienten  Null  ergänzen,  schreiben  wir  sie  in  folgender 

OcosÄ-f-ccos/J-f-icosy  =  a 
ccosa-|-0cosj3-|-acosy  =  h 
icosa+^cosß-j-Ocosy  =  c. 

Dgen  sind  bilinear  und  simultan,  insofern  darin  die  Winkel 
als  Unbekannte  angesehen  werden  können. 

achtet  man  die  Seiten  als  gegeben,  so  lassen  sich  daraus 
linear  berechnen. 

.  die  Winkel  gegeben,  so  stellen  sie  ein  vollständiges  Sy- 
^mogeneu  Gleichungen  für  die  Seiten  dar,  und  es  lassen 
)  Verhältnisse  der  Seiten  berechnen.  D.  h.  sind  a,  6,  c 
che  jene  GleichuDgcn  erfüllen,  so  sind  pa,  gb,  gc,  wo  q 
er  Factor  ist,  ebenfalls  solche;  es  gibt  also  oo  viele  Drei- 
10  gleiche  Winkel  haben,  und  daher  sind  die  3  Winkel 
iitigen  Bestimmungsstücke  eines  Dreiecks. 

i  2  Seiten  und  ein  Winkel  gegeben,  so  sind  die  Gleichun- 
drei  übrigen  Stücke  quadratisch,  wobei  2  Fälle  zu  unter- 

18 
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scheideu,  je  nachdem  der  Winkel  von  den  Seiten  eingeschlossen  oder 
einer  der  Seiten  gegenüber  liegt. 

4)  Sind  eine  Seite  and  2  Winkel  gegeben,  so  hat  man  nur  noch 
2  Stücke  zu  berechnen,  da  der  dritte  Winkel,  wie  schon  bewiesen, 
an  die  Relation 

gebunden  ist. 

Um  auch  äusserlich  in  den  Gleichungen  Bekanntes  von  Unbe- 
kanntem zu  trennen,  so  sollen,  wenn  die  Seiten  unbekannt  sind,  ne 
mit  den  Buchstaben  u,  v,  w,  wenn  cosa,  cos/^,  cos)^  unbekannt  ist, 
so  sollen  sie  mit  x^  ^,  z  bezeichnet  werden. 

A.    Gegeben  2  Seiten  und  1  Winkel. 

1)  Der  Winkel  sei  von  den  Seiten  eingeschlosseB; 
gegeben  6,  c,  a;  gesucht  u,  y,  z. 

Schreiben  wir  die  drei  Gleichungen  in  den  gewählten  Symbole«, 
so  lauten  sie: 

1)  cy-^bz  =«  u 

2)  ccosa-^uz  -=  b 

3)  Äcosa+uy  =»  e. 


Die  Gleichungen  sind  für  u,  y^  z  quadratisch;  eliminirt  man  u 
2)  und  3),  so  wird 


(6  — ccos«)y— :;(c— ÄCOS«)  «=  0, 
dazu  1)  geschrieben: 
gibt: 


cy-^bz 


=  u 


y  = 


oder 


0          —  (c— ftcos«) 

b — tfcosa 

0 

u                           b 

e 

t» 

b  —  c;C0SO     — {c  —  &C0SO) 

;     « =  - 

A 

c                        b 

!«(<;  —  &  COS  er) 

u(b  —  e 

cosa) 

da  nun  aus  2)  und  3)  sich  ergibt: 

c — &cosa 


h — 0CO8O 


so  folgt 


M 


d  =  u\ 


Man  erhält  also,  wenn  wir  fQr  u  wieder  a  schreiben 
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a*«  ^  = 


b  —  COS«     — (c — iCO&a) 

c  h 

=  6*  +  c* — 2hc  C08  a    (Cosinus-Satz) 
a  =  ±  V6(i— cCOSa)  +  c(c  — ÄCOS«)  =  ±  V  ^^ 

ferner  ergibt  sich  für  y  und  2; 


4) 


cos/3  = 


c  —  b  COS  a 


*  —  ccosa 

womit  die  Lösung  der  Aufgabe  gegeben  ist. 

Hierbei  sehen  wir  auch  die  Bedeutung  und  algebraische  Gleich- 
1>erechtignng  des  doppolten  Vorzeichens  von  a  =  +  V^-  Nimmt 
man  das  positive  Vorzeichen,  so  kann  cosjS  nur  dann  negativ  werden 
(d.  h.  ß  >  Ä),  wenn  />co8a>>  <?  ist;  icos«  ist  aber  die  Projection 
von  b  auf  c,  und  diese  kann  nur  dann  ]>  c  sein,  wenn  eben  ß  ein 
ttompfer  Winkel  ist  Es  muss  demnach  in  beiden  Fällen,  ß  mag 
>  odtr  <Ä  sein,  die  positive  Wurzel  genommen  werden.  Man 
findet  also  fOr  positives  a  aus  obigen  3  Wurzeln  die  Innenwinkel  und 
fftr  ein  negatives  a  die  Aussenwinkcl,  übereinstimmend  mit  Gleichun- 
gen n). 

Wir  wollen  noch  zeigen,  wie  die  Lösung 


cos/3 


c  —  b  COS  a 


a 


Mal  den  Sinussatz  führt,  wenn  a  berechnet  ist;   man   quadrirt  und 
snbtrahirt  beiderseits  von  1,  so  erhält  man: 


sin|3 


b  , 

-sina. 
a 


Die  Lösungen  4)  bilden  eine  zusammengehörige  Gruppe.  In  der 
wendet  man  gewöhnlich  eine  Lösung  an,  welche  sich  durch 
die  Sanune  und  Differenz  der  gegebenen  Seiten,  und  halber  Summe 
snd  I>ifferenz  der  Winkel  darbietet.  Man  kommt  dazu  durch  ein 
mehr  künstliches  Eliminationsverfahren.  Man  erhält  nämlich  durch 
Addition  nnd  Snbtraction  der  Gleichungen  2)  und  3)  leicht 


6) 


uy  =  (i  +  c)sin«  ;  +  (c-Ä)C0S«^  =  P, 


uz  «=  (c-f-&)sin^  j  — (c— ft)cos*-  ^  P„ 


18* 
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mithin: 


p 

cy  =*  c  — :     hz 


P 

u 


und  daher  mit  Hfllfe  von  Gleichung  1) 


(c--!»)»cos«^4-(c?--*)*8in>^i'^. 


Ferner  erhält  man  aas  5) 


'    p.r        y-»   p.-p.. 


woraus  nach  einer  kleinen  Umformang,  wenn   man  statt  y   und  t 
cos^  und  COS)*  schreibt,  sich  ergibt: 


tang*^ 


eine  Formel,  welche  unter  dem  Namen  des  Taagens-Satzes  bekaut 
ist.  Zu  dieser  Tangensformel  steht  also  in  ganz  besÜDAmtem  aaatjlif 
sehen  Connex  die  Formel  fOr  a^\  als  zweite  Gruppe  zuaaaiaes« 
gehöriger  Lösungen  bekommen  wir  daher 


ß+7 


6) 


(    a^  =  (Ä+c)*coa»^^  +  (Ä  — c)«sin2^-| 

(  tai 


Allein  sie  entsprechen  nicht  direct  der  gestellten  Aufgabe.   Ste; 
würden  z.  B.  auch  die  Aufgabe  lösen:    Ein  Breieck  zm  b^reel 
nen  aus  der  Summe  zweier  Seiten,  der  3.  Seite  mnd  iei 
gegenüberliegenden  Winkel. 

2)   Der   Winkel   liege   einer   der   gegebenen    SeiieAi 
gegenüber. 

Gegeben  &,  c,  y;  gesucht  a,  /?,  «;  (ti,  y,  x). 
Unsere  Gleichungen  lauten: 

Cir+»*cosy  =  i 

Man  erhält  für  w  leicht  die  quadratische  Gleichung: 

w*— 26cosy    tt  — (c*— i»)  =  0. 


j 
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mr  BiBcrimiiiEntB  ist 


iher 


u  =  bcosy  +  yj^ 


>bci  cias   doppelte  Yorzeicheu  in  ähnlicher  Weise,   wie  vorhin,    zu 
scatiren  ist     Für  t/  erhalten  wir: 


y 


ler 


C08/3 


c 


»t  nan  ß  und  y  bekannt,  so  erhält  man  dadurch  anch  a;  unabhängig 
du>iBmt  man  aber  ams  obigen  3  Gleichungen 

ic  ^  cos a  =  -  sin^y  +  cos y-^ —  • 

Leicht  ist  aos  der  Formel  für  ^,  der  Sinussatz  und  die  soge- 
taonte  separirte  Tangentenformel  herzuleiten. 

B.  Gegeben  1  Seite  und  die  Winkel. 

Da  hier  alle  3  Winkel  bekannt  sind,  so  genügen  2  der  Gleichun- 
pn,  um  die  Seiten  zu  berechnen.    Sie  lauten: 

wco%ß-\-vco%y  =  a 

tücosa+^c^sy  =*=  V 

t^cosa+ocos/J  =  w, 
ÜHii  erhält  direct; 

a(cosy-|-cosacoB/3)  sin/? 

1  — cos*«  sinc 

L I.  £,  d.  h.  die  Lösung  wird  durch  den  Sinussatz  gegeben. 

C.  Oegeben  die  Seiten,  gesucht  die  Winkel. 
Man  erhält  aus  den  3  Gleichungen  direct: 


cosa 


a  c  b 

bOa 

<;  aO 

o(c«4.ft»— a») 

0  c  & 

""          2dbc 

c  Oa 

5  aO 

1  analoge  Werte  für  cos/}  und  cosy. 
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Schreibt  man  don  Ausdruck  für  cosa,  welcher  in  Zähler  und 
Nenner  homogen  ist,  in  folgender  Form: 

C08«  =  ^-  +  ^-^.-j 

so  erhält  man  noch  den  Winkel  durch  die  Hühen  ausgq^ckt: 


YTu 


Obige  Formeln  für  die  Winkel  eignen  sich  fOr  eine  logaridmdrj 
sehe  Rechnung  nicht,  man  hat  daher  die  Functionen  der  halben 
aus  den  Seiten  darzustellen  gesucht.    Wir  wollen  zeigen,  dass 
Lösung  einer  bestimmten  Gruppe  von  Aufgaben  angehört,  aus  wt 
sie  isolirt  herausgegriffen  ist. 

Zu  dem  Zwecke  formen  wir  unsere  drei  Hauptgleichmigen  auf 
die  sin,  cos  und  tang  der  halben  Winkel  um  und  setzen  daher 


ht 


o 

nächst  cos /?  =  2 co8^^  —  l   etc.,  wobei  «',  ß\  y'   statt  der  halbes^ 
Winkrl  gesetzt  werden  soll.    Wir  erhalten  demnach: 


UI) 


ccos*j3'4-*cos^y'  =  8 
ccos*a'+acos*/  =  8 


wenn  s  der  halbe  Umfang  des  Dreiecks  ist.    Es  enthalten  diese 
chungen  ausser  den  Seiten  und  Winkeln  auch  der  Uinfang  dos 
ecks  und  stellen  somit  eine  Gruppe  von  Aufgaben  dar,  bei  denen 
Umfang  gegeben  ist.    Man  sieht,   dass  darunter  auch  die  enl 
ist,  die  halben  Winkel  zu  berechnen,   wenn   die  Seitai 
gegeben  sind.    För  diesen  Fall  erhält  man  aus  obigen  Gleichi 


h-C 


i-^: 


cos*«'  = 


8    C   h 

8  0a 

8  aO 

2abc 


_8{8—a)  . 


»<:•; 


i: . 


'«T 


daher 


a 

cos  5 


V         hc 


Unter  andern  steckt  in  obigen  Gleichungen  auch  noch  die 
der  häufiger  vorkommenden  Aufgabe:  die  drei  Seiten  zu  be« 
rechnen,  wenn  die  Winkel  und  der  Umfang  gegeben  ist 
Man  erhält  leicht,  wenn  man  die  Gleichungen  nach  den  Seiten  ort 
net,  die  bekannte  Formel: 
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ß        y 

cos  ö  •  cos  ;; 
a  = -" 

«.SUDLä 

L  f.     Formt  man  ferner  die  drei  Hauptgleichuugeu  nach  den  sin 
halben  Winkel  um,  so  erMlt  man: 

c8in*/J'-|"''SinV  =  «  —  a 
c8inV-f-ö8in*y'  =  s — b 
isinV-f-asin*/?' «  #  — c, 

choDgeii,  in  denen  auch  die  Aufgabe  enthalten  ist,  aus  den  Seiten 
sin  der  halben  AVinkel  zu  berechnen. 


Man  erhält: 

s  —  a     c  b 

8  —  b    Oa 

daraas  schliesslich 

/(s^b)(s-c)^ 
bc 

Um  ein  ähnliches  System  für  die  Tangenten  der  halben  Winkel 
gekommen,  dividirt  man  je  eine  Gleichuug  aus  IV)  durch  eine  aus 
and  erhält: 

«  =  *  (1  —  tang  ß'  taug  y') 

b  =  8  (1  —  tang  a' tang/) 

c  =  *(1  —  tang  a' tang /3')* 

Gleichougen  zeigen  zunächst  die  Lösung  der  Aufgabe:  die  Sei- 
1  ans  dem  Umfange  und  den  Winkeln  zu  berechnen. 
i  die  Aufgabe,  aus  den  Seiten  die  Winkel  zu  berechnen, 
lösen,  isolirt  man  die  Functionen  auf  jeder  Seite  und  man  erhält 
ilit 


B.  f.     Addirt  man  die  Gleichungen  Y),  so  gelangt  man  noch  zu  der 
Kanuten  Bedingung: 

1  —  tang^tang2+tang^tang|+tang|tang|. 
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Im  Vorstehenden  sind  die  Hauptaufgaben,  so  weit  sio  Seiten  und 
Winkel  betreffen,  erledigt,  es  würden  sich  daran  Aufgaben  knApfeSi 
wobei  hervorragende  Linien  des  Dreiecks,  Höhen,  Transversalen,  Bi- 
dien  u.  a.  vorkommen,  die  dann  gleichfalls  als  Eliminatiosanfgabei 
betrachtet  werden.  Als  hübsche  Anwendung  der  Determinanten  k 
der  metrischen  Geometrie,  wollen  wir  ans  der  Frage  nach  dem  b- 
halt  des  Dreiecks  zunächst  einige  Gleichungen  ableiten,  welche  ttt 
den  Zusammenhang  einiger  hervorragender  Linien  von  Wichtigkeit  sind. 

Bezeichnet  man  die  Lote  von  irgend  einem  Punkte  im  Drdeck 
auf  die  Seiten  a,  &,  c  mit  ar,,  ar,,  a:,,  so  ist,  wenn  J  der  Inhalt: 

7)     aaCi+^+^Jaf»  =  2^. 

Lässt  man  den  Punkt  in  eine  der  Ecken  fallen,  so  werden  von  dei 
Loten  je  zwei  =  0,  und  aus  dem  3.  wird  die  Höhe.  Setzt  man  z.R 
*i  =*  *i»  80  ist  arg  =»  0,  ar^  =  0  und  es  bleibt  aA,+ÄO+c.O  —  2A 
Fällt  man  von  einem  Punkte  ausserhalb  des  Dreiecks  jene  Lote,  M 
wird  in  obiger  Gleichung  je  ein  Glied  negativ.  Wir  erhalten  so  noA 
folgendes  System  von  Gleichungen: 

aÄ,  +  ft.0+c.0  =  2^ 
a.O+ftÄ,, +c.0  =  2-^ 
a.O-f  J.0+cÄ"'=2-^, 

Eliminirt  man  hieraus  o,  5,  und  2^,  so  erhält  man : 


«1 

0 
0 


0 


'tt 


0 


oder 


0 
0 

AM 


1 

1 
1 
1 


0 


8) 


eine  Gleichung,  worauf  wir  noch  einmal  zurückkommen  werden. 

Lässt  man  den  Punkt  x  in  die  Mittelpunkte  der 
fallen,  so  erhält  man  ans  7)  folgendes  System  von  Gleiduuigen; 

aq  +Ä^  +<?^  — 2^  =  0 
—  a^,  +hQ^  +c^,  —  2iäl  =  0 


VI) 


hl 


'i 


woraus  folgt: 
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9 

9 

Q 

1 

—Q. 

Qi 

Qs 

1 

9ss 

—9i. 

Qu 

1 

9m 


—Qm    1 


— 1 


1     -1 


1      — 


1      — 


1      — 


1     — 1      ~ 


1 

9 

1 

9i 
1 

9si 
1 

9m 


==  0 


d.  L  die  bokannto  Bedisgong: 


-+-+  — 
9i       9si      901 


1 
9 


Setzt  mau  nnn  m  S)  x^=x^'==^  x^^  g^  so  wird 


1+L  +  L. 

P/       9h       9m 


Um  die  Höhen  einzeln  durch  die  Radien  darzustollcu,  berechnet 
man  aos  den  drei  letzten  Gleichungen  von  VI)  die  Seiten  a^  h^  c 
Man  erhftli  leicht 


2^ 


a 


1      9s        9i 

1  — P  Q 

1       p1    — p^      _  ^(<9,9si+9i9m)  _  -^(P..  +  9iii)  . 


«^^^««i 


—111 
1—1  1 
1       1—1 


ebenso 


A9i+9m)  ._-^(g/  +  gJ 


9/Piv 


^/^w 


Setzt  man  diese  Werte  in  7),  so  wird: 

a^i9i94s+9i9m)+'^i9i9ii+9u9m)'\'^(.9i9m+9j,9m)  =  '^9i94i9m' 
Setzt  TP^"  darin  x^  =  0,  a^  »■  0  d.  i.  a^  =  Ai,  so  erhält  man  direct 

^'''i(9.  +  9my 


ebenso  ftr  ar^  =  0,  ajj  «  0: 


g/gi»      . 


'// 


nnd  fftr  a^  =  0>  »«  —  0: 


i(^/  +  ^i«r)' 
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d.  h.  die  Höhen  sind  harmonische  Mittel  der  Radien  und  somit  ist 
die  Aufgabe  des  Dreiecks  für  die  Höhen  gelöst,  wenn  sie  für  Bc- 
rühmngsradicn  gelöst  ist  und  umgekehrt. 

Wir  wollen  jetzt  das  Problem  allgemeiner  fassen,  und  Gleicban- 
gen  aufstellen,  welche  für  Höhen  und  Transversalen  gleichmässig 
gelten.  Zu  dem  Zwecke  führen  wir  alsYariabele  das  Yerhältniss  ein, 
in  welchem  je  eine  beliebige  Ecktransversale  die  gegenOberliegende 
Seite  schneidet.  Die  Transversalen  von  den  Ecken  u4,  B^  C  seien 
£o  ^A)  Im)  <^^  Teilverhältniss  auf  der  Seite  a  sei  n:m;  dass  der 
beiden  andern  n^ :  m^  und  n,^ :  m,,.  Man  erhält  dann  mit  Hülfe  des 
Pythagoreischen  Lehrsatzes  folgendes  System  von  Gleichungen: 

VH) 

Die  Gleichungen  sind  homogen  für  die  n  und  m;  wie  sie  für  jede 
Transversale  gelten,  müssen  sich  auch  die  Höhen  aus  ihnen  berechnen 
lassen.  Setzt  man  £^  «=  A,,  J^^  —  h^^  und  f^  =»  7«^,  so  ist  für  ä^  das 
Teilverhältniss 


n2         c^      K^ 
m»  ^  b^      h,^ 

oder 

n 

_  -   ■ 

m 

und  ähnlich  für 

». 
m^ 

und 

"« 
»»/. 

Setzt  man  diese  Werte  in  VH)  ein,  so  erhält  man  nach  einer  kleinen 
Umformung  folgendes  System  von  Gleichungen: 

4rt^Ä,2   ==  2aHb^+  c»)  —  a*  —  (b^-^v^y 

Sind  nun  die  Seiten  gegeben,  und  will  man  die  Höhen  berechnen,  so 
erhält  man  direct: 

oder 

und  ähnlich  für  7*,^  und  h^. 

Die  Gleichungen  VHI)  gestatten  aber  auch  sofort  die  Seiten  ans 
den  Höhen  zu  berechnen.    Dividirt  man  nämlich  die  erste  Gleicfaiuig 
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darcli  a*  nnd  erinnert  sich,  dass  die  Seiten  sich  umgekehrt  verhalten 
wie  die  Höhen,  so  wird 

woraus  man  nach  einer  bekannten  Umformung  erhält: 

Setzt  man  A/A^/A^^  dividirt  durch  obigen  Zähler  »  n\  so  erhält  man 

and  ebenso 

4 

"  —  Ä  »      ' 

'Vi 

woraus  noch  folgt,  dass  der  Inhalt 

J=--  n. 

Um  aus  System  VII)  die  wlnkelhalbirenden  Trausversaleu  zu  berech- 
nen, setzt  man 


A  * 


n        c,     fH        a.     w«__Ä 


und  erhält 


m 


«»1        c       w^,       a 


it* 


*  =  ch  — 


€?dß 


b^ac 


(b+e)*'      "*"  =^*"'(a  +  c«)* 


//t^^^'^  =  CTÄ  


:^ah 


(«+"&)«• 


£s  erübrigt  noch  die  Seiten  durch  die  Schwerpunktstrausversalen 
auszudrücken.  Ein  Vorzug  der  Gleichungen  VII)  besteht  noch  darin, 
dass  bei  gegebenen  Teilverhältnissen  die  Quadrate  der  Seiten  sich 
linear  aus  ihnen  berechnen  lassen.  Ordnet  man  sie  nach  den  Seiteu) 
so  erhält  man: 

«•(«»/*  +  ««/*»/)  —  ^*»»i»i  +  c  (»,»  +  m^n^)  =  SJ  (n,  -f  m,  Y 

Man  erhält  daraus  für  die  Seite  a 


m'  -f~w  w 


»/i* +  *»«»//     »»/.*+ »*,,n^         —  »^i^/i 
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SeUst  man  die  Teilverbältnisse  einander  gleich^),  sn  erbält  nmii 

Für  die  Schwcrpnnktstransvcrsalen  tjj^  wird  daraas 

etc.    Berechnet  man  noch  wie  in  9)  die  Quadrate  aller  drei  Seiten, 
so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  VIII),  wo  links  (4^)'  steht: 

Für  den  Fall  m  =^  n  erhält  man  daraas  die  bekannte  Formel : 
worin   T  ==  -^-^  o^^  gesetzt  wnrde. 


*)  Dieser  speciellc  Fall,  bei  welchem  alle  TeilTerb&Itnisse  gleich   -       ce- 

Ml 

setzt  sind,  findet  sich  als  roreioselte  Aufgabe  in:   Programm   des    niederftster- 
reichischen  ObergyronasiiMns  zn  Hörn  von  Prof.  H.  Trelkorn. 
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xn. 


Ueber  die  Bedingung,  welcher  eine  Flächenschar 
genügen  muss,  um  einem  dreifach  orthogonalen 

Flächensystem  anzugehören. 


Von 

R.  Hoppe. 


Die  oben  bezeichnete,  von  Cftyley  gelöste  Aufgabe,  deren  Unter- 
snchang  von  Darboux,  nnd  deren  Ergebniss  von  Weingarten  (Grelle 
J.  LXXXnL  1.)  vereinfacht  worden  ist,  finde  ich  gleichwol  Anlass 
noch  einmal  aufzunehmen.  In  der  letzten  Arbeit  wird  nämlich  noch 
getrennt  die  Entdeckung  einer  Relation,  welche  Folge  der  Orthogo- 
ajdität  sein  wftrde,  von  dem  Beweise,  dasB  diese  Relation  dann  auch 
aasreicbendc  Bedingung  für  dieselbe  ist.  Man  kann  aber  durch  eine 
Betrachtung,  die  sich  an  die  Aufgabe  anschliesst,  die  gleich  anftnglich 
als  ausreichend  zu  ersehende  Bedingung  entwickeln,  in  einer  neuen 
and  wie  mir  scheint  noch  einfacheren  Form. 

1. 

£8  sei  eine  mit  dem  Parameter  w  varürende  Fläche  gegeben. 
Eine  Cnrve  schneide  die  ganze  Flächenschar  rechtwinklig  nnd  variire 
mit  2  Parametern  n,  v  so,  dass  sie  denselben  Kaum  erzeugt,  den  die 
Flftchenschar  einniBMut  Dann  ist  jeder  Punkt  dieses  Raumes  ein- 
deutig durch  u^  v^  w  bestimmt,  und  gleichzeitig  ein  System  von  3 
Flächenscharen  u  »  eonst,  v  «  const,  w  »  eonst  Nur  die  letzte 
ist  gegeben,  doch  sind  durch  sie  auch  die  2  andern  bestimmt,  wenn 
eine  einzige  Fläche  w  »  const  in  Parametern  •»,  v  dargestellt  ist. 
Sa  das  System  der  u,  v  auf  dieser  individuellen  Fläche  noch  beliebig 
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gewählt  werden  kann,  so  setzen  wir  fest,  dass  daselbst  alle  Cane& 
u  »  const  und  i^  »  const.  Krümmungslinien  sind.  Dann  ist  es  not- 
wendige und  aasreichende  Bedingung  der  Orthogonalität  des  so  be- 
stimmten Flächensystems,  dass  ii,  v  auf  allen  Flächen  w=^eiümL 
Parameter  der  Krümmungslinien  werden,  und  zwar  folgt  dies  sucoei- 
sive  durch  die  ganze  Schar,  wenn  es  nur  für  die  consecutive  Flid» 
festgesetzt  wird. 

Die  Bedingung  der  anfänglich  construirten  rechtwinkligen  Trans- 
versalcurven  (u  =»  const,  v  =»  const)  ist 

dx  dv  Bx 

WO  p,  </,  r  die  Richtungscosinus  der  Normale  der  gegebenen  Fläche,  \ 
der  Wert  von  

»-K©+(l)"+(fe)' 

für  den  rechtwinklichen  Durchschnitt  gleichgültig,  dagegen  wesentlich 
für  die  gegebene  Flächenschar  ist 

Die  Bedingung  der,  nur  auf  eine  Fläche  anzuwendenden  Yerfik- 
gung  über  die  u^  v  ist,  dass 

VX  OX  .   VI/  ov   .    Bz  Bz 

du  öv  ^  ou  ov  *  du  ov 

^=^PBiidv+'^Budv+'^8i:di    ^  (*) 

sei.    Dasselbe  wird  noch  für  die  consecutive  Fläche  gelten,  wenn 

Bf  Bf 

g  =  0;       g;;  =  0  (5)J 

ist.    Nun  hat  man  nach  Differentiation  von  (3): 

8/   ^  8a?  B.Np      By  B,Nq      Bz  B.Nr 


lw 


du   8»       8t*   Bv  ^^Bu   Bv 

I    8a;8.iN^  .  8y  B.Nq^^8z  B,Nr 

"^ bv  Bu    *Bv  Bu    *8t>  Bts 


oder,  wegen  p8ar-f-</8y+r8«  =  0: 

Bw      ^  \Bu  ^^'"^Bv  Bu^'") 


Bf 
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Bf 
Dan   F »  0  ist,  so  verschwindet  bedingungslos  die  Grösse  ^t 

l  die  erste  Bedingung  (5)  fällt  weg. 

Zur  Differentiation  von  Fist  folgende  Entwickelang  nötig.    Dif- 
ntiirt  man  die  Gleichangen 


i  #/-,  so  kommt: 


dp  dr.  3 .^jP  ,  n 

B^i^dv'^'"^^  Bv  "T-  ^^ 
Bp 


hc 


!,  +  ...=  0 


£war  hat  man: 


SMp  ^ 

P    Bu   "T""  *"  Bu 


BN^         B^.      _a_N 
^  Bv    "^ '"      8?» 


nach  Auflösang  des  Gleichangssystems: 


8p 


UC 


BN  By  Bz 

Bu  Bu  Bu 

BN  By  Bz 

Bv  Bv  Bv 

0  q  r 


9  V  • 

.dp      (BN^     BN  \dx     (BN       BJl  \Bx 
man  hat,  weil  /  ==  0,  die  3  analogen  Gleichungen : 


Bp 


iBNBx     IBnBx 


Bio  eBu  Bu      g  Bv  Bv^ 


(7) 


2  =  ^  ist,   und  c,  /,  g  die  Fundamentalgrössen  1.  Ordnung*) 
lie  Flache  w  =•  const.  bezeichnen,  von  der  wir  ausgehen. 

F'erner  ist  nach  Eigenschaft  der  Krümmungslinien 


8ii 


Bu      Bu 


^1;    ?!!  =  H^ 
Bu      Bu         Bu 


)  Hoppe,  Fl&chentheorie  §.  1.     Aroh.  LIX.  p.  227. 
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daher 

Differeutiirt  man  nun  den  Ausdruck  fiOr  F,  so  erhftlt  man  nid 
den  Formeln  (1)  (7): 

2e9u  [dv  \dn)  +  -' J  ~  2g  dv  [dfi  \dx)  +  -J 

l^dedA\_  1  dgdN     d^N 

2e  dv  du       2g  3t*  dv>    *"  3tiör 

Demnach  ist  die  einzige  Bedingung: 

o^N       8 logg  dN j.d\ogg  hN 
dudv  du     du*du&v 

Aus  ihr  folgt,  wenn  sie  Air  die  erste  Fläche  gut,  dass  u,  v  auch  \ 
der  consecutiven  Fläche  Parameter  der  Krümmungslinien  sind.  L 
sen  wir  sie  für  alle  Flächen  gelten,  so  sind  u,  v  Parameter  < 
Krümmungslinien,  mithin  orthogonal  auf  allen,  und  das  Flächensyst 
ist  dreifach  orthogonal. 

Um  jede  Undeutlichkeit  zu  entfernen,  welche  in  besondem  F 
len  aus  der  Bestimmung  der  Paramcterlinien  (u),  (r)  als  Krttmmui 
linien   entspringen  könnte,   haben  wir   unter  die  Krümmungriin! 
Systeme  alle  diejenigen  CnrTensysteme  zu  bofreifen,   welche  den 
dinguDgen 

genügen,  auch  wenn  durch  diese  Gleichungen  kein  System  bestin 
idt.    Letzteres  ist  der  Fall  auf  Ebeiieki  und  Kugdfi&chen. 

Auf  Ebenen  sind  p,  9,  r  constant,  daher  ist  stets 

auf  Kugelflächen  muss  ebenfalls  fÜr/=0  auch  JP»0  sein,  ^ 
hier  alle  sich  rechtwinklig  kreuzenden  Tangentialrichtiiiigea  goi 
girt  sind. 

Da  nun  nach  (6)  ans  F—  0  auf  einer  Fläche  immer /=0 
der  consecuti?en,  mithin  wieder  F-=«0  folgt,  m  siäd  hMb  fiai 
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if  der  ganzen  ebenen  oder  sphärischen  Flächenschar  erfüllt, 
einer  solchen  Fläche  /  «=  0  ist     Demnach  fällt  hier  die 
;  (B)  weg,  and  man  hat  den  Satz: 

Schar  vonEbenen  oder  Engelflächen  lässt  sich 
Flächenscharen  zn  einem  dreifach  orthogona- 
em  ergänzen. 

1.  (8)  ans  den  Gl.  (9)  hervorgeht,   so  folgt,   dass  sie  auch 

Ebenen-  und  Eugelscbar  erfüllt  ist    Daher  ist  ohne  Ans- 

:.  (8)  notwendige  und  ausreichende  Bedingung  daftlr,  dass 

henschar   einem  dreifach  orthogonalen  Flächensystem  an- 

och  findet  folgender  wesentliche  Unterschied  statt  Ist  eine 
har  gegeben,  die  aus  lauter  Ebenen  oder  Kugelflächen  ho- 
lst das  dreifach  orthogonale  System  durch  sie  nicht  bestimmt, 
deren  unbegrenzt  viele,  jede  andre  Flächenschar  lässt  nur 
es  zu. 

len  Umfang  der  Variabilität  des  Systems,  welche  bei  gege- 
^elschar  möglich  bleibt,  zu  übersehen,  wollen  wir  an  einer 
c  anfänglich  angedeutete  Construction  in  Ausführung  bringen. 


2. 
rleichungen  einer  Kugel  seien: 

««Zo  +  Äp;     y=^yo+hq',     z^ZQ'{-hr  (10) 

))  Mittelpunkt,  h  Badius,  beide  Functionen  von  w,  Py  q^  r, 
;osinus  des  Radius  und  der  Normale,  Functionen  von  u,  v,  w. 
langen  der  consecutiven  Kugel  seien: 

«"i  =  a^o + Sxq + (ä + 3%i ;   etc. 

ler  Punkt  (x^yi^i)  auf  der  Normale  der  Kugel  (10)  liegen, 
ein 

a^i==^o+(Ä+^)p;    etc.  (11) 

endlich  klein,  aber  Function  von  u,  v,  w  ist,  also 

(Ä+i>)p  =  aa-o+(Ä+a%i;    etc.  (12) 

tn  die  Quadratsumme,  lässt  die  Terme  2.  Ordnung  w^  und 
irch  2A,  so  kommt: 

genelement  der  Mittelpunktsbahn,  H  Cosinus  des  Winkels 
hm  nnd  dem  neuen  Radius.    Dies  in  (12)  eingeführt  giebt: 

I.  19 
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(A+8Ä+H8^)p-ai;o+(A+3*)Pi;    etc 
nnd  nach  Division  durch  h'{-Sh: 

(l  +  f&b)p  =  ^4-A5    etc. 


(1») 


(H) 


..   Sx. 


Multiplicirt  man  mit  v-i  so  giebt  dio  Summe  der  3  Analogen: 
^^^^Ss,)^^^±^±^^^+^    oder 

und  nach  Division  durch  den  Goefficienten  von  H  erhält  man: 


H 


p3«©+fl?yo+»*8^/^  ,  p^o^o+M^o+i^ 


3*0 


(•+ 


)-^ 


(16); 


Demzufolge  geben  die  Gl.  (14): 


;'i  =  (l  + 


p9xo+qdyo+^^ 


\       9^ 

)p-  r ' 


etc. 


(« 


und  die  Gl.  (10)  gehen  über  in 

a-i  =  stti+ih  +  dk+pdxo+qByn  +  rBMf^ip^     etc 


(11 


dar 


Es  ist  nun  vorauszusetzen,  dass  auf  einer  Fläche,  nämlich 
Fläche  (10),  die  Linien  «  »  const.  und  u  »  conat  aich  unter  rechMi 
Winkel  schneiden,  dass  also 


dx  dx      Sydy  .  dz  dz 
du  30"'  8m  8p  '8»  3» 


0 


ist,  was  sich  reducirt  auf 


dp  dp^^dq  dq^^dr  dr 
dudv^Südü^^dudv 


^^  — 0 


und  dann  die  Forderung  zu  erftülen,  dass  auch  auf  der  coi 
Fläche  f&r  dieselben  Parameterwerte  ein  rechtwinkliger  Dnrcl 
erfolgt.    Es  mOssen  also  die  AusdrOcke  (11)  der  Bedii^gang  gcnl 

du  dv'^du  8p  ■*"8i»  8r  """ 

Die  Linke  ist,  ?ras  immer  D  bedeute,  sehen  sofern  et  aanimt 
Derivirten  unendlich  klein  ist, 
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dp pdp'\^qdq-\'rdr  ,     dP pdp'\'qdq-\'rdr 

du  dv  *     Bv  du 

ist  =  0,  wofem  61.  (18)  besteht,  folglich  sind  die  Parameter  v,  v 
nUen  Flächen  orthogonal,  wenn  sie  anf  einer  einzigen  so  bestimmt 
ly  wie  bereits  bekannt. 

Zur  Bestinunong  der  2  schneidenden  Flächenscharen  dienen  die 
(16),  deren  dritte  eine  Folge  der  2  ersten  ist    Nach  ihnen  hat 

i: 

dw        "  hdw  hSw 

(19) 

dw        ^  hdw  hdw 

Um  die  3  Yariabeln  p,  9,  r  rational  auf  2  unabhängige  zurück- 
Ihren,  braucht  man  nur  den  Punkt  (pqr)  von  der  Kugelfläche 
[-g*-f-r*  =  1  stereographisch  mittelst  der  Substitution 

i         ^         i-t 

soF  Abkdrziiiiff 

^—       2 

ßtzt  ist,  auf  die  Ebene  zu  übertragen.  Hier  bezeichnen  £,  17  die 
tesischen  Coordinaten  der  Abbildung.  Um  letztere  dann  durch 
le  Abbildung  in  ein  beliebiges  orthogonales  Curvensystem  übergehen 
lassen,  snbstitniren  wir  femer 

Ol  wird 

o      1+ü? 
^  2 

er 

Reicher  Form  stellen  wir  auch  die  Richtungscosinus  der  Tangente 
MiUelpnnktsbahn  dar,  nämlich 

19* 
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Führt  man  diese  Werte  in  die  Gl.  (19)  ein,  so  findet  man: 


ÄST  -  (^-«) 


1  +  a/J 


(») 


Hier  sind  nicht  nur  die  Gresnchten  fi,  v  geschieden,  so  dass  jed|^ 
Gleichnng  einzeln  zn  lösen  ist,  sondern  beide  haben  auch 
Form,  deren  allgemeine  Integration  ans  irgend  einer  Sp 
gefunden  werden  kann.    Eine  solche  lässt  sich  aber  gewinnen,  woJ 
man  die  Aufgabe  dahin  abändert,  dass  nicht  die  Kugelschar  gfig^km, 
sondern  das  allgemeinste  dreifach  orthogonale  Flächensystem  genMH 
sein  soll,  dessen  eine  Flächenschar  aus  Kugeln  besteht    Dann 
man,  wenn  x,  iL  zwei  willkürliche,  aber  conjugirte,  complexe 
tionen  von  ir  bezeichnen,  die  Wert« 

als  Speciallösungen  von  (22)  annehmen  und  aus  denselben  61.  (^l 
die  entsprechenden ,  gleichfalls  conjugirten  Werte  von  a  und  ß  «#] 
wickeln. 

Gleichviel  ob  a,  ß  aus  gegebener  Mittelpunktsbahn  hervoi 
und  X,  iL  durch  (22)  gefunden  sind,  oder  x,  iL  als  willkürlich 
tet  werden,  und  a,  ß  sich  aus  ihnen  orgeben,  so  wird  man  ii 
die  allgemeinen  Integrale  von  (22)  in  der  Form  darstellen  können: 


f*  =  »4- 


y 


•x,a«o' 


v  =  il  + 


A,8«o 


J       h 


(3$ 


welche  in  die  Gl.  (22)  cingeftthrt  ergeben: 


ß»i 


Sei  nun 


rfa-ß 


/^=».+->/^=«.+- 


und  zwar  Xj,  X^  Functionen  von  tr  allein,  dagegen  die  Integratfonif] 
Constanten  A,  ß  Functionen  von  w,  v.     Dann  ist  die  Anoi^nas 
treffen,  dass  auf  einer  besondem  FlÄche  w  =  (w)  die  Panmeler  «>#| 
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(onal  werden.    Die  Bedinguüg  hierfür  (18)  geht  bei  der  Substi- 

(20)  Aber  in 

3/i*3v  ,  8v3ft 

du  dv*~du  dv 
rird  allgemein  erfüllt  durch 

fi  ==»  (p(u-\-iv)'^     V  ==  f\>(u — iv)  (26) 

5liebig  complexe  9,  t^,  oder,  damit  fi  und  v  conjngirt  bleiben, 

fi  =  g)(tt-f-iV,  t)\     V  =  9(w  —  iv,  — {) 

lelle  9.  Die  Substitution  (26)  ist  nämlich  gleichbedeutend  mit 
Abbildung  der  Parameterlinien  auf  der  Ebene  in  ein  recht- 
5  geradliniges  System.  Sofern  sich  jedes  orthogonale  Curven- 
nach  Aehnlichkeit  der  Flächenelemonto  so  abbilden  lässt,  ist 
»sang  allgemein.    Auf  der  Fläche  %c  »  {w)  hat  man  also : 

/     I  .     n  (*i)  /  ^  \^iJ 

ch    sind   aber   A,  B   selbst    conjugirt   und    von   der   Form 
tr,  + 1).    Wir  können  daher  einfacher  schreiben : 

A  =  <p(u-f-w,  i)\      5  =  fp{u  —  IV,  — t) 

rerden  die  Gl.  (23): 


v  =  A  + 


(27) 


^s+vC**— »«'j  —  0 


LS   allgemeinste  dreifach  orthogonale  Flächensystem  mit  einer 
char  ist  also: 


♦^'*        y     l  +  «/J+l  +  ,iv'        *        •»       J     1  +  B/J  +  l 


2Av 


jf  durch  (27),    X3,  A3  durch  (25),   x^,  A^,  x,,  A^  durch  (24) 
arch 

3«        ^         ^l+x/3        ,  3A        ,,      /ivl4-^« 

it  sind,  während  x,  A  als  conjugirte  complexe,  A,  <o  ^  reelle, 
»nen  von  ir,  sowie  die  reelle  Function  9,  willkürlidi  bleiben. 
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xm. 

üeber  einige  Sätze  aus  dem  Gebiete  der 

Dreieckslehre. 

Von 

Herru  Norbert  von  Lorenz, 

stud.  phil.  in  Wien. 


1. 

Bekanntlich  bestehen  für  die  Abst&Hdejp^,  pf,  Ps  des  Mittelpaiili 
des  einem  gegebenen  Dreiecke  von  den  Seiten  x^  y,  x  umschriebe] 
Kreises  die  Formeln: 

Pi gy:  >    Pi  =•  8/         '    ^  —  87~ 

respective  ftlr  die  Summe  dieser  Mittellote  die  Gldcfaniig: 

Pi+Pi-rP^  ^ 3^ 

Da  der  Zähler  des  rechterhand  steh^den  Bruches  augenscheinlich 

identisch  ist,  und  das  den  ersten  Bestandteil  dieser  Sumaa  bilde 
Product  gemäss  der  allbekannten  Relation 


aus  dem  Gebiete  der  JjreieckiUkre, 
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itarch  den  Quotienten  ^  ,   '  jj-  ersetzt  werden  kann,  so  gestattet  (1) 
och  die  Darstellangsweise: 


5?/ 


XifZ 


i>i+r*+ft  -  iTj:y+;  +  4^» 


d  L  in  jedem  ebenen  Dreiecke  ist  die  Summe  der  3  Lote  pi^  p^^ 
Pg  ^eich  der  Summe  der  Radien  der  diesem  Dreiecke  ein-  und  um- 
idhriebencn  Kreise. 

Bezeichnen  wir  den  Halbmesser  des  ersteren  mit  «,  jenen  des 
letzteren  mit  r,  so  wird  also: 


Pi+Pi+P^  —  '+r 


(2) 


femer  9,,  ^  9^  die  von  den  Ecken  bis  mm  Mittelpunkte  des 
dem  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises  gerechneten  Stücke  seiner 
Winkelhalbirangsiinieu,  so  bestehn  für  sie  die  Formeln; 


Oi 


l/yg(— g+y+g)  ]/arg(a;— y+g) 


(Z3 


-j^ 


y(«+y— «) 


x+p  +  z 


Bildet  mau  das  Product  dieser  drei  Grössen,  so  ergibt  sich: 


i\e 


x.yz 


x+y+s   r  Ä+y+^f 


(3) 


d.  h.  dM  Product  ans  den  drei  Strecken  ^j,  «7^  4]f3  ist  gleich  dem  Pro- 
ans  dem  irxerfachen  Radius  des  dem  Dreiecke  umschriebenen 
in  das  Quadrat  des  demselben  eingeschriebenen  Kreises, 
im  bestehen,  unter  a,  ß,  y  die  den  Seiten  des  Dreiecks  gegen- 
ftberliegendcn  Winkel  verstanden,  die  Belationon 


cos«  — 2l^  cos/l«— ,    cosy 


Ps 
r 


.    «         «        .    ß         s 

sm»  SS  "  >    siUrt  "^  "*» 
2       g,  2       qt 


-5  f73 


welchen  durch  Elimination  der  Winkel  die  Gleichungen: 

r  \qi) 


(4) 
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resnltiren;  d.  h.  es  bestehe  zwischen  den  8  Grössen  p^^  pt,  pi\  qx9 
9s9  ^8*9  ^j  '  neben  den  Beziehungen  (2)  und  (3)  noch  drei  weiten» 
Gleichungen,  so  dass  sich  mit  ihrer  Hilfe  jede  dieser  Grössen  dmdi 
drei  andere  demselben  Grössensysteme  angehörige  Elemente  aus- 
drücken lässt 

Im  folgenden  sei  es  uns  gestattet  die  interessantesten  dieser  Be* 
lationen,  welche  durch  die  Symbole 

1)    *•  -=/(3i7  «25  33)5        2)    «  =»  f(gi,  <tt,  gs) 
3)     r  — /(pi,  P2,  p^\        4)     s  =/(pi,  Pi,  Ps) 

5)     (Pu  P29  Ps)  =^fi<li^  «2>  53)5         6)     (ffn  ö»  «3)  ^'/(Pu  Pti  Ps). 

charakterisirt  sind,  in  Kürze  zu  betrachten.  Sie  sind  allerdings  teil- 
weise bekannt,  (2)  und  (3)  aber  noch  nicht  in  einheitlicher  Weise  her* 
geleitet  worden. 

Nach  Gl.  (3)  ist 

aus  Gl.  (4)  folgt 

4r*«  =  2q^\r^p^) 

woraus 

resultirt,  und  analog  p^  und  p^  unter  Hinzuziehung  von  (5)  und  (6) 
sich  ergeben. 

Nun  handelt  es  sich  darum  p^  noch  auf  eine  zweite  Art  in  Föne* 
tion  von  ^,  gg,  ^  und  r  darzustellen,  wodurch  sich  dann  die  erste 
Forderung  r  ^=  f(q^^  ^g,  q^  durch  Comparation  der  beiden  Darstel- 
lungsweisen sofort  erledigt  Wir  bilden  zu  dem  Zwecke  die  SmuM 
der  Gl  (4),  (5)  und  (6)  und  erhalten  so: 

oder  wenn  wir,  unter  Einführung  der  Abkürzung  « ■«  — «^ ^A — |» 

die  Summe  der  Mittellote  aus  (2)  ersetzen: 


2-^=2v 


woraus 
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8 


2(1  -^  sh) 
UgL  Nim  ist  aas  61.  (4) 

MU 


2(1 —  «V    '  (Zi*"-2«2 
Od  daraus 

^i^22i»(l-A)  <^^ 

Foflzieiit  man  nun  noch  in  dieser  Formel  für  p^  die  aus  (3)  stam- 
jnende  Sabstitation  

ao  ergibt  sich 


98«)  y 


omit  die  zweite  Barstellnngsweise  von  pi  =»  /(gfi,  g^,  g^,  r)  gewon- 
ist,  welche  inYerbindnng  mit  der  eben  yoransgegaugenen  liefert: 


_  S^  -=  f  r  —  ^*^\         Vgig2g8 
2gi""\         2gi/(4r— 2i3,53€) 


yr 

oder  nach  Kflrznng  durch  die  rechte  Seite 

wekhe  Gleichung  nach  r  geordnet  gibt: 
in  homogener  Schreibweise: 


dnrch  welche  Oleichnng  also  der  Badius  des  einem  Dreiecke  um- 
idiriebeiieii  Kreises  durch  die  Winkelhalbirenden  ausgedrückt  ist 

Kon  g^angen  wir  mit  Leichtigkeit  zur  Aufstellung  der  Beziehung 
Nach  Gl.  (7)  ist 
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oder  mit  Zuhilfenahme  der  Substitntion  r  »=  —/.t^ 

andrerseits  liefert  Gl.  (8) 
respectivo 


iq,s*  2q^Hl^eU) 

woraus  nach  Kürzung  durch  ^-^ entsteht 

oder  nach  Restitution  des  Wertes  von  b 

wodurch  also  der  Radius  des  dem  Dreiecke  eingeschriebenen 
durch  die  seinen  Mittelpunkt  erzeugenden  Linien  ausgedrückt 

Noch  weniger  umständlich  gestaltet  sieh  die  Aufstellung 
Ziehungen 

Bildet  man  das  Product  der  Gleichungen  (4),  (5),  (6),  so  erb 
sofort: 

('-?)(-?)(-?)-5^ 

welche  Gleichung  nach  Ausziehnng  der  Quadratwurzel  aus 
Seiten  und  nach  vollzogener  Substitution  des  Productes  q^^ 
Gl.  (3)  die  Form  annimmt: 

oder  nach  Substitution  von  e  aus  Gleichung  (2): 

welche  Gleichung  in  Bezug  auf  r  geordnet  liefert: 

die  bekannte  Gleichung,  welche  den  Radius  des  dorn  Dreien 
schriebenen  Kreises  durch  die  seinen  Mittelpunkt  erzeugende] 
ausdrückt. 
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Hier  sei  es  uns  gestattet  auf  die  völlig  identische  Bauart  der 

iMo  OleiciiiiDg  nüt  jener  Ar  -  =/(-»-,-)    hin   zu    ?rei8en, 

[     weick  EOS  «  »  f(qx^  g^  ^)  (durch  Division  mit  s^q^q^q^  hervorgeht 
iB  dar  Form 

Jbck  nan  schliesslich  noch  in  Gl.  (9)  die  ans  Ol.  (2)  herrührende 
80  wird 

y^iPl  +Pi  —  *)  (Pl  +1»3  —  *)  (P2  +Pfi  —  «)  =  «  Vl»l+i'2+P3  — « 

1  Bezug  auf  «  ordnend  erhält  man 

—  «^  .  3(l)i  +ft  +P8)  +  « .  2  ((pi  -f|>2  +Ps)*+PiPi  +Pt  Pi  +P9  Pz) 

'-^((Pl+Pt+P9)^PlPi+PlP:^+P9P3)—PlP»P3)  =  0 

lese  Gleichung  liefert  also  den  Radius  des  dem  Dreiecke  eingeschrie- 
aea  KrdaeB  in  Function  der  Mittellote. 

£8  erabrigt  nun  noch  der  Vollständigkeit  halber  die  Relationen 
(l^ii  Pt^  Pf)  •=-y(5i»  9sj  ^fs)    ™d    (^1,  5,5  28)  «=  /(i?!,  Pi,  ps) 

I>urch  Yollaehnng  von  ganz  eiu&chen  aus  dem  gesagten  leicht 
.  atetrahirenden  Substitotionea  in  den  Gleichungen,  welche  für 

L^estellt  wurden,  retultirt: 

ad  ähnlich  p^y  p^  in  Function  von  q^,  q^^  q^. 

Die  letzte  der  anzuführenden  Relationen  hat  die  Gestalt: 

-f  16gt«{(i>,F5  -Pi^  i^Pt^'h^Ps+^Pi'-Pi^)+  6pi  Pj|>8  (/>2+;^8) } 
id  ähnlich  ^  ^  in  Function  von  pi,  ^j,  P3. 


300  Lorenz:   (Jeher  einige  Sätze 

2. 

Wir  stellen  uns  folgende  Aufgabe:  Es  sind  die  Seiten  x^  y,  z  eine 

ebenen  Dreiecks  durch  die  Verbindungslinien  des  Höhendurchschnitts 

Punktes,  des  Mittelpunktes  des  dem  Dreiecke  umschriebenen  uud  de 

demselben  eingeschriebenen  Kreises  auszudrücken.  —  Um  die  Lösirn 

dieses  Problems,  in  welchem  der  analytische  Zusammenhang  zwischc 

den  gegebenen  und  den  gesuchten  Grössen  auf  einem  directen  Weg 

wol  kaum  zu  ermitteln  sein  dürfte,  durchzuführen,  stellen  wir  zunächs 

Formeln  für  die  eben  erwähnten  bekannten  3  Grössen  auf,  in  welche 

dieselben  durch  die  gesuchten  Dreiecksseiten  ausgedrückt  sind.   Dan 

suchen  wir  diese  Formeln  so  zu  transformiren  und  zu  zerlallen,  das 

für  ihre  Teile  bestimmte  aber  vorderhand  noch  unbekannte  Dreieckf 

grossen,  und  zwar  3  an  der  Zahl,  eingeführt  werden  können.    Hiei 

mit  ist  selbstverständlich  die  Möglichkeit  geboten  jene  3  Tcilgrössc 

durch  die  gegebenen  Grössen  auszurechnen.    Der  Umstand,  dass  oi 

sere  Teilgrössen   eine  geometrische  Bedeutung  besitzen,   ermögiicl 

weiter  3  brauchbare  Gleichungen  zwischen  denselben  und  den  nnb< 

kannten  Dreiecksseiteu  aufzustellen,  welche  die  Lösung  des  vorgelej 

ten  Problems  in  sich  schlicssen  und  dieselbe  auch  ohne  Schwierigkc 

in  expliciter  Form  hinzuschreiben  gestatten.  —  Zunächst  be8timm< 

wir  die  Länge  der  Verbindungslinie  (m)  des  Uöhendurchschnittes  n 

dem  Mittelpunkte  des  dem  gesuchten  Dreiecke  eingeschriebenen  Kn 

ses.    Bezeichnet  r  den  Radius  desselben  und  c  die  Länge  der  Ye 

bindungslinie  irgend  einer  Ecke  des  Dreiecks  mit  dem  Höhendurc 

Schnittspunkte  (wir  wählen  die  Ecke  der  Seiten  x  und  y)  und  si 

q>  und  n>  die  Winkel,  welche  beziehungsweise  x  und  y  gegenübi 

liegen,  so  besteht,  wie  aus   einer  passenden  Figur  leicht  abzulea 

ist,  die  Gleichung: 

m^  =  r*  -f-  c* — 2rc  COS  (9  —  t/;)  i 

Bezeichnet  ht  das  Höhenperpendikel  auf  die  Seite  2,  so  ist,  wie  1 
kannt  oder  leicht  ersichtlich: 

xy                    aJ^-f-y* — «* 
cos(^-if;)  = -^^^ +  -. 

« 

Setzt  man  diese  Werte  in  (1)  ein  und  bringt  dann  auf  die  gemei 
Samen  Nenner  4Ai*  und  83*A»*,  so  wird: 

m jjj^j 

(g'+y*  -  z*)  (x* — y^+a«)  (-  »«  +y« + »») 
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Der  Minaend  (1/)  dieser  Differenz  gewinnt  nach  Einfttbrnng  der  all- 
bekumten  Relation: 

die  Form: 

ffiermit  ergibt  sich  für  m^  die  Gleichung: 

oder 

,        /^V       (or^+y^-;.^)  (^x^+y^+z^)  (x^^y^+z^) 

Der  Sabtrahend  dieser  Differenz  ist,  wie  die  einfache  Aufstellung  der 
tareffenden  Formeln  lehrt,  das  doppelte  eines  der  gleichen  Producte 
•M  der  Yerbindungslinie  irgend  einer  Ecke  (wir  wählen  wieder  die 
Ecke  der  Seiten  x  und  y  und  haben  daher  die  Länge  der  Verbin- 
dungslinie mit  c  zu  bezeichnen)  mit  dem  Uöhenschnittpunkte  des 
Dreiecks  und  der  Entfernung  (y)  dieses  Punktes  von  derjenigen 
Dreiecksseite,  welche  durch  die  Verlängerung  der  Linie  c  getroffen 
wird. 

Somit  gewinnt  m^  die  Form: 

oder  nach  Einftthrung  der  Substitution  cy  =  t^i 

m2  =  r»— 2<2  (2) 

womit  also  die  Gleichung  für  die  Verbindungslinie  des  Höhenschnitt- 
ponktes  und  des  Mittelpunktes  des  umschriebenen  Kreises  in  der 
olien  präcisirten  Form  gefunden  ist. 

Xun  schreiten  wir  zur  Aufstellung  der  Formel  für  die  Verbin- 
^^linie  (n)  des  Höhendurchschnittes  mit  dem  Mittelpunkte  des 
^m  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises,  wobei  wir  einer  etwas  inter- 
nieren Transformation  begegnen  werden. 

Haben  c,  q>  und  rif  die   früheren  Bedeutungen,  und  bezeichnet 
*&88erdem  q  das  Stück  der  an  derselben  Ecke  wie  c  entspringenden 
lUtiteliuUbirenden  Linie  bis  zum  Mittelpunkte  des  eingeschriebenen 
ir^ises,  so  ist,  wie  leicht  ersichtlich: 
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lilacbt  man  folgende  leicht  zu  verifidrende  SnbstitationeQ  in  de 
OleichuDg  für  w*, 

«*+y*— «*  l/gy(ag+y — z) 

2     ^  %  Y 


cos 

xy 


so  ist: 


oder 


,,2_  {^^+y^-^^\xy(x+y^z)      {x+y){^+y^-^) 


4Äf*         "■"  «-f-y-j-« 


wird  hierin  A^r^  ans  der  bekannten  Formel,  in  der  es  in  Function  t 
g,  y,  a  erscheint,  ersetzt,  so  kommt: 


n« 


a,2(^24^2_^2)2^  (g+y-g)  (g--y+g)  (-g+y-H)  WH-y)-^-y^-« 

Vollzieht  man  jetzt  die  Substitution  der  Identität: 

(x*+y2— Ä»)^  =  4xV—(a^+y+«)(«+y —«)(«— y+«)  (--^+K 

so  folgt  nach  einigen  kleinen  Reductionen: 
2^  ig Vg^  —  (g+y — g)  {x--y^z)  {—x+y+z)  (g^+yH-gM-^gy«) 

""  (H-y-l--«)(a^+y--«)(«--y-f«)(--*-l-y+*) 

Um  (3)  einer  Auslegung  in  dem  angedeuteten  Sinne  fähig  zn  mac 
benutzen  wir  zunächst  die  Identität: 

£c*-|-y'+«*+i»y«  =  i[(»*+y*+«*)(«+y+«) 

—  («+y— «)(»— y+«)(— «+y+a 

welche  in  (3)  eingesetzt  liefert: 

^. _  8gVg^~(g«+y»+0(^+y+«)(x4ir-g)(a?--i^-H)(-x4-a 

2(«+y+»)(a:+y— g)(a;— y+»)(— a?-|-y+«) 

,  (g+y"^g)(a?^y+g)(-^g+y+g) 

1"  2(g+y+g) 

Der  zweite  Posten  dieser  Summe  ist  das  doppelte  Quadrat  det 
dius  («)  des  dem  gesuchten  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises,  ' 
rend  der  Subtrahend  der  Differenz  im  Zähler  des  ersten  Bruches 
folgende  sinngemässe  Transformation  gestattet: 


■ 

f 
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(*Ht4V)  (»+H-«)  («4-^^^)  (— a4-y+«)  (»— rf«) 

«  («MV-a«)  (x«— ^«4^  (--^24.^2^2)  4.  g^2^2^2 

I    Kuih  ToUzogener  Sabsütatiou  in  der  letzten  Gleichung  für  n^  kommt: 

Oft  nan  nach   nnseren   oben   gegebenen  Aasfahmngen   der  Bruch 

reefaterband  vom  Gleichheitszeichen  mit  ^  identisch  ist,  so  folgt  an- 

mittelbar  : 

n«  =  2««— i« 

Als  die  Relation  Y  welche  uns  die  Länge  der  Verbindungslinie  des 
Zßhenschnittes  mit  dem  Mittelpunkte  des  unserem  gesuchten  Drei- 
9cke  eingeschriebenen  Kreises  in  der  angestrebten  Form  bestimmt. 

Die  Auflösung  der  vorgelegten  Aufgabe  erfordert  jedoch  noch 
ine  Nebendarstellungsweise  fOr  n,  welche  die  Einführung  der  Iden- 

iat: 

i  (3)  notwendig  macht 

Man  erhält  hierdurch  die  Form: 

.        j„>  t      4flyg      ,  (x+y—z)(x'-if+M)(—x+y+z)      .     ,       ,     v 
«*  =  ^+^1^^+ ^^^:^, i^y-h^z+yz) 

ier,  wie  leicht  ersichtlich  ist: 

«2  =,  4^^^Qrs+is^—(xy+xz+yz)  «  2««— <« 
oraas 

xy+XM+yz  =  4r2-f  2«2+8r«+<»  (4) 

agt- 

Beaeidnen  a  und  a,  b  und  ß  für  die  beiden  anderen  Höhen- 
srpendikel  des  gesuchten  Dreiecks  diejenigen  Grössen,  welche  c  und  y 
tr  hg  Torstellen,  so  bestehn,  wie  leicht  ersichtlich,  die  Formeln: 

ary  =- 2r(c+y),     xz^2r(h+ß),     y«  =  2r(a+c) 
mit 

!■  ist  aber 

a+Ä  +  e  =  2(r+«)  (6) 
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Diese  Beziehung  ergibt  sich  unmittelbar,  wenn  man  erwägt 
&,  c  die  doppelten  Längen  der  respectiven  Entfernungen  de 
Punktes  des  dem  Dreiecke  umschriebenen  Kreises  von  den 
vorstellen  und  dass  von  der  Summe  dieser  Grössen  die  C 
mit  der  Summe  r-f*«  von  uns  bereits  erwiesen  wurde.  Mit  1 
auf  (5)  erhalten  wir  also: 

woraus 

2r(a+/?+y)  =  2««+4r«+«« 
folgt 

Was  endlich  die  Entfernung  {p)  des  Mittelpunktes  d< 
schriebenen  vom  umschriebenen  Kreise  anlangt,  so  ist  na« 
Satze  aus  der  Lehre  von  den  Potenzlinien: 

eine  Formel,  die  sich  auch  und  zwar  ohne  die  Schwierig! 
gemässer  Transformationen  analog  unseren  eben  gegebenen 
gen  leicht  verificiren  Hesse.  —  Die  bisherigen  Betrachtungc 
uns  somit  zu  den  Formeln: 

n»  =2»«— <» 
pt  — -  ^ — 2r8 


Diese  3  Beziehungen  als  Bestimmungsgleichungen  für  die 
r,  «,  t  aufgefasst,  liefern  sofort: 


r; 


r  == 


*  = 


y2(n«+jp«)— m« 
2l/2(n«4-jp«)— TO« 


~r    2(2(n»-fp«)— m*) 


Da  r,  «,  (  jederzeit  positive  reelle  Strecken  darstellen,   so 

diese  Formeln  folgende  Bedingungen  abzulesen,  an  welche 

tiven  Grössen  Verhältnisse  von  m,  n,  />  geknflpft  sind,    dai 

gesuchtes  Dreieck  reelle  Dimensionen  besitze.    Ans  (7)  folj 

telbar: 

2(n»+i>«)>m«, 

und  in  Rücksicht  auf  die  eben  aufstellte  Ungleichung  liefe 
Bedingung: 
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m*— «ifiy2>>p*,    oder 
n+Vn^  +  V 


m  > '—* — -yrt^ >    oder 

«debe  Bedingang  aussagt,  dass  unser  gegebenes  Dreieck  von  den 
Seiten  m,  r,  />  notwendig  einen  stumpfen  Winkel  besitzt,  der  jederzeit 
4er  Seite  m  gegenfiborttegt.  Aossordcm  ersehn  wir,  durch  Zusammen- 
ftmog  der  1.  und  2.  Ungleichung,  dass  m  stets  liegen  muss  zwischen 
ta  Grenzen: 

Nach  diesen  vorbereitenden  Betmchtvngen  können  wir  zur  Auf- 
Heflong  der  3  notwendigen  Gleichungen  für  ar,  y,  z  übergehn,  in 
telehe  zun&chst  die  QrOssen  r,  «,  i  eintreten  werden. 

Wie  man  sich  ohne  Schwierigkeit  an  einer  passenden  Figur  über- 
»Vgt,  bestehen  folgende  Beziehungen: 

fl^-*(&+fJ)+c(o+y)    J 
y* -=(?(<?+ y)-f-a(a  4"  a)     >   + 
z^  r==  a{a  +  a)+b{b+ß)     ' 

Km  ist 

aa  =r  5/5  =  cy  =  f* 
ibo  aogenscheinlich: 

a^+y»^^  «,  2[(a+*  +  c)«  — 2(aÄ4-ai?-f  M]+6«*         (H) 

Femer  ist,  wie  ebenfalls  leicht  ersichtlich: 

be  =  2ßr,     ac  =  2jJr,    a6  =»  2yr 
loiBit 

aÄ  +  flk?+^  =  2r(a4-/J+y) 

—  2««+4r*+<«  nach  Qi.  (6). 

Wu*  erhalten  somit  unter  gleichzeitiger  Einftthrung  der   uns  schon 
Mcb  Ol.  (5)  geläufigen  Substitution  a-f  ft+c  =  2(r+«)  !ä  <H.  (11): 

•»+f«+ii»  =  2[4(r+f)>-2(2#»+4r4r+<»)]+6<»  =  8r«-f  2i« 
ITvB  ist 

a(aqr-fa»+8^)  =  a(4r«-f2*«-f8r«+*>)  aus  (4), 
es  folgt  somit  durch  Summation  der  beiden  letzten  Gleichungen: 

«+y+ü  -  2y(2r+*)>+««  (12) 
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eine  wichtige  Gleichung,  von  der  wir  sofort  den  Uebergang  n  «Mt 
zweiten  Bestimmnngsgleichnng  für  unsere  gesachten  DreiecksBeitfli 
machen  können;  es  ist  nämlich  bekanntlich: 

xyz 

TS  = 


also 

xyz  =  2r«(a;-j-y-f-») 

welche  Beziehung  im  Vereine  mit  den  Gleichungen  (4)  und  (12)  tit 
reicht,  um  x^  y^  z  durch  die  Grössen  r,  «,  <  zu  bestimmen. 

Wir  besitzen  also  —  um  die  gewonnenen  Resultate  abersichtUc 
zusammen  zu  stellen  —  die  Gleichungen : 

x+y+z  «  2  V(2r +*)«+<» 
xy+rz+yz  —  4r2+2*«+8r*+<« 

xyz  «  4r*y(2r+«)*+«« 

Die  Form  dieser  3  Gleichungen  überhebt  uns,  gemäss  einem  bekai 
ten  Satze  aus  der  Theorie  der  Gleichungen,  jeder  Eliminationsarb 
und  wir  erhalten  sofort: 

^ C 

t*»— tt«.  2y(2r+*)*+  <»+tt(4r2-f  2*«+8r*-H*)—  4r«y(2H-«)«+?  = 

oder  nach  Vollziehung  der  durch  die  Gleichungen  (7),  (8),  (9)  geü 
benen  Substitutionen: 


2(n»+p«)— m« 


„3  — „«|/ 

als  Gleichung,  deren  3  Wurzeln  n,  =  or,  ti,  =  y,  ti,  =  s  gesetzt,  < 
3  gesuchten  Seiton  in  Function  von  m,  n,  p  repräsentiren.  Nai 
dem  es  jedoch  aus  der  Form  dieser  Gleichung  nicht  anmitteliMur  e 
dent  ist,  dass  derselbeu  wirklich  3  positive  reelle  Wurzeln  zakommi 
so  werden  wir  noch  die  Bedingungen,  unter  denen  dies  notwendig  c 
Fall  ist,  aufzustellen  haben. 

Vorher  jedoch  sei  es  uns  noch  gestattet  2  interessante  Speci 
fälle  der  Gleichungen  (14)  resp.  (15),  in  welclien  wir  m  reUtIv  e 
fachen  Resultaten  gelangen,  zu  betrachten,  n&mlich  das  ^eiehs^M 
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%e  ond  das  rechtwinklige  Dreieck.  Im  ersten  Falle  besitzt  Gl.  (14) 
iwi  gleiche  Wurzeln  nnd  behült  daher,  wie  ein  bekannter  Satz  ans 
4er  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  lehrt,  einmal  nach  n  deri- 
Tirt  jene  doppelte  Wurzel  von  (14)  als  einfache  Wurzel  bei.  Nach 
Tollziehnng  dieser  Operation  erhalten  wir  unter  gleichzeitiger  Ein- 
/ttroog  Yon  V  an  Stelle  der  Unbekannten  u  sowie  von  r„  «j,  i^  an 
Stelle  TOB  r^  «,  ti 

3r«— tT.4y(2r,+«i)»4-«i«+4r,«-f2*^»4-8r,/<i+^^«  =  0 

rorans 

^  -4[2y(2r,+f,)«+t,»±y4(V-2ri*,)-(2*,«-«,»)] 
Jgt 

Wie  eine  einfache  Ueberlegnng  lehrt,  ist,  wenn  mj,  ni,  p^  für 
,  Ny  p  gesetzt  wird,  in  diesem  Falle: 

^  ±(«i-Pir    *^  ~  ±(%-p,)'  '^  ~ ±(n,~p,)^^»  -^^ 

ne  naheliegende  Betrachtung  ergibt,  dass,  wenn  £  der  Winkel  am 

>  n 
heitel  unseres  gleichschenkligen  Dreiecks  ist,  ^  <^  q  ausfallen  wird, 

nachdem  ni<^Pi  ist,  und  dem  entsprechend  die  Wahl  des  Yor- 

ichens  in  den  Nennern  dieser  Formeln  zu  treffen  ist.  —  v  gewinnt 
mit  die  Form: 

ine  einfache  Combination  überzeugt  uns,  dass  v  sich,  da  wir  es 
diglich  als  Schenkel  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  auffassen,  auf 
e  Form  redacirt: 


V 


:~— -.VW-V 


±(»1— i^i) 

ic  Basis  (tr)  unseres  gleichschenkligen  Dreiecks  besitzt  die  Form: 

m  fllr  das  gleichseitige  Dreieck  m  =  n  «=-  ^  ==  0  ist,  so  wird  in  die- 
•m  Falle  die  Aufgabe  unbestimmt.  Für  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
m  den  Seiten  x^y^z^  ist  t  ^0  und  es  folgt  daher  aus  Gl.  (9)  un- 
ittelbar  die  Beziehung: 


*}  An«  den  beiden  letzten  Formeln  folgt  der  beachtenswerte  Sats :  v:to  = 
:«i,  d«r  einer  weiteren  Interpretation  wol  nicht  bedarf. 

20* 
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i 
■( 

wenn  r/4,  74,  p^  an  die  Stelle  von  n^  ^h  P  getreten  sind;  es  «rgikt  i 
sich  ferner  ohne  jede  Schwierigkeit  zunächtt  die  Hy]>otena8e  ^  wt 
seres  rechtwinkligen  Dreiecks  in  der  Form: 

während  die  beiden  Katheten  xg^  ^  die  0e8tidt  besitzen: 

x^  =  n,  V2+y^^V4|>>^- V 

Zvr  voihtftndfgen  Lösting  des  Problenm  ätübrigl  lun  nodi,  111 
schon  angedeutet,  den  Nachweh  zn  liefern,  dass  Gl.  (16)  nOlirMiAi 
3  positie  reelle  Wurzeln  besitzt ,  wenn  m,  />,  p  der  durch  Ol.  (10 
fixirten  Bedingung,  sowie  der  wol  selbstverständlichen  Forderai 
H-j-j»  !>  m  genttgen.  Zu  dem  Behufs  entfernen  wir  auf  tftie  bekannt 
Weise  ans  GL  (14)  das  äSweite  Glied  und  erhalten  bo,  die  neue  Ui 
bekannte  mit  u^  bezeichnend: 

=  0    (1 
respective  nach  Einfdhmng  von  m,  n,  pi 

l/3^M-4n*+lV+2mV— 8wV— i2ii;V  _ 
^r""      2(n*4-f>«)— w«  — ' 

Bezeichnet  in  Gl.  (16)  pq  den  Coefficienten  von  uq  und  q^  d 
von  der  Unbekannten  freie  Glied,  so  findet  man  nach  etwas  omsfAn 
Hcher  Rechnung  als  den  in  der  Cardanischon  Formel  für  die  Realil 
der  Wurzeln  entscheidenden  Ausdruck: 

^+^  =  J7  (4«*-f  4««<2+i4-J.4rV  +  8r«»-12r*t«— 4r2t2) 

Das  rechterhand  vom  Gleichheitszeichen  in  der  Klammer  stehen 
Aggregat  von  Grössen  gestattet  nun  folgende  ttberraschende  Trai 
formation;  es  ist  identisch: 

^+1^  -— ^  (4(2rV-r»«»-4r«»+2r*«»)-(4««+4A«4-«< 

—  8r*»— 4r*«»-f  4rV)) 

^  (4(2«"— «»)(r»— 2m)  — (2*«+«»— 2r«)«) 

woraus  nnter  ZabUfenahmo  der  01.  (7),  (8),  (9)  BBrnfOnllMr  folg 
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p  Dreiecksseiteil  sind,  so  sind  die  Klammern  wesentlich 
id  somit  die  rechte  Seite  der  Gleichung  wesentlich  negativ, 
^sen,  dass  fOr  Ol.  (16)  resp.  (17)  der  casus  irreducibilis  ein- 
demgemäss  drei  reelle  Wurzeln  existiren  müssen;  da  ausser- 
vollständige  61.  (14)  augenscheinlich  3  Zeichenwechsel  auf- 
ist auch  die  Behauptung,  dass  die  3  reellen  Wurzein  der 
resp.  (15)  auch  notwendig  positiv  sind,  verificirt  —  mit 
^(«fibwme  wir  diagM  Problem  verlimaii  wfUe«. 

«1  1.  November  1878. 
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XIV. 

Zur  Theorie  der  Attraction  einiger 

Rotationskörper,    deren  Gestalt   sich  nur   wenig 

von  der  einer  Kugel  oder  einer  Kugelschale 

unterscheidet. 

Von 

Herrn  Heinrich  von  Hoepflingen-Bergendorf 

in  Wien. 


Bei  der  Betrachtung  der  Anziehung  eines  homogenen  RotatioBi- ; 
ellipsoides  auf  einen  Punkt  kann  ein  rechtwinkliges  Coordinaten^ystm 
so  gewählt  werden,  dass  diese  Action  in  zwei  zu  den  gleichbenaniitai 
Coordinatenachsen  parallele  Componenten  X  und  Y  zeriegt  werte 
kann.  Denken  wir  uns  nämlich  durch  das  Botationsellipsoid  und  ta 
angezogenen  Punkt  m  eine  Meridianebene  gelegt^  so  findet  die  Aji-  : 
Ziehung  natürlich  in  dieser  Ebene  Statt.  i 

I.  Ziehen  wir  jetzt  speciell  ein  abgeplattetes  Botatioaf< 
eil ipsoid  in  Betracht,  und  nehmen  wir  an,  es  seien  a'^b  die Hd^ 
achsen  des  elliptischen  Meridianschnittes,  und  die  Achsen  desselbflk; 
fallen  mit  den  Coordinatenachsen ,  und  zwar  2a  mit  der  JT-  and  V 
mit  der  F- Achse  zusammen,  so  kann  die  Action  dieses  Ellipeoite 
auf  einen  Punkt  m  auf  seiner  Oberfläche,  dessen  Masse  =  1  ist,  be- 
kanntlich durch  die  beiden  Componenten: 


SMfa 


[arctangA-3^J 


1^  =-  73^1- [^ — arctang  A] 


ö) 
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ledrflckt  werden*),  wo  J/ die  Masse  des  Ellipsoides,  a  und  ß 
X'  and  F-Coordinaten  des  Punktes  m,  /  die  Action  zweier  Mas- 
inheiten  in  der  Entfernung  ^  1  auf  einander  bedeuten,  und  end- 

Y  j9  =»  A  gesetzt  ist  Führt  man  in  diese  Formeln  die 
rische  Excentridtät  y  — g—  =  e  ein,  indem  man 

i  =  ^  6  =»  -T  und    Af  «=  4  jrpa^Vl  —  c* 


*      yr^ 


wo  ^  die  Dichte  des  EUipsoides  bedeutet,  und  berücksichtigt 
dass 

arctang  -7  =  arcsine 

y  1  —  «^ 

>  findet  man  leicht: 


rVi  — «*  1  — ««I 

—  29Kp/al  ä — arcsin6 1 —  I 

(2) 


oi  1     Vi  —  «*  1 

F=4«ft/J^|^-^ ^-arcsinc      | 


st  die  Abplattung  des  EUipsoides  sehr  gering,  also  «eine 

kleine  Grösse,  und  begnügt  man  sich  mit  angenähert  rieh- 

Werten  für  die  Anziehung  —  indem  man  Glieder  mit  e*  bereits 

chlftssigt  —  so  ist  CS  vorteilhaft  in  den  obigen  Ausdrücken  für 

1*  und  Vi — «^  die  bekannten  Reihen  einzuführen.  Man  er- 
lann: 

ie  Glieder  mit  ^  bereits  vernachlässigt  sind.  Durch  Uebergang 
^olarcoordinaten  deren  Ursprung  wir  in  den  Mittelpunkt  des 
soides  gelegt,  und  deren  Achse  wir  mit  der  Achse  a  zusammen- 
id  denken ,  ergiebt  sich  die  Resultante  R  der  Kräfte  X  und  Y 
enn  r  den  Radiusvector  und  q>  die  Anomalie  des  Punktes  m  be- 
»1  —  in  der  gewählton  Annäherung: 

R  -  ^nf^hf\l^^e^^-^eHo%^q>']  (4) 

i  r*  -=  Ä*(l+«*co8*9)  gesetzt  ist. 


)  AnmerkoDg.     Da  hier  keine   Unterscheidung  zwischen  Ansiehnng  nnd 
isnng  nötig  ist ,   so  werde  ich  immer  die  Action  mit  positirem  Voneichen 

CD. 
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Wir  fragen  aan  nach  der  Richtung  der  reBaltireadeB  Aa- 
Ziehung.    Die  Richtung  der  Action  auf  den  Punkt  (o,  ß)  huA  kidl 
durch  die  Cocordinaten  desselben  und  die  Excentridtftt  e  betfial 
werden.    Bedeutet  nämlich  fff  den  Winkel,   welchen  diese  Biditaofi 
mit  der  Absoissenachie  X  einschliesst,  so  ist 

tang^  =  j 
oder  nach  Einführung  der  obigen  Werte  für  X  und  Y 

tang^  =  J[l+f  «^, 

wenn  die  Glieder  mit  e^  und  höheren  Potenzen  von  e  vemaeUftflSgt 
werden. 

Der  Winkel  ^'  aber,  welchen  die  Normale  der  eUipsoidischeii 
Oberfläche  im  Punkte  (cf,  ß)  mit  der  X-Achse  einschliesst,  ist  be- 
kanntlich durch 

tangif;'  =  -^p 

gegeben.    Da  tun 

o«         1 

*«^1  — «* 
ist,  so  ergiebt  sich  in  unserer  Annäherung 

tangv^'-j(l-f6») 
Es  ist  somit 

mit  Ausnahme  für  /?  =  0  oder  cf  »  0,  we  dann  ^  ==  ^'  ist 

Der  Radiusvector  des  Punktes  (or,  ß)  endlich  schliesst  mit  der 
JT-Achse  den  Winkel  ^  ein,  somit  ist 

ß 

Es  ist  daher  immer: 

^  <  *  <  *' 

mit  Ausnahme,  dass  o  oder  /?  <-»  0  sind,  in  wachem  Falle  der  ange- 
zogene Punkt  in  einem  Scheitel  der  Meridianellipse  li^,  und  fp  » 
^  » tf;'  ist.  In  diesem  besonderen  Falle  haben  die  Aniiehmig^  die 
Normale  und  der  Radiusvector  dieselbe  Richtung.  Im  AlIgflynAiw^ 
aber  können  wir  sagen,  dass  die  Anziehung  immer  eine 
Richtung  hat,  welche  zwischen  den  Radinsvector  und 
die  Normale  fällt 


einiger  Roiatiorukörptr.  313 

HehneB  wir  uan  fGür  einen  AugonUick  an,  die  Action  geschehe 
ii  der  Richtmig  der  Normale,  bezeichnen  wir  sie  mit  iV,  nnd  zerlegen 
lir  aie  in  eine  Gomponente  R  in  der  Richtung  des  Kadiusvcctors  und 
ii  dne  m  dieser  senkrechte  Com))onoute  S,  so  erhalten  wir 

iV«  —  Ä»+5»  =  Ä«+Ä«tong2(t^'— 9)  (a) 

Mafi.  es  nnn  den  Nachweis  zu  Mefem,  dass  die  GrOsse  RHsjig^(ilf'^(p) 
nm  zn  vernachlässigender  Ordnung  ist,  so  k6nnen  wir  nmsomehr  in 
OKrer  Ann&herung  die  wirkliche  Action  ihrer  in  die  Richtung  des 
Aidiosvectors  fallenden  Componento  der  absoluten  Grösse  nach 
glaichsoUeii.    Wir  können  übrigens  diese  Identität  auch  direct  nach- 


FOr  ^e   Richtung   bleibt  selbstverständlich  die  oben  ausge- 
krochene Bestimmung  aufirecht. 

"Dexi  grössten  Wert,  welchen  taug(t/;' — 9)  erreichen  kann,  findet 
man  leicht  mit  Hfllfe  der  beiden  bekannten  Relationen 

Wir  fiiutai  dieses  Maximum  für 

a  h 

tang  !)>'=  1  >     wozu    tang  (p  =  - 


gehört.    Es  ist  dann 


a 


tang(^;'-~y)  =  2^«». 


In  unseren  Falle ,  wo  das  Ellipsoid  nahezu  kugelförmig,  also  e 
sin  sehr  kleiner  Bruch  ist,  wird  auch  das  Maximum  von 
tMig(9/' — (p)  sdir  klein,  und  jedenfalls  tang^(^' — 9)  <[  «^  sein. 

Wir  haben  nun  angenommen,  wir  hätten  es  hier  mit  einem 
solchen  EUipsoide  zu  tun,  für  welches  e  so  klein  ist,  dass  wir  in  dem 
Ausdrucke  fär  dessen  Action  auf  m  Glieder  mit  e^  vernachlässigen 
können  —  ohne  hierdurch  einen  bedeutenden  Fehler  zu  begehen. 
Bei  dieser  Approximation  geht  die  Gleichung  (a)  über  in 

N^R  iß) 

Wir  sehen  also,  dass  wir  zwischen  der  wahren  Totalaction  und 
ihrer  in  die  Richtung  des  Radiusvectors  fallenden  Gomponente  der 
Grröese  nach  keinen  Unterschied  zu  machen  haben. 

Die  Action  des  Sphäroides  können  wir  uns  nun  zusammengesetzt 
lenken  ans  der  Action  einer  mit  ihm  coacentrischen  Kugel  mit  dem 
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Halbmesser  b  und  aus  der  Action  des  Wulstes,  welcher  diese  Eq( 
—  indem  er  auf  ihr  aufliegt  —  zum  Sphäroide  ergänzt 

Die  Action  dieser  „inneren  Kugel"  bedarf  nun  keiner  besondei 
Untersuchung  —  und  zwar  auch  in  dem  Falle,  dass  ihre  Dichte  \ 
Schale  zu  Schale  variirt.  Ihre  Action  —  die  immer  gegen  den  & 
telpunkt  gerichtet  ist  —  findet  man  in  unserer  Annäherung,  wenn 
ihre  mittlere  Dichte  ist: 

^1^  i^ih  ¥(^  —  «*  cos V) 

Da  wir  die  Action  des  Wulstes  der  Orösse  nach  ihrer  Coin 
nente  in  der  Richtung  des  Radinsvectors  gleichzusetzen  haben,  so 
halten  wir  für  die  Action  des  Wulstes,  welcher  die  innere  Ki 
zum  Sphäroid  ergänzt,  als  Differenz  der  Action  des  Sphäroides 
der  iuueren  Kugel  —  wenn  ^  die  Dichte  des  Wulstes  ist  —  : 

7?,  =  2«pAMt^-|-|co8V) 

Ist  das  Sphäroid  nicht  vollkommen  homogen,  sondern  ist  die  Di< 
in  der  ^,inneren  Kugel"  eine  Function  des  Halbmessers  der  sie  bil( 
den  Schalen,  und  ist  ihr  Mittelwert  i»},  und  kommt  dem  Wulste  < 
gleichförmige  Dichte  p^  ^^9  ^^  können  wir  in  unserer  Annäherung 
Action  des  Sphäroides  ausdrücken  durch: 

Liegt  der  Punkt  m  nicht  in  der  Obcrfiächc,  sondern  ausser) 

des  Sphäroides,  so  lässt  sich  die  Action  E  des  letzteren  auf  den  Pi 

m  nach  einem  bekannten  Satze  von  Maclauriu  berechnen.    Sind  d 

lieh  a\  h*  und  c'  die  o,  b  und  c  entsprechenden  Halbachsen  e 

mit  dem  in  Frage  strebenden  confocalen  und  gleichdichten,  durc 

gelegten  Sphäroides,  so  ist  wenn  R'  die  Action  desselben  auf  m 

zeichnet 

R_         a^ 

R'  ^  a'^' 
und 

-  a^     , 

^  ^^^'^ 

Die  Anziehungsrichtung  ist  aber  dieselbe,  welche  die  Action  R'  be 

Da  die  beiden  Sphäroide  confocal  sind,  so  kann  man 

a'«— «*  =  &'«—&«  =  • 

setzen;  daraus  folgt  aber 
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bt  f  die  dem  grossen  Sphäroide  entsprechende  numerische  Ex- 
eeilridslt  abo 


'S 


»istMch 


a 


Dio'^o,  respective  m  immer  positiv  ist,  so  ist  e<C6,  und 
«arden  wir  daher  folgerichtig  auch  die  Grössen  mit  t^  und  mit  e^t^ 
n  Temachlftssigen  haben;  die  Anziehungsrichtnng  aber  wird  einen 
lodi  Ueineren  Winkel  mit  dem  Radiusvector  bilden.  Substituiren 
iff  in  Gldchnng  (8)  fOr  R!  dessen  Wert  nach  Gleichung  (4),  so  er- 
giehach 

^  -  *^^  ^[1  +  ^«'-tV«^cosV] 

Tird  Bim  a  durch  h  und  «,  a'  durch  6'  und  e  ausgedrückt,  so  geht 
ft  letzte  Gleichung  über  in 


(8) 


FUireii  wir  noch  für  s*  seinen  Wert 

ata,  and  versehen  wir  jetzt  die  verschiedenen  Actiouen  R  zum  Unter- 
aeUede  von  den  früheren  mit  einem  Qnerstrich,  so  ünden  wir  leicht 
Ja  nnserer  Annähemng: 


(9) 


(10) 


(11) 


wo  2&'  die  Rotationsachse  des  mit  dem'  betrachteten  confocalen  durch 

m  gel^^ten  Sphäroides  ist.    (Wird  in  R^  Qi  '^  ^9i  gesetzt,  so  wird 
Action  von  tp  unabhängig). 
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leb  wiU  hier  Boch  die  Bomerkiuig  anka^ea ,  daas  die  Act 
üiues  hoinogeucu  abgeplatteten  Rotationsellipsoides  von  sdir  forui 
Excentricität  auf  einen  äusseren  Punkt  ihrer  absoluten  Grö 
nach  in  der  gebrauchten  Annäherung  der  Summe  zweier  Actio 
gleichgesetzt  werden  kann,  von  welchen  die  eine  die  Action  der  ,\\ 
ren  Kuger^  (S.  314)  mit  einer  gewissen  Dichte  q^  y  und  die  am 
die  Action  einer  auf  ihr  aufliegenden  Kugelschale  mit  der  Dicht 
und  der  Dicke 

Ä(l+ic^cosV) — *  =  i^^cos-y 

ist.    Nehmen  wir  etwa  den  Punkt  auf  der  OberÄäche  liegend  an 
Die  Action  der  Kugel  auf  m  war  (5) 

Rx  =»  ll^Pi  bf{l  —e^cosV) 

und  die  Action  der  Kugelschale  ist 

R'  =  2«^'*/«*  008*9 

Durch  Yergleichung  der  Summe  aus  (5'}  und  (13)  mit  (4)  «rj 
sich  * 

wenn  man  bertlcksichtigt,   dass  in  R*  die  Dichte  q'  wieder  n 
multiplicirt  erscheint. 

Wir  können  demnach  sagen:  Die  Action  eines  homogenen 
wenig  abgeplatteten  Rotationsellipsoides  mit  der  Dichte  q  auf  c 
Punkt  seiner  Oberfläche  ist  der  absoluten  Orösse  nach  gleich 
Summe  der  Action  einer  Kugel,  deren  Halbmesser  gleich  der  kl( 
Halbachse  des  Ellipsoides  ist,  mit  der  Dichte  (l-|-|e')p  und 
Action  einer  auf  dieser  Kugel  aufliegenden  Kugelschale,  deren  äi 
rer  Halbmesser  der  Abstand  des  angezogenen  Punktes  vom  M 
punkte  ist,  mit  der  Dichte  ^p,  wenn  e  die  numerische  Exeentxi 
des  Ellipsoides  bo<leutet. 

n.  Wir  wenden  uns  nun  zu  einer  anderen,  viel  einfac 
ren  Methode  die  Action  eines  homogenen  abgepla 
ten  Rotationsellipsoides  von  sehr  geringer  Exeen 
cität  auf  einen  äusseren  Punkt  zu  berechnen,  wobei 
die  früheren  Approximationsgrenzen  beibehalten. 

•   Hierbei  werden  wir  direct  zu  der  Formel  (11)  gelangen 
deren  Entwickdung  wir  früher  den  Madaurin'schen  Satz  benflttig 

Es  kann  nämlich  in  unserer  Annäherung  die  Action  des  Wi 
gleichsam  so  beroi^net  werdea,  wie  die  ActiiNi  einer  «elur  dl 
Knf^clechale  mit  —  sit  venia  verbo  —  von  Paukt  ze  Puekt  \ 
irender  Dicke. 
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Dm  Potential  eiaer  uneBdlich  dttnnen  Kugolschale  mit  der  Dicke 
i  od  der  Dichte  q  ist  der  Figur  1,  welche  die  „innere  Kugel^^  des 
SpUroides  darstellt,  und  fdr  welche  die  Bezeichnungen 


AF 

Pf* 
Wkl.  AP^ 


9> 
l 

e 


OA 
OA 
OB 

0(i 


^  ==  Ä,     ^m  =  r 

) 


leta,  enliprediMid,  bektBfttlich 


^-ff 


i^b^timedddm 


wobei  die  Integration  über  die  ganze  Kugelfläche  auszudehnen  ist. 
FOr  den  Wulst  ist  4ie  Dicke 


d  =  r—h 


teui 


l^setzt  wu^    Daher  ist  jetzt 

d  «  ^^e'cosU 

^  nicht  mehr  unendlich  Idsiu.  Daher  ist  auch  die  Rechnung,  als 
^  einem  Massenelemente  mit  der  Dicke  ö  nur  ein  r'  zukäme  — 
^  giizo  liassealellcben  also  in  einem  Punkte  vereiaigl  wtre  — 
*hkgfiaaa;  doch  liegt  der  Fehler,  welchen  wir  durch  eiae  solche 
Bechmng  begehn  ausserhalb  unserer  Approximatioiisgrenze. 

Die  Dicke  des  Wulstes  und  somit  auch  die  Massen  eines  £le- 
^i^eiites  ist  gegeben  durch  ein  Product,  in  dem  t*  ein  Factor  ist.  Ob 
'Um  fi  durch  r'  oder  durch  (r'+i)  dividirt  wird,  ist  für  unsere  Rech- 
^vig  gleichgiltig,  da  die  Differenz  dieser  beiden  Quotienten  eine  Grösse 
^  e*,  also  von  einer  schon  zu  vernachlässigenden  Ordnung  ist  Es 
^  mmlich 


'('-?+-)=5 


r'+d 

Das  Potential  dee  Wulstes  ist  sonach : 


F=  V>'^'Qjf- 


sind  d6d(o 


C08*il 


(«) 


wobei  die  Integration  auszudehnen  ist  über  den  ganzen  Wulst,  re- 
tpediye  aber  die  ganze  ,4niere  Kigeloberfläche^S 

Aus  dem  sph&rischen  Dreiecke  BPfi  folgt: 
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co8(90  — A)  =  sin  iL  =  sin  9}  cos  0  — cos 9 sind oos». 

Es  ist  daher 

ros*A  =.  1  —  sin  V  cos*6  —  cos  V  sin^ö  cos*«  -}-  2  sin  9  cos  9  sind  cos  6  c 

Substituirt  man  diesen  Wert  für  cos'A  in  Gleichung  (a),  so  geht  1 
tere  über  in: 

r-=  |Ä««*^  //  — — j — ^[1  — sinVcos*6— cosV8inöcos'«  + 
4-  2  sin  9  cos  9  sin  dcos  dcoi 

was  wir  der  Kürze  halber  in  folgender  Form  schreiben  wollen: 

r  =  |&*  e^if  {J,  —  sin^fpJ^  —  cos*g)  JJ,  +  2  sin  9  cos  fpJ^^ . 

Nun  ist  aber 

r'«  =  Ä»+*«-.2*#cosö, 

woraus  sich  durch  Differentiation 

-T —  «=  sinddd 

OS 

ergiebt,  und  cos  6  ist  als  Function  von  r*  gegeben  durch 


cosö  = 


2b9 


Führen  wir  nun  die  Integration  nach  r  und  01  aus,  so  ist 
zwischen  den  Grenzen  (« — b)  und  {s-\-b)y  und  a>  zwischen  den  Gi 
zen  0  und  2n  zu  nehmen.    Es  ist  also 


(»+*)    2» 


p         Pdr'  An 


(•-6)  0 

und  —  wenn 

ib^e^Qjj  =»  t», 

gesetzt  wird  — 

27r6Vo 
V, ;— . 

Ferner  ist 

(tf-fk)  271 

woraus  durch  Integration  und  Reduction 
sich  ergiebt. 
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WM  jetKt 
gesetzt»  so  ist 


ITfti^  Tollbrachter  Integration  nach  o>  ist 


n 


%vD?ed& 


0 

n  n 

/* Bind  de  P coB^ Bin e dB  r^.      J.1 


SMdt  ist 

Setzt  man  nun 
to  Ist 


^9  =  «'l  L*  — T^  78  J  C08«9>. 

Die  letzte  Integration  fällt  weg;  denn  man  siebt  mit  Rücksicht 

Bx 

dsrsiif,  dass  /  cos  m  da  =  0  ist,  sofort  ein,  dass 


ht    Wir  erhalten  sonach: 
oder 


j;  =  o 


(ft 


Dsrch  Differentiation  nach  s  erhalten  wir  die  Action  des  Wulstes 
ssf  einen  finsseren  Pnnkt  (nach  Aenderung  des  Vorzeichens): 


Nnn  ist  aber 


(14) 


b'  die  kleine  Halbachse  und  c  die  numerische  Excentricität  des 
■ü  d^n  in  Rede  stehenden  confocalen  Sphäroides,  in  dessen  Ober- 
lidie  der  Pnnkt  m  sich  befindet,  bedeuten.  Führen  wir  diesen  Wert 
k  (14)  ein,  so  finden  wir  unserer  Annäherung  entsprechend : 


(15) 
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welche  Oleichnng  vollkommen  mit  der  früher  gefundeiiett  (1 
einstimmt  Für  den  Fall,  dass  m  auf  der  Oberfläche  des  Sp 
liegt,  ist  b'  ==>  &,  und  (15)  geht  dann  in  (6)  über. 

Es  könnte  für  den  ersten  Anblick  auffallen,  dass  in 
Ä  =  yft2-|-j32  die  einzige  Veränderliche  ist,  und  dass  wi 
Differentiation  nach  dieser  den  bereits  in  (11)  gefundenen  ^ 
die  Action  erhalten,  während  wir  doch  wissen,  dass  die 
Anziehung  nicht  gegen  den  Ifittelpunkt  gerichtet  isi  Das  1 
liehe  verliert  sich  aber  sofort,  wenn  wir  uns  erinnern,  daas  c 
tirende  Action  der  Grösse  nach  mit  ihrer  Componente 
Richtung  des  Radiusvectors  bei  unserer  Approximation  iden 
Was  wir  hier  gefunden,  ist  aber,  da  das  Potential  nur  Bftcl! 
rcntiirt  werden  kann,  nichts  anderes  als  die  in  die  Rieht 
Radiusvectors  fallende  Componente  —  selbstverständlich  ist  ii 
nur  in  unserer  Annäherung  gefunden.  Es  ergiebt  sich  a 
daraus,  dass  bei  der  gewählten  Annäherung  die  resultirend 
mit  ihrer  in  die  Richtung  des  Radiusvectors  fallenden  Coi 
der  absoluten  Grösse  nach  identisch  ist  Ihre  Ricl: 
natürlich  eine  andere. 

Differentüren  wir  das  Potential  nach  a  oder  /?,  so  erb) 
als  zur  X'  und  F-Achse  parallele  Componenten  in  unserer  Arn 

B  «  -^^-  ß  ^3^,   -  t  ^,,  +  J  ^,,  cosVj 

und  finden  JR2^  =  A^ -\- B^.  Dicso  Componenten  sind  jede 
mit  den  Componenten  der  factischen  Action  zu  verwechsel 
auch  die  Summe  ihrer  Quadrate  das  Quadrat  der  factische 
giebt;  denn  die  Componenten  sind  nicht  bloss  von  der  Grösse 
auoh  von  der  Richtung  der  Resultante  abhängig.  Mit  den 
stimmend  finden  wir  auch 

^  =  taug  9. 

Addirt  man  zu  der  Action  des  Wulstes  (15)  die  Action 
neren  Kugel^^  (10),  so  erhält  man  die  Action  des  Spkaeroidi 
Punkt  m,  wie  wir  dieselbe  Mhcr  (9)  gefunden  haben. 

Es  ist  noch  interessant  die  Action  dieses  Wulstes  auf  ein 
flächenpankt  m  mit  d^  Action  der  mit  jenem  conoentriscl 
gleich  dichten  Kugelschalo  mit  dem  inneren  Radius  h  vJiA  dei 
ren  Radius  ?=  (oder  ^)  r  zu  vergleichen.  Man  sidht  aämlk 
dass  für  einen  bestimmten  Wert  von  <p  diese  Actionen  de 
nach  einander  gleich  sein  müssen.  Es  muss  ftr  diesaa  Wei 
—  gemäss  (6)  und  (13)  —  die  Gleichung 


A^ 
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cosV  «  A+f  cosV 
hrtebeo,  nnd  dieser  entspricht 

cosV  ^  I    oder 
Wkl.  cp  ==  35^  15'  51.8". 

Bas  Sphacroid  zieht  sonach  einen  Punkt  m  auf  seiner  Oberfläche, 
Ar  welchen  Wkl.  q>  diesen  Wert  hat,  ebenso  stark  an,  wie  eine  Kugel 
mt  dem  Radiosvector  dieses  Punktes  als  Halbmesser  und  derselben 
Dichte  diesen  Punkt  auf  ihrer  Oberfläche  anziehen  würde. 

in.  Wir  gehen  nun  zu  dem  „gestreckten  Rotations- 
Ellipsoide  mit  sehr  kleiner  Excentricität^^  über: 

Auf  dieselbe  Weise  können  wir  jetzt  zu  den  Gleichungen  für  die 
Action  eines  gestreckten  elliptischen  liotatioussphaeroides  und  des 
nsehOrigen  Wnlstes  gelangen.  Indem  wir  hier  im  Allgemeinen  die 
Mieren  Bezeichnungen  beibehalten,  ergiebt  sich  wie  vorhin 


^.=  i,V,yJÜ^Ö*?eos»A 


wobei  wieder  die  Integration  über  den  ganzen  Wulst  respective  ttber 
die  ganze  innere  Kugeloberfläche^^  auszudehnen  ist. 

Ans  dem  sphaerlschen  Dreieck  BPu  folgt  nach  Fig.  2  : 

cos  iL  =  cos  T/;  cos  0  -{-  sin  tf;  sin  6  cos  a. 

Sftbstituiren  wir  diesen  Wert  für  cos  iL  in  die  obige  Gleichung,  so 
erlalten  wir: 

F  =»  ^bVQ  1 1  -f— —  [cos* V  cos^ö  +  sin* V  sin*d  cos*a)  + 

2  sin  t/;  cos  T/;  sin  6^  cos  0  cos  0)] 

vo^nach  B  von  0  bis  n  und  nach  a>  von  0  bis  2n  zu  integriren  ist. 
Ke  htegration  des  letzten  Gliedes  giebt  nach  Substitution  der  Grenz- 
werte 0;  die  übrigen  Integrale  kennen  wir  bereits  aus  den  früheren. 
8o  ertialten  wir  gleich 

V  =r,[(i+,^^;)cos»V;+(i-^^--I)sinv] 

oder 

2ffp&V 


F  = 


8 


-[4~T^7i+i;2Cos»t/;J. 


Dier  Difforentialqnotient  von  V  nach  «  (mit  geändertem  Zeichen)  giebt 
ie  Kraft  R^i 

%=?!^[i_j^+|^«».t]  (16, 

Tflü  LZHL  21 


1 
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b)  Wir  wollen  jetzt  eine  Schale  betrachten,  die  sich  von 
vorigen  nnr  dadurch  unterscheidet,  dass  das  ihre  innere  Begrenziu 
fläche   bildende   Sphaeroid   ein  gestrecktes  Ellipsoid 
Indem  wir  die  Bezeichnungen  der  Figur  2.  im  Allgemeinen  behi 
—  nur  ist  jetzt  der  Radius  der  Kugel  =»  a  —  ist  das  Potential 
Schale 

oder  —  wie  man  leicht  findet: 
Für  die  Kraft  erhalten  wir: 

und  fQr  einen  Kugeloberfiächenpunkt: 

R  «  2;jpft/«2[fJ  — ^cos^ij;] 

c)  £udlich  betrachten  wir  noch  die  Action  eines  Wulstes,  we 
dadurch  entstanden  gedacht  werden  kann,  dass  aus  dem  abgeplal 
das  gestreckte  Hotatioussphaeroid,  welches  mit  dem  ersten  centr 
und  dieselben  Achsen  2a  >>  26  wie  jenes  hat,  herausgeschnitten 
Bei  der  Berechnung  der  Action  dieses  Wulstes  benutzen  wir 
Figuren  und  ändern  die  Bezeichnungen  nur  insofern,  dass  wi 
Radienvectoren  der  Sphacroidalflächcn  nach  den  zugehörigen  Ai 
lien  des  Punktes  m  mit  r{q.)  und  r«^),  und  die  Anomalien  der  P 
(i  bezflglich  mit  A(^)  und  k{t>,)  bezoichneu. 

Die  Dicke  d  des  Wulstes  ist  demnach: 

Es  ist  aber 

und 

r(,^)  =  Ä(l  +  ic*COS*A(^)) 

Daraus  folgt: 

ö  =-  iÄ«*(cos*A(^)  — cos*A(^)) 

Das  Potential  des  Wulstes  ist  somit: 

V  ==  i*'«*P  /y         ^f        (co8*A(y) — C08*A(,^)) 
Nach  den  vorhergehenden  Rechnungen  ergiebt  sich  leicht: 


K= 


8 


[b*         b^  T 
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die  Action  orb&lt  man: 

R ^f-  |_i  -  \  jvi+  J  ^,  (cos V  -  C08»^) J  (26) 

ttr  einen  Ponkt  auf  der  Oberfläche  dos  abgeplatteten  Spbac- 

R  =  2»^Ve«[A-{-  ?  (cosV  —  C08«i^)]  (27) 

•urch  ADcinanderreihniig  der  drei  Schalen  III.,  lY.  c,  lY.  a, 
maa  eine  Kngelschale  mit  a  als  äusseren  und  b  als  inneren 
\  bilden;  die  Summe  der  Actioneu  dieser  drei  Schalen  muss 
ch  der  Action  dieser  Kugelschale  gleich  sein.  Die  Addition 
eichnngen  (17),  (22),  (26)  oder  der  Gleichungen  (18),  (23),  (27) 

in  der  Tat  die  Ausdrücke  für  die  Action  dieser  Kugelschale. 

klar,  dass  diese  Formeln  erat  dann  eine  grössere  Bedeutung 

3n,    wenn  die  Schalen  auf  Körpern  mit  grösserer  Masse  auf- 

da  sonst  die  Yemachlässigung  verhältnissmässig  bedeutend  ist. 
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XV. 

Miscellen. 


1. 

Elementare  Ableitniiir  des  ^ewton^sehen  Orayltations^eseties 

aus  den  3  Kepler^schen  Gesetzen. 

In  den  elementaren  Lehrbüchern  wird  gewöhnlich  nur  geieigti 
1)  dass  der  Flächensatz  aus  der  Annahme  einer  Centralkraft  dedaciit 
worden  kann  und  2)  dass  im  speciellen  Falle  kreisförmiger  Bcwegng 
diese  Kraft  umgekehrt  proportional  der  Entfernung  gesetzt  werdM  ■. 
muss,  wenn  das  3.  Kepler'sche  Gesetz  gelten  soll.  Die  folgende  Be- 
trachtung wird  zeigen,  dass  man  auf  streng  inductivem  Wege,  nur 
wenige  Eigenschaften  der  Ellipse  voraussetzend,  von  den  3  Kepler^ 
sehen  zum  Newtou*schen  Gesetze  elementar  übergehen  kann.  Es  er- 
scheint mir  als  ein  Vorzug  des  vorzutragenden  Gedankenganges,  dass 
er  sich  dem  von  Newton  überlieferten  möglichst  anschliesst  (Der 
Unterschied  liegt  wesentlich  darin,  dass  im  Folgenden  die  Berechniuig 
des  Krümmungshalbmessers  der  Ellipse  umgangen  wird).  £r  eignel 
sich  wohl  auch  zur  Behandlung  in  Prima,  weil  er  mehrfach  Gelegen- 
heit zur  Einübung  von  Sätzen  giebt,  die  dem  üblichen  physikalischen 
Lehrstoffe  angehören. 

Die  einfache  schwingende  Bewegung  kann  man  bekanntlich  als 
Projoction  einer  gleichförmigen  Bewegung  im  Kreise  auf  einen  Dorch- 
messer  ableiten.     Ihre  Beschleunigung  ergiebt  sich  ■—  als  Projoction 

der  Kreisbeschleunigung  —  gleich  dem  l~j  -fachen  der  Elongation, 

wenn  T  die  Schwingungsdauer  bezeichnet.    Setzt  man  nnn  2  anfein- 
ander  senkrechte  Schwingungen  von  der  gemeinsamen  Dauer  7*,  den 

Amplituden  a  und  b  nnd  der  Phasendifferenz  jr  zusammen,  bo  resol- 
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eine  elliptische  Bcwcguug  und  mau  erkonut  durch  Zusammensotzen 
Beschleanigungen  beider  Schnvingungcn,  dass  diese  elliptische  Be- 
Dg  unter  dem  Einfluss  einer  nach  dem  Mittelpunkte  gerichteten 

- ,  \  R  ist,  wo  li  den  Abstand  eines 

enpunktes  vom  Mittelpunkte  bezeichnet.  Dieser  bekannte  Satz, 
i  Beweis  hier  nur  angedeutet  werden  sollte,  kann  übrigens  durch 
»hftrisches  Pendel  von  kleinem  Ausschlag  experimentell  bestätigt 

D. 

user  Problem  liegt  nun  folgendermassou  vor:  Ein  Punkt  bewegt 
ti  einer  Ellipse,  wenn  auf  ihn  die  Beschleunigung 


lern  Mittelpunkte  O  wirkt,  uud  hat  dabei  die  Umlaufszeit  T, 
Duss  eine  nach  einem  Brennpunkte  F  gerichtete  Beschleuni- 
o  beschaffen  sein,  damit  sich  unter  ihrem  Einflüsse  ein  Punkt 
selben  Ellipse  mit  derselben  Unüaufszeit  bewegt?  —  Der  Win- 
en  OM  =  R  mit  der  Normalen  der  Ellipse  im  Punkte  M  bildet, 
,  der  Winkel',  den  FM^r  mit  derselben  bildet,  sei  a.  Die 
ffindigkeiten,  die  in  M  der  bewegliche  Punkt  besitzt,  wenn  er 
O  bez.  F  hin  beschleunigt  wird,  seien  V  bez.  v,  Ist  endlich  g 
rümmungshalbmesscr  der  Ellipse  im  Punkte  3/,  so  muss,  damit 
destnal  erforderliche  Normalbeschleunigung  vorhanden  ist,  gelten 

PC08-4  —  — >       «cos«  ==  -j       — 7  =  175  (1) 

g       ^  Q       Pcos^l       V^  ^  ^ 

lUS   dem  Flächensatze,  der  in  der  üblichen  Newton'schen  Art 
sen  werde,  folgt  aber,  wenn  man  die  in  der  Zeiteinheit  bcschrie- 
Ellipseusectoren  als  Dreiecke  berechnet,  und  die  Halbachsen 
lllipse  mit  a  und  h  bezeichnet, 

"  *  T  rCOS«  V  ^   ' 

V 

üliniination  von    y  uud  die  Einsetzung  des  Wertes  von  P  liefern 

^^R^cos^A 


-m 


r*  C08*a 


au  der  Abstand  des  Punktes  O  von  der  Tangente  in  M  das 

l   aus  den  Abständen   der   beiden  Brennpunkte  von   derselben 

mtc  ist,  beide  Brenustrahleu  den  Winkel  «  mit  der  Normalen 

bilden,  und  die  Summe  der  Brennstrahlen  2a  ist,  so  folgt  leicht 

Rco%A  »  acosa  (3) 


/ 
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was  sofort  zam  Resultat  führt 


a»    1 
/>  =  4Ä>.yi.-s  (4) 


Diese  Formel  entspricht  den  beiden  ersten  Keplor'schen  Gomtam, 
Aus  dem  dritten  folgt,  dass  für  das  Sonnensystem  49k'-^  dne  Goi- 

stante,  die  Centralbeschleunigung  nach  der  Sonne  also  lediglieh 
von  der  Entfernung  abhängig  ist.  Das  erst  berechtigt  dazu,  ihrs 
Ursache  in  einer  von  der  Sonne  ausgehenden  Kraft  zu  Buchen. 

Dresden.  G.  Helm. 


2. 
Zar  Teilung  des  Winkels. 


Im  56.  Bande  dieser  Zeitschrift  S.  335  und  336  behandelt  Heir 
V.  Wasserschieben  folgende  Aufgabe: 

„Den  geometrischen  Ort  für  die  Scheitel  C  aUer  deijenigoi 
Dreiecke  zu  finden,  welche  die  Basis  BA  =  c  gemeiiiflaa 
haben  und  so  beschaffen  sind,  dass  der  eine  an  der  Bass 
liegende  Dreieckswinkel  CBA  der  nte  Teil  des  Nebenwinkfiii 
des  andern  au  der  Basis  liegenden  Dreieckswinkelfl  CAB 
wird." 


Die  Gleichung  des  gesuchten  geometrischen  Ortes  wird  ji 
von  Herrn  v.  Wasserschieben  nur  für  die  beiden  besondem  FiDe 
n  »  3  und  n  ^  5  entwickelt,  und  zwar  gelangt  er  f ttr  n  =  5,  indem 
er  B  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten  und  BA  znr  positivei 
Richtung  der  rr-Axe  wählt,  zu  dem  Resultate: 

(16a;>  —  c  V  —  (16a;«+32c«  -  13c^)xY  — 16(«*— 4«b  +  2e^)ai^ 

+  (16x*+ 15c«««—  32c*)a^  =  0. 

Von  der  Unrichtigkeit  desselben  kann  man  sich   leicht  duck 
folgende  allgemeine  Betrachtung  überzeugen: 

Für  irgend  einen  Punkt  C  der  Cnrve  besteht  gemftss  ihrer  Defr> 
nition  die  Proportion 

CBiCA  =  6ina:sin-'a, 

WO  der  Nebenwinkel  von  CAB  durch  a  bezeichnet  ist    Nimmt 
nun  a  so  klein  an,  dass  die  Sinus  ihren  Bögen  proportionil 
werden  können,  so  geht  C  in  einen  Schnittpunkt  der  Curve  mtt  dar 


MiscelUn,  329 

J^iIlD  über,  und  wenn  noch  die  Entfernung  desselben  vom  Anfangs- 
jnbe  der  Coordinatcn  dnrch  p  bezeichnet  wird,  so  ist 

p:p  —  c  =  1:- 


n 


n 
n  —  1 


folgt,  dass  die  Gleichung  der  allgemeinen  (u-teilenden)  Curve, 
ihro  linke  Seite  nach  Potenzen  von  y  geordnet  wird,  ein  von 
il    p  mwbh&Dgiges  Glied  mit  dem  Factor  (n  —  l)x  —  nc  enthalten  muss, 
dass  demnach  die  Endgleichung  des  Herrn  v.  Wassei^schlebeu, 
letztes  Glied  dnrch  4a;  —  5c  teilbar  sein  müsste,  nicht  richtig  ist. 


Da  anch  Herr  Emsmann  in  der  Zeitschrift  für  mathematischen 
natarwissenschaftlichen  Unterricht  (Jahrgang  YH,  pag.  107)  nur 
die  besoDdem  Fälle  n  »  2,  3,  4  und  5  behandelt  hat,  überdies  für 
«  =  5  gleichfalls  zu  einem  falschen  Resultate  gelangt  ist,  so  dürfte 
dBe  ICtteilung  einer  Lösung  der  oben  aufgestellten  allgemeinen 
AafgMbe  gerechtfertigt  sein. 

Wie  ersichtlich,  handelt  es  sich  (BC=a  gesetzt)  um  die  Eli- 
■isation  der  Grössen  a  und  a  aus  den  drei  Gleichungen 

1  .   1 

«  =  a  cos  -  a,       y  =  a  sm  -  a, 

asin « — csma  =  0. 

n 

INe  Anwendung  der  bekannten  Formel 

sin  my  =  (fi»)i  cos»*--^g>  sin  (p  —  (m)^  cos'*-^^  sicfitp  + . .  . 

aaf  suk(n — 1)-  und  sin«  ^^  sinn.-  verwandelt  die  dritte  dieser  Glei- 

n  n 

dmagßUj  wenn  noch  der  Kürze  halber  co9~a  =  $,  sin-a  =  i}  gesetzt 
wird,  in  folgende: 

—  cl     (n),     J"-liy~     (n),      ^-V+     M,     4n-6^5_...]«o. 

Nun  aber  ergiebt  sich  ans  den  beiden  ersten  Gleichungen 

a  '       a 

erii&It  daher 
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-c[     (*),     a»-»-     (»)3     a*-3j,«-f     (n>5     «—5  j,* —...]=( 

nnd  wenn  uach  steigenden  Potenzen  von  9  geordnet  wird, 

-y*a:»-3[((«- IX,-  (« -  l),)x-{n)3c]  J 
+»**•'-«[((..-  l)j  -  («  -  l),)«- (»)5C]  V   -  0, 


=  0 


-/x— "[((«- l)j-(«-   l)5)a;-(. 
+ 

welcher  Gleichung  uoch  durch  Beuutzang  der  Ideutitftt 

{m)k  — j^^ =  {m—l)k^\  — -  (w  —  l)jk-i 

die  elegautere  Form 

gegeben  werdeu  kauu. 

Für   die  von  den  lleiTeu  v.  Wasserschieben   uud  Emsmaiin 
handelten   Fälle   n  =  2,   3,   4,   5   erhält  man   hieraus   die    Spc< 
gleichuugeu 

ar(a:  — 2c)  +  y*-=0 

a;3(3j;— 4c)-f  sfM2a;  +  4c)— y*  =  0 
x*(4x  —  5c)  +  lOa/x^  —  2^(4«  +  c)  =  0. 

Die  Cunc,  welche  durch  die  Gleichuug  (A)  repräsenttrt  i< 
hat  die  charakteristische  Eigenschaft,  dass  für  jeden  Punkt  /'  ( 
selben  die  Verbindungslinien  PB  und  PA  mit  der  a:-Axe  Wii 
cinschliesson,  von  denen  der  erste  gleich  dem  nten  Teile  des  zwe 
ist;  sie  kann  daher  kurz  als  das  verallgemeinorto  odor 
teilende  Folium  Cartesii  bezeichnet  werden. 


MUcellen,  331 

Von  den  wichtigeren  accossorischen  Eigenschaften  derselben  hebe 
kk  ooch  folgende  hervor: 

1)  Die  Cnrve  ist  von  der  nten  Ordnung  und  besteht  aus  einem 
jescUossenen  Teile,  der  sogenannten  Schleife,  welche  die  a;-Axe  in 

den  Punkten  «  =  0  und  x  =  '^Z\^  schneidet,  und  2n — 4  vom  An- 

fufsponkte  der  Coordinaten  ausgehenden  und  ins  Unendliche  ver- 
JaofeDden  Zweigen. 

2)  Jede  durch  den  Punkt  A  gezogene  gerade  Linie  —  mit  Aus- 

nähme  der  x-Axe  und  der  um  ein  ganzes  Vielfaches  von  ~—^  gegen 


geneigten  Geraden  —  wird  von  der  Curve  in  n  (reellen) 
Pvnkten  geschnitten,  und  die  Verbindungslinien  dieser  n  Punkte  mit 
dem  Coordinatenan&ng  bilden  ein  reguläres  Strahlensystem,  dessen 

einzelne  Strahlen  gegen  einander  um  den  Winkel   -  geneigt  sind. 

I« 

Der  der  positiven  Seite  der  x-Axe  nächste  Strahl  bildet  mit  ihr  den 
Winkel  -«. 

n 

3)  Die  im  Punkte  B  an  die  einzelnen  Zweige  der  Curve  gezo- 
genen Tangenten  schliessen  mit  der  x-Axe  Winkel  ein,  welche  gleich 

den  ganzen  Vielfachen  von  —  sind,  so  dass  also  für  ein  gerades  n 

Mich  die  y-Axe  zu  den  Tangenten  gehört.  Zugleich  sind  diese  Tan- 
genten auch  die  Asymptoten  für  die  Zweige  der  (n+l)- teilenden 
Corve;  nur  in  dem  Falle,  dass  die  ^-Axe  selbst  Tangente  ist,  also 
im  Falle  eines  ungeraden  n-{-l,  ist  statt  derselben  die  ihr  parallele 
dorch  die  Gleichung  fix-}-^  =  0  defiuirtc  Gerade  als  Asymptote  zu 
wählen. 

Bromberg,  December  1878.  A.  Kadicke. 


3. 
Fragen  ans  der  mathematlsolien  Geographie  lor  Uebniig. 

Sei  a  der  Radius  des  Aequators,  b  die  halbe  Axe  der  Erde,  in 

Meier 

loga  =  6,804  6434 

k)g6  =  6,803  1905 
die  Gleicfanng  des  Meridians 
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oder,  iu  der  Breite  ß  dargestellt, 

aJ  =  - 008/5;      ^  =  -B\nß 

ri8  =  a«C0S*/J+i»gin«/J 

1.  Frage.  Wie  gross  ist  der  Abstand  zweier  Orto  Ton  gleicher 
Breite  ß,  deren  Mittage  um  1  Minute  differiren,  längs  dem  Parallel- 
kreise  ? 

Rr  _  BaHosß 
^"^^^"-  360""     36Ör, 

für  Berlin  (ß  =  :)2,5«)  =  16  975,45  Meter 

2.  Frage.  Wie  wiit  muss  mau  von  der  Breite  ß  aus  nach  Nor- 
den gehen,  um  dem  Erdmittelpunkt  um  1  Liniencinheit  näher  an 
kommen  (die  Linieneinlieit  als  unendlich  klein  betrachtet)? 

Antwort. 


dr       (a*  —  b^)  sin  ß  COS  ß 

wo  s  den  Meridianbogen,  r  den  Radiusvector  bezeichnet,  nnd 

rg«  —  a^cos^ß+b^sin^ß 
ist.    Für  Berlin 

—  g^  =  309,1912 

3.  Frage.    Von  welcher  Breite  aus  ist  die  Annähcrnng  an  den 
Erdmittelpunkt  die  schnellste? 

Antwort    Die  Breite  wird  durch  die  Gleichung 


bestimmt,  welche  ergiebt: 


»t-o 


a 


tg/J  =  ^;    /J  =  450  1' 47",6 

4.  Frage.    Wie  weit  muss  man  bei  schnellster  Ann&henmg  nach 
Norden  gehen,  um  dem  Mittelpunkt  um  1  Einheit  näher  zu  kommen? 

Antwort.  ~  |!  =  ^Z^t  ==  298,9130 

5.  Frage.    In  welcher  Breite  ist  ein  unendlich  kleiner  Heridian- 
bogen  gleich  einem  ebensoviel  Orad  enthaltenden  Aequatorbogen? 

Antwort    Die  Breite  wird  bestimmt  durch  die  deichimg  &  »  ahß 
oder  r*  =  oÄ*,  welche  ergiebt: 


MUcellen.  333 


*•/. = (=y+  m 


/J  =  540  46'  50",8 

6.  Frage.    In  welcher  Breite  ist  ciü  unendlich  kleiner  Meridian- 
bogen  gleich  dem  Parallelkrcisbogen  von  ebensoviel  Grad? 

Antwort.    Die  Breite  wird  bestimmt  durch  die  Gleichung  da-^xdß 
oder 

(  ^g  —  1  j  cos'/3  +  co8/J  =  1 

welche  ergiebt: 

13  =  6«  34'  38",1 

7.  Frage.  Um  wieviel  ist  der  in  1.  Frage  verlangte  Abstand 
l&ngs  dem  Parallelkreis  grösser  als  der  kürzeste  längs  der  Oberfläche, 
wenn  die  Mittagsdifferenz  unendlich  klein  genommen  wird? 

Antwort  Ist  X  die  Längendifferenz,  a  der  kürzeste  Abstand, 
so  ist 


ein  Bogen  der  Ellipse,  deren  Halbaxen  sind 

-y«^— (a»  — äV  und  b 


2c    /8x|/a^--(q»— &») 


a*— (a«— &>)^2 

3^) 


ein  reines  Integral  3.  Gattung,  4.  Form  ohne  Coefficienten.  Durch 
letztere  Gleichung  wird  c  bestimmt,  während  er,  ^,  x  bekannt,  und, 
wenn  ^i  die  Mittagsdifferenz  in  Minuten  bezeichnet, 

'^""360 
ist.     Ftlr  unendlich  kleines  iL  wird  der  Hauptwert: 

xk--a  =  ^y^  ^8in>/Jcos/J 

fbr  Berlin 

=-  0,008475751  Meter  für  fi  «  1 

R.  Hoppe. 
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4. 

Zur  Intefratioii  irrationaler  Ansdrtteke. 

In  Folgendem  soll  ein  einfacher  Weg  angegeben  werden,  die 
beiden  Integrale 

(1)  yVf/x  und  (2)  y*~ 

zu  bestimmen,  in  welchen 

(3)  pn^gH— -pV-g+    ^^,^   Va^**"^—        ^23 ^P^*""®+-- 

und  wobei  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeute. 

Was  die  irreductible  Gleichung  (3)  anbelangt^),  so  ist  diesäbe 
zuerst  Ton  Moivre  aufgestellt  und  algebraisch  gelöst  worden.  Sie 
nimmt  durch  die  Substitution 

die  geschlossene  Form 

an,  und  daher  können  wir  die  Integrale  (1)  und  (2)  durch  die  fol* 
genden  ersetzen 


(1.)  f>/'[/,.+ii(„+sj   (2«)  rfiLiiz 


Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  dem  Integral 

/^C.Ti.(.+i) 

substituiren  in  dasselbe  fOr  n  die  Exponontialgrösse  e^  und  zerlegoi 
es  in  die  Summe  zweier  Integrale 


(Ih) 


/  ye^^  +  e-^>'e^dk  +  fy^i^^+e-^^e-^di-^l) 


Um  das  erste  dieser  Integrale,  welches  mit  F(k)  beseichnet  werden 
soll,  zu  bestimmen,  setze  man 

n 


•)  Euler,  Analysis  d.  Unendlichen,  p.  16.  Bd.  8. 
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dum  wird 

^^  ^  stets  ausfahrbar  und  inügo/(v)  liefern,  dann 
wird 


Dms  zweite  Integral  in  (Ib)  wird  durch  die  Bemerkung  erhalten,  dass 
CS  wms  dem  ersten  hervorgeht,  wenn  — X  an  die  Stelle  von  -{-A  ge- 
setzt wird;  es  hat  also  die  Gestalt 


n 


daher  ist 

n n 

niid  weil 

10  ergibt  sich  für  das  Integral  (1)  die  Lösung 

wobei  r^  and  r,  dio  Wurzeln  der  quadratischen  Oleichung 

'  P 

Das   Integral  (2)  kann  in  analoger  Weise  gelöst  werden.    Wir 
erhalten,  wenn  wieder  u  =>  e^-  gesetzt  wird,  die  beiden  Integrale 


/  ^==     ""^    / 


y^A-|-e-"X  yW-|-«-HA 

Setzt  man  hier 


nnd  bezeichnet  das  erste  Integral  mit  F(il),  so  wird 
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Das  zweite  Integral  wird 

Bilden  wir  die  Snmme  und  ersetzen  die  Exponentialgrdsse  wie  frühi 
so  cnteteht 

Fd)  +  F(- i)  =  i{f{^ r.)  +  / (l  r,) } 

welclies  die  Lösnng  des  Integrals  (2)  ist    Die  Bedeutung  von  /  und 
ist  dieselbe  wie  vorhin. 

Dresden,  im  Januar  1879.  Hans  Gebhard. 


5. 

Geometrische  Sammatlon  einer  arithnetisehen  Bellte. 

A  sei  der  Scheitel  eines  rechten  Winkels,  wir  tragen  auf  de 
einen  Schenkel  desselben  Stflcke  ab: 

A.Ii  ==  Hßj  =  B^B^  =  ...=»! 

ebenso  auf  dem  andern  Schenkel 

AD  =  DD^  =  JDjZ),  e=  ...  =  1 

In  den  Punkten  //,  D  errichten  wir  Senkrechte,  dio  sich  bzhw. 
67,  C\,  C2  ...  treffen.    Wir  erhalten  dann  die  Quadrate: 

ABCD,  ABiC\Di,  AB^C^D^  ... 
Nun  ist: 

Fläche  BCDB^CiD^  =  2X1  +  1 

„      B^C^D^B^C^D^  =  2X2  +  1 

„        Än-2CM-2/>»»-2Ä-lCH-lZ>n-l  «  2(n--l)  +  l 

—  2«— 1 

Quadrat  ABu-iCu^iDn^i  =  n* 

Also 

l  +  3+5  +  ...+2n  — 1  =n« 

Wien,  1.  December  1878.  Emil  Hain. 
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XVI. 


Beiträge  zur  mathematischen  Geographie, 


Von 


Herrn  Dr.  Klinger, 

Oberlehrer  an  der  KOnigl.  Gewerbeschule  in  Breslau. 


Unter  den  astronomischen  Mcthodcu  zur  Bestimmung  der  Gestalt 
4er  Erde  gestattet  die  Methode  der  Finsternisse  zur  Ermittelung  des 
Längenanterschiedes  zweier  Orte  auf  der  Erdoberfläche  die  grösste 
Genauigkeit,  da  der  Moment  der  äussern  und  der  inuem  Ränder- 
berftbrung  sich  sehr  scharf  feststellen  lässt.  Ganz  besonders  ist  dies 
der  Fall  bei  der  Bedeckung  eines  Fixsternes  durch  die  Mondscheibe 
vegen  der  nnmessbaren  Kleinheit  seines  Durchmessers.  Tritt  der 
Stau  möglichst  central  namentlich  am  dunklen  Mondrande  ein,  so 
giebt  die  Beobachtung  recht  genau  die  Zeit  des  Ortes,  ausserdem  die 
parallaktischo  ascensio  rccta  und  declinatio  dos  Mondes,  dieselben 
Grössen  für  den  Stern  sind  geoccutrisch  bekannt,  Fixsterne  haben 
bei  ihrer  unendlichen  Entfernung  keine  Parallaxe,  ebenso  ist  bekannt 
zur  Zeit  das  Fortschreiten  des  Mondes  in  ascensio  recta,  also  lässt 
Bch  der  Moment  der  Conjunction  in  asceusio  rccta  des  Mondmittel- 
und  des  Sternes  aus  dem  gegebenen  Moment  des  Eintrittes 
L  Austrittes  des  Sternes  in  die  Mondscheibe  bestimmen.  Wendet 
niin  die  Parallaxen  Rechnung  au,  das  heisst,  bezieht  man  die 
Besoitate  anf  einen  Beobachter  im  Mittelpunkt  der  Erde,  so  erhält 
für  zwei  vcrschiedne  Punkte  der  Erdoberfläche  ausgedrückt  in 
Zeiten  denselben  physischen  Moment,  also  den  Unterschied  der 
beider  Orte,  das  ist,  ihren  Längenunterschied.  Man  ersieht 
die  Rechnung  besteht  zum  grössten  Teile  aus  der  Parallaxen 
Beciiniing,  deshalb  mag  ein  Eingehen  in  die  Theorie  der  Parallaxen- 
Sechniing  hier  seine  Stelle  finden. 

T«U  LZIIL  22 
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Parallaxe  ist  der  Unterschied  der  Richtangen ,  in  denen  ein  Qh^ 
ject  von  zwei  verschiedenen  Beobachtungsorten  ausgesehen  wird.  Ii 
der  Astronomie  wird  besonders  diejenige  betrachtet,  welche  dadnid 
entsteht,  dass  wir  die  Beobachtungen  auf  den  wahren  durch  den 
Mittelpunkt  der  Erde  parallel  zu  dem  scheinbaren,  der  Tangeatiil- 
ebene  der  Erde  im  Bcobachtungsorte,  gelegten  Horizont  beziehen,  d« 
Beobachter  denkt  sich  also  in  den  Mittelpunkt  der  Erde,  das  kiu 
er  auch  für  die  Fixsterne  ohne  Weiteres,  da  bei  deren  Entfiftnog 
die  Erde  als  mathematischer  Punk^  angenommen  werden  darf,  abef 
für  die  nähern  Gestirne  geht  dies  nicht  an.  Beim  Monde  ist  dfl 
Winkel  BMC  im  Durchschnitt  gleich  1,  iWsei  der  Mond,  C  der  Erd- 
mittelpunkt und  in  B  der  Beobachter,  obwohl  die  Entfernung  iia 
beiden  Beobachtungsorte  doch  nur  einen  Erdlialbmesser  beträgt,  wft 
rend  man  bei  den  meisten  Fixsternen,  selbst  wenn  mau  die  Eiitftr 
nuug  der  beiden  Beobachtungsorte  gleich  dem  grdssten  Erdbatmdnzti 
messer  macht,  also  zu  Beobachtungsorten  das  Perihelium  und  di 
Aphelium  wählt,  nicht  im  Stande  ist,  eine  Parallaxe  zu  finden,  m 
sehr  wenige  macheu  hiervon  eine  Ausnahme,  die  grösste  ParaUas 
unter  diesen  hat  et  centauri  mit  V*  Bogen. 

Zur  Bestimmung  der  Parallaxe  sind  notwendig  die  Entframui 
des  Beobachtungsortes  vom  Mittelpunkt  der  Erde  und  die  Entfemni 
des  Gestirnes.  In  Fig.  2.  sei  ZBS  die  scheinbare  Zenitdistanz,  ab 
ZCS  die  wahre,  ihre  Differenz  />,  demnach  a'=»  3+/>. 

Hierbei  nmss  mau  aber  zuerst  Rücksicht  nehmen  auf  die  spU 
roidische  Gestalt  der  Erde,  die  Eutfemuugen  verschiedener  Ponkli 
auf  der  Erdoberfläche  vom  Mittelpunkte  der  Erde  sind  nicht  gleich 
die  Erde  ist  entstanden  zu  denken  durch  Rotation  einer  Ellipso  u 
ihre  kleine  Axe,  die  ihre  Pole  verbindet,  die  Meridiane  sind  atoi 
nicht  sowohl  Kreise,  als  vielmehr  fUlipsen,  eine  solche  sei  Figur  3 
B  sei  der  Beobachtuugsort,  in  ihm  sei  eine  Tangente  gekgl 
sie  liegt  in  der  Horizontalebene  des  Ortes  B^  auf  ihr  sei  das  Lo 
BN  eiTichtet,  dasselbe  geht  durch  den  Zenit  des  Ortes  B^  abi 
nicht  streng  dui'ch  den  Mittelpunkt  der  Erde.  Winkel  BNA  ist  fi 
geographische  Breite  des  Ortes  By  wir  bezeichnen  ihn  mit  qp,  Winki 
BCA^  C  sei  der  Erdmittelpunkt,  nennt  man  die  verbesserte  Bniti 
man  bezeichne  sie  mit  fp\  offenbar  ist  9>'<1  9>,  nur  am  Pol  stiauM 
q>  und  tp'  tiberein.  Man  führe  folgende  oft  gebrauchte  Bczeichmnigi 
ein,  a  sei  die  halbe  grosso,  b  die  halbe  kleine  Axe,  F  sei  an  Brav 
punkt,  also  CF  die  halbe  Entfernung  der  beiden  Bronnponkte,  die 
gemessen  nach  der  Einheit  a  sei  «,  also 

CF 
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Aner  ut  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  CFP 


=  eK 


K-S. 


f «  die  Abplattung  der  Erde,  die  Differenz  der  beiden  halben  Axen 
nach  der  Einheit  der  halben  grossen  Axe,  also 


a—b 
a 


lines  f  ist  bei  der  Erde  sehr  klein,  etwa  s  «  ^.    Nach  der  Glei- 

iaag  der  EUipse  für  rechtwinklige  Coordinaten,  deren  Anfangspunkt 
et  Mittrankt  der  Ellipse,  so  dass 

t,  wenn  man  den  radias  vector  BC  mit  q  bezeichnet, 

sc  =  pcosg>',    y  =  ^sin^', 

ie  Snbnormale    NM^  -^-^i  -  =»  p  gesetzt  als  Ordinate  des  Brenn- 
nktea,  giebt 

NM  =  ^x. 
a 

Im  Dreieck  BMN  lat  tgfp  ^  y:  Snbnormale 

a  h^  y  a^ 

tg„  =  y.-.       p  =  ^,     tg„  =  -.ji 

Man  l^^  durch  C  eine  Parallele  zur  Tangente  in  B  nämlich 
'D',  BO  sind  BB'  und  DD'  coi^ugirte  Durchmesser,  zieht  man  fer- 
er  durch  N  eine  Parallele  zu  DD\  so  ist  Winkel  BNO  ein  Rech- 
9;  denn  BN  ist  Normale  zu  Punkt  B^  also 

ANO  =  90<>—g»  =  DCA. 

idi  dem  Satze  nun,  dass  das  Product  der  tg  derjenigen  Winkel,  unter 
aldieii  zwei  conjugirte  Durchmesser  die  grosse  Hauptachse  schnei- 

o,  constant  gleich  — ^  sei,  und  da  die  beiden  coi^jugirten  Durch- 

aeer  Djy  und  BB'  die  grosse  Hauptachse  ÄA\  unter  den  Winkeln 
TA  und  D'CA  schneiden,  erhält  man 

tgJBC^.  tg  i>'C^  = j, 

SS* 
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tgD'CA  =  ^tgDCA,      tgBCA.tgDCA  =  ^ 
oder  für  beide  Winkel  ihre  Werte  gesetzt,  giebt 

tgy'ctgip«  ~8,    tgip'=-,tg9, 


es 
als 

war  vorbin 
0  ist 

gezeigt  worden 

tgg>  = 

y  o* 

t«9>' 

X 

was  die  Figof  zeigt  Die  gegenseitige  Beziehung  beider  Winkel,  rc 
der  geographischen  Breite  und  der  verbesserten  geographischen  Bn 
ist  dso 


a 


i 


b^ 


^^=";r«*«9>'    nnd    tgg>'=^tgy. 

£s  handelt  sich  ferner  dämm,  die  Entfernung  des  Beobachtas 
ortes  B  vom  Mittelponkte  der  Erde  C  also 

BC^  ^ 

zn  finden.    Da 

g  =  9sin^',    X  «  pco8  9>', 

so  trage  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  der  Ellipse 

ein,  dann  hat  man: 

ay8in*9'+^P*cos*v'=  öV 

*        a*  warip'-i-  **  cos*9' 


tsV  -  S««V 


V**  +  ;^»8V; 
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^  "■  cosV  U  +  tgytgW 

«  a^  cos  €p 

cos9>'(co8  9  cos^'-f*  Bin  9  sin  tp') 

j  g^  cos  (p 


C08qp'C0S(9> — q>') 


|/  cosy 

^'  V  C0S9'C08(<P — cp'; 


tp'co%(tp — 9') 
IS  Glcichang  (l)  folgt: 

|i*cos«9'  « 75 

f      2  '  ^*  i—^^^- 

Q  cosq>  ^  ^qip^V  '"  i?cÖ8»9-M«8inV 

Tiegt  man  im  Neuner  cos^  i^  1 — sin^qo,  so  wird  derselbe 

a«  —  a»  sin»9 + Ä«  sin V  «  a^  —  (a»  —  &«)  sin V, 
war 

SO  wird  der  Nenner 

o*  —  aVsinV  ==  a*(l  —  c*  sin^ip), 

»mnach 

,      j  ,         g^cosV 

p-COS'<P    =3  ; ^-r-s-t 

[nlüplicirt  man  femer  Gleichung  (I)  mit  sin^S  so  erhält  man: 


s  war 


ad 


lithin 


so 


tgv'^^^tgip,    also    ctg9)'  =  ^gCtgqp 


-jCtgip  ==  ctgqp, 


**^  jr  '       «\  2 
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pSgmV  = ^ 

oder 

p«siii*g>'  =  ^si]i>+<B>co6V 
im  Nenner  acUe  a*cosV  =  «*— «^sinV?  ^*n»  ^> 

e«8in«v«^_(^_^3i^V    •-*'--^^ 

^»'^'V  =  a«(l-^on»yV 

folgt 
ferner 

IMes  eingelragen: 

a«(l-^«rin«y 
^"">  =     l-^rin^^T 

psin^  = 


VI- 

man  setze  « sin^  ^  sin  ^,  was  immer  mögtich,  weil  e  ein  echter  Bn 

dann  ist 

.      ,       o(l— r*)sin<^ 

oder 

fsin^'  ==  o(l — rOsin^sec^, 

es  war 

yi— ««sinV 
fikr  esinqp  auch  diesmal  sin^^  gesetity  gielit 

pcos^'  ^  aoos^aec^, 

jetzt  mnhiplicire  man  die  Gleichung  fita"  psiny'  mit  cos^   und 
Gleichung  fibr  pcos^»'  mit  sin^  and  snbtrahire,  so  erhilt  man 

psin(9~9')  =  ysinS^see^, 

ninlti]£cirt  man  dagegen  die  Gleichung  Akr  poos^'  mit  coa^  um 
f^  psin^'  mit  sin^  und  addirt,  so  entstdit: 


Kiinger:  Beiträge  zur  mathematischen  Geographie,  343 

Q  C08(9>  —  <p')  =  ö  8eci/;(l  —  c^siuV) 
pC0B(9>  —  tp')  =  asccv^cos*!^ 

e   Gleichaugen  dividirt,  giebt 


tg(v-v')  =  2^^^- 


ttens  kann  man  zur  Bcstimmang  des  9>'  aus  tp  noch  die  Methode 
periodischen  Reihen  anwenden.    Nach  Lalande  gilt  für  den  Aus- 

ck    tQq>'  =  -stg9>  die  Reihe 


^2 ^2  /^2 m2 

9>'  =  ^— ^qipsin2qp+^^^j3p-,j  8in49..., 


j»— 6» 


^2 ^2  ^|2 

a    Coefticienteu    "sICp  8^^   ™^^   folgende   Form    TZEXi'    ^^^ 


iler  ist  e\  der  Nenner 

a2^^2^«2_o2        2a»  — c2a2 


a» 


««  a2 


«2  — €2, 


o  wird  die  Reihe 

v'  =  9>  —  2^r^ sin 2^  +  2(2^^ sin 4^  ... , 
«  sehr  klein,  genügt  das  zweite  Glied  der  Reihe,  also 


e 


2 


9>  —  9>' =  21::^  sin  2<jP. 

Zur  Bestimmung  von  g  durch  q>  addire  man  die  beiden  schon 
twickelten  Gleichungen 

a*C082y 

p»cos  cp  =-  ~2^2^4.^sin2g^ 

o2  8in2flp'  =  -s — ö — I  . 9  »  Q— ;  dann  kommt: 

'^  ^         a2  C082(]p-{-  ^  sm^go  ' 

2  —  q*COs2y-f-^*sin2y 

^     ""  a2cOs29-f-*2gin2qp' 

doli  bekannten  Formeln  für  cos2qo  entwickle  man  8in2qp  und  cos'tp, 

1  +  C082®  ,        .   ^  1  — C082<p         , 

cos^^  —  o und    sm^tp  = s '   also 
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2        a^ + ^*  +  (g* — &^)  COS  2y 

dies  lässt  sich  leicht  umwandeln  in 

2  _  ^{(a2+Z>^)-^+(a^— &g)^}  +  (a-+ft^)(o^-^)cos2y 
^    ~        i((a  +  Z»)2  +  (a  — Z»)2)+(a+Ä)(a— &)C0S2^ 

1  +  2^,^:ppC082y  +  (^2.|,^)2 

.   .  ..«  — *       o     I  /ö— *V 


Der  Ausdruck  log  T/l+2a  cos  a;+a2  lässt  sich  als  das  j-^TTTö' 
fache  folgender  Reihe  darstellen:  acos« — fa3cos2a;-{-^'cosddP... 
man  bezeichne  ,  ^^  mit  il/,  d.  h.  modulns  des  Brigge'schen  Logt 
rithmen-Sy Sterns,  so  erhält  man: 

logp  ==  log  (^^)  +  it  [  ßä-ipl)  C082V  -  i  (—^""eoBiv 

man  eliminire  a  und  6  durch 

ar — ft2  1^  ^  —  5  g 


aa-|-fc2       2  —  ^2'       a+b       2— e' 


dann  kommt: 
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»<«»  =  log(a|— )  +  m{[^  -  ^^cos2<p 

-ilii-?)*-  (2Zr-e)]c084,,+  i[(2^)  -  (2^)]co86.p..] 

W^n  der  Kleinheit  des  e  und  des  e  braucht  man  auch  in  diesem 
Alle  nur  das  erste  Glied  der  Reihe. 

Für  Breslau  ist  q>  =  51^  6'  56",  sowohl  nach  der  exacten  Formel 
Ü8  nach  der  Reihen-Formel  ergiebt  sich  für  q> — 9'  11'  15",44,  so 
\as3  die  verbesserte  geographische  Breite  für  Breslau  sein  wird 
(y55'41'\  ebenso  ist  der  logp,  wenn  man  a  als  Einheit  setzt, 
,9991223. 

Azimutal-  und  Höhen-Parallelaxe.  Für  Gestirne  entfernter  als 
iT  Mond  kann  die  Erde  als  eine  Kugel  angesehen  werden,  die  Nor- 
rie des  Beobachtungsortes  B  geht  also  durch  den  Mittelpunkt  der 
rde  C;  es  giebt  kein  verbessertes  Zenit  Z^  Z,  B  und  C  liegen  in 
ner  Graden,  durch  welche  und  durch  das  Gestirn  sich  nur  eine 
>eiie  logen  lässt,  es  findet  keine  seitliche  Verschiebung  statt,  beim 
onde  sind  ZB  und  ZBC  (Fig.  2.)  zwei  gerade  Linien,  durch  welche 
id  dnrch  S  zwei  Ebenen  gelegt  werden,  die  einen  Winkel  bilden) 
e  Azimatal-Parallelaxe. 

Die  Erde  als  Kugel  vorausgesetzt,  liegen  C,  B  und  S  in  einer 
irticalen  Ebene  und  die  Bestimmung  der  Höhen-Parallelaxe  läuft 
tf  die  elementare  Aufgabe  hinaus,  den  Winkel 

BSC  =  /— » 
1  bestimmen.    Man  hat: 

siu(a' —  ä)  :  sin«'  =  gi^d 

.ntfemong  des  Gestirnes, 

,  sins'.p 

sin(z'—  z)  =  — j— , 

a  Winkel  z' — z  sehr  klein,  so  setze  man  statt  des  Sinns  den  Bogen 
nd  man  erhält 

z'—z=^  -^sin«', 

Iso  ist  die  Höhen-Parallelaxe  proportional  der  Zenitdistanz,  was  in 
leicber  Weise  beim  Monde  wie  bei  entfernten  Gestirnen  gilt. 

B  sei  der  Beobachtungsort,  C  der  Mittelpunkt  der  Erde,  im 
orizonte  des  Ortes  B  sei  die  Sonne  S  (Fig.  4.),  dann  ist 

BC 
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weil  BC  gegen  CS  sehr  klein,  so  klein,  dass  maa  statt  desSM 
den  Bogen  setzen  kann,  so  ist  in  Einheiten  vom  C8  a«Bgedrftd[i  ^ 
ser  Bogen  der  Erdhalbmesser  p,  wihlt  man  B  anf' dem  Aeqnitor,« 
nennt  man  diese  Constante  n    die  Aeqnatorial-HorizoBtal-Panllm 
der  Sonne. 
Es  war 

g    a  ,     , 
=  — :,  sin  3  ,    ffl  =  sm  -■» 

=  -sinne sin:',    g  gemessen  nach  der  Einheit  n 


indem  man  zngleivh  fnr  sin%  nc  setzt,  nnd  p  in  Einheiten  des  Eid- 
halhmesaers  nnd  J  in  Einheiten  des  Erdhahnhalbmessers  aasdrtldt 

Diese  Formel  g:ilt  für  die  Sonne  nnd  alle  Planeten,  nor  nicht  Ar 
den  Mond,  wo  die  sphäroidische  Gestalt  der  Erde  berflcksichtigt  wer- 
den mnss,  also  anch  eine  Azimntal-ParaDaxe  stattfindet. 

Die  Constante  in  dieser  Formel  m  »  8^^,5716,  der  Erdbahnhallh 
messer.  d«-  als  Einheit  dem  J  zn  Gmnde  liegt,  beträgt  20,682339 
Meilen. 

Fftr  den  Mond  führt  man  statt  J  noch  eine  andre  Grösse  eil, 
nimlich  die  Aeqnatorial-Horizontal-Parallaxe  des  Mondes  U.  Jlf  sei 
der  Mond  (Fig.  oX  AC  =^  a^  weil  der  Beobachtnngsort  A  am  Aeqna- 
tor^  femer  setze  man  Winkel  AMC  =  0,  also 

AC 


demnach  die  vorige  Formel 


sin/I  *=  -j-, 

£M 


-•"iSma 


nnd 

3'—==  -sinUsinr', 

a 
da  hier  dnrchgshends  «i  als  Einheit  gilt. 

3' — 3  =  psinUsin:'. 
*«n»r>  weil  Bogen  U  sehr  klein 

3* — =  =  p0sins'. 
Dieses  H  ist  nun  ein  anderes  als  das  rorige,  da  ja  auch  das  if  des 
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ifcidefl  ein  anderes  ist,  der  mittlere  Wert  des  11  ist  57'  (y',9,  seine 
firmwerte  sind  53'  nnd  !<>  2'. 


i 

W         Bei  dem  Monde  ist  bei  genauerer  Rechnung  Rücksicht  zn  nehmen 

W.    Mf  die  sphäroidische  Gestalt  der  Erde,  es  tritt  hier  auch  eine  Azi- 

f    amtal-Parallaxe  anf,  die  bei  den  übrigen  Gestirnen  vernachlässigt 

werden  kann,  man  beziehe  also  den  Mond  nicht  anf  das  astronomische, 

mmdem  auf  das  geocentrische  Zenit  (Fig.  6.)9  welchem  die  verbesserte 

Breite  entspricht 

In  Z  (Fig.  7.)  sei  das  astronomische  Zenit,  in  Z'  das  geocen- 
in  L  der  wahre  Ort  des  Gestirnes  vom  Mittelpunkt  der  Erde 
gesehen,  die  Parallaxe  senkt,  also  von  der  Obei^äche  der  Erde 
gesehen,  erscheine  das  (}estirn  in  L',    Man  ziehe  die  Yertical- 
in  Bezug  auf  beide  Zenite.     In  Bezug  auf  das  geocentrische 
Zenit  giebt  es  keine  Azimutal-Parallaxe,  mithin  geht  der  Verticalkreis 
-von  ^  durch  L  und  L\    Man  führe  folgende  Bezeichnungen  ein. 
Bei  s,  Z^L'  sei  z\  Z!L  sei  {:,  Z^Ü  sei  j;',  trägt  man  nun  auf  Bo- 
2^^  den  Bogen  Z^L'  auf,  so  dass  VM  =>  Z*L\  so  entsteht  ein 
kleines  und  darum  als  gradlinig  zu  betrachtendes  Dreieck  ZZ^M^ 
welclies  bd  M  rechtwinklig  ist,  also  ist 

ZM^  Z^Cjo^MZ^^ 

ist  der  Meridian,  denn  in  ihm  liegen  beide  Zenite,  darum  MZZ* 
Anmut  des  Mondes,  dieses  sei  A^  ZZ*  ist,  was  wir  im  Anfang 
fp — ^'  nannten,  also 

ZM^  (qp  — <p')C08-4. 

Nach  Construction  ist 

ZM  —  ZV^Z!V  =  »'— J' 

od 

»'— f  =  (9—9')  cos -4,     t'  =  «'— (9— qp')C08-4. 

Von  f  und  {;  gilt  die  im  vorigen  Abschnitt  für  J  und  z  entwickelte 

Gltichnng,  also 

£'— f  =P»8in{:', 

fibr  i  rechts  seinen  eben  entwickelten  Wert  eingesetzt,  erhalten  wir 

f —  (  »  ^9K  sin  (»'—  (9  —  9')  cos  -4), 
da 

Z!V  =  L'M, 

£'—{;  —  Z'L'—Z'L  «  L'M-^Z'L, 

\    wegen  der  Kleinheit  des  Winkels  bei  L'  kann  man  annehmen,  dass 
der  Bogen  LV  auf  MÜ  aufgetragen  einen  Bogen  gleich  LV  giebt, 

ifenuuicii 

»' — «  =  p;Esin  {z  —  (v  — 9')coSil). 
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Die  Azimatal-Parallaxe  ist  offenbar 

A'^A  =  L'ZL, 
mau  entwickle  L'ZL  nach  dem  Sinussatze  (I) 

.      ,  sinZX'Z'sinLX' 

im  Dreieck  ZVZ'  ist 

,^      sinZZ'sin^ 
smzrz'=-^^^, 

ZZ!  ^(q>  —  q>')    und    ^L'  =  T, 
demnach 

sinT 

trägt  man  diesen  Wert  in  Gleichung  (I)  ein,  und  setzte  wie  oben,  fftr 
LÜ  (z'—z)  und  für  ZLz^  so  entsteht 

.    ,f^r         {z—z)(q>'-'q>)«mA 

Sin«  smJT 
(«'— «)(<p'— <p)sin^ 


sin  (^'—-4)  = 


sin  3' sin  J;* 


Setzt  man  für  den  Sinus  sehr  kleiner  Winkel  den  Bogen,  vernach- 
lässigt man  den  Unterschied  zwischen  z'  und  tj  >vas  bei  der  Kleinheit 
der  andern  Factorcn  unbedenklich,  und  setzt  man  für  z' — z  seinen 
schon  entwickelten  Wert  Q7twiXiz\  wobei  sich  im  Zähler  und  Nenner 
einmal  sin«'  hinweghebt,  so  bleibt 


pjg(y— y  )sin^l 

A  — A  = ; -f • 

sin/ 

Analytische  Entwicklung  der  Formeln  für  Höhen  und  Azimntal- 
Parallaxe. 

A^  2,  ^^  Azimut,  Zenitdistanz  und  Entfernung  bezogen  auf  d» 
Mittelpunkt  der  Erde. 

A\  z\  /i\  Azimut,  Zenitdistauz  und  Entfernung  bezogen  auf  den 
Beobachter  au  der  Oberfläche  der  Erde. 

ar,  y,  c,  rechtwinklige  Coordinaten  des  Gestirnes,  Anfangspunkt 
der  Mittelpunkt  der  Erde,  Fundamental- Ebene  der 
wahre  Horizont,  die  drei  Axen  sind  die  Richtungen 
von  Nord  nach  Süd,  von  Ost  nach  West,  und  von 
^adir  nach  dem  Zenit. 
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^19  ^19  ^9  dieselben  Grössen,  wie  die  vorigen,  nur  bezogen  auf 
den  Ort  des  Beobachters  an  der  Oberfläche  der  Erde 
als  An&ngspnnkty  nnd  Fnndamental-Ebeno  der  schein- 
bare Horizont 

^9  ifot  ^  ^^  ^^  Coordinaten  des  Anfangspunktes  des  letzteren 
Systems  für  das  erstere. 

Die  Beduction  der  Coordinaten  eines  rechtwinkligen  Systems  in 
ein  andres,  dem  erstem  paralleles  geschieht  in  folgender  Weise 

Rechtwinklige  Coordinaten  überzuführen  in  Polar-Coordinatcn. 

X  =»  ^sinscos^,     y  ==»  ^sinajsin-^,     z  =»  ^cos^;, 
ar^  =»  ^'sin/cos^',     y^  =  ^/'sinÄ'sin-4',     z^  =  ^'cosa', 

ebenso  sind  xq^  ^q,  2^  mit  Polar-Coordinatcn  zu  vertauschen,  hier  ist 
^  ^^  Q  und  ^  »  0,  denn  beide  Zenite  liegen  im  Meridian,  und  die 
Zenitdistaoz  gleich  (9 — 9'),  das  z  ist  hier  im  doppelten  Sinne  ge- 
braacbt,  einmal  als  ein  Stttck  Parallele  zur  Axe  nach  dem  Zenit  und 
einmal  als  Zenitdistanz,  aber  das  erstere  verschwindet  bald  aus  der 
Bechnnng  und  kommt  nie  wieder,  das  letztere  immer  nur  in  trigono- 
metrischen Functionen  vor,  demnach  ist: 

aro  =  ^sin(g)  — 90,    ^o  =^  0,    «o  =  pcos(<p  — 9')- 
Dies  eingetragen  in  die  Werte  für  x^  y,  z^  giebt 

I)    4f'sins'cos-4'  «  ^8in«cos-4  —  psin(9 — 9')? 
n)    ^/'sin«'sinyl' =^  z/sinasin^, 
ni)     ^/'cosa'  «  ^cosa  —  pcos(g)  —  9')« 

Um  die  Differenzen  der  auf  den  wahren  und  der  auf  den  scheinbaren 
Horizont  bezogenen  Stücke  zu  finden,  multiplicire  man  die  erste  61ei- 
chnng  mit  sin^  und  die  zweite  mit  cos^  und  subtrahire,  so  erhält 


1)    z/'sina'sin(-4' — A)  =  p  sin  (9 — tp')  sin-4, 

mnltiplicirt  man  die  obere  mit  cos^  und  die  untere  mit  sin^  und 
addirt,  so  entsteht: 

2)    J'%ixi  »'cos  {A' —  A)  «  ^  sin  a  —  p  sin  (<p  —  tp')  cos  -4, 

jeftst  Gleichung  1)  mit  sin  J(-4'— ^)  und  Gleichung  2)  mit  cosi(-4' — A) 
■mltiplicirt  nnd  addirt,  so  erhält  man: 

^'sinx'cos  i{A'—A)  =  z/sinacosi(-4'— -4)  —  q  sin(<p— rp')  cos}(-4'-f -4), 
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ni)     2l'c08/=  ^.COS^r  — p.C08(9  —  q^')» 

man  führe  einen  Hülfiswinkel  ein 

C08iU^+  A) 

80  hat  man  die  beiden  Gleichungen 

-^'8inj'=  2lfiin2 — pcosC^  —  ^O-tg^ 
^'C0S2'«=  /iC082—  pco8(9  —  fp'\ 

Die  erste  Gleichung  mit  cosz,  die  zweite  mit  ainz  moltliillcirt  nnd 
snbtrahirt, 

^'8in(«' — z)  =  —  p.cos(9 — 9'){tg/.co8z — sin«} 
^  8m(s  —  s)  =  — sin(y — z) 

^        '  cosy  " 

Ferner  mnltif^dre  man  die  Gleichung  für  J'foski^  mit  sinz  and  die 
Gleichunng  für  J'eo^z'  mit  coss  und  addire,  so  ertULlt  man: 

^'cosfz'— a)  =  ^  — pcos(y — 9')itg78ins-{~cosr} 

e«»  (^P— vO  ooe  («— y) 


^'cos(a'— r)  =  ^— 


cosy 


Multiplicirt  man  femer  die  Gleichung  für  ^'.sin(s' — z)  mit  8Üi}(s^--«)y 
die  Gleichung  für  ^'.co8(s'— s)  mit  co8i(s'~s)  und  addirt,  so  er- 
hält man: 

^•C08}(.. -,)  =  ^.C084(.'-,)  -  ^'"^"^^^  X 

X  !cos(r-y)cosK«'—«)—MiK»—r)«^ *(*'—»))» 

.,        .      P>cos(iP  — y0.cos(i(j^+g)— y) 

cosy.ooaK« — z) 

j.      .^  _  p.co8(ip— y'),cos}K»'+*)— yt 

cosy.cosKz  — l) 

U  diese  Formel  führt  man  den  Auadivck  ^  —  sinn  eia,  U  die 
sdKA  enrihnte  Aequatoiial-HoriiiOBtal-FBraliaze  des  Mgndfle, 

Ohea  var: 
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2)    J\  sin  »'.  C08(-4' —  ^)  ==  z/ .  sin  «  —  p .  sin(g)  —  9') .  cos  -4, 
beiden  ergiebt  sich: 

kürze  den  Brach  rechts  durch  sin  2,  ferner  hat  man  ^  —  sinil; 
da  17  hier  die  Aeqnatorial-Horizontal-Parallaxe  ist,  so  ist  p  «a,  a  =  l 
gesetzt,  giebt  -1  «  sin  77,  J 


sin  TT 


also 


p .  sin  17 .  sin(9  —  qp^sin^ 


tg(^'~^) 


sin  2 


p.sini7.sin(<p — q}').cosA 


1  — 


sm« 


Ebeoso  ans  den  Formeln  fOr  d'smiz—z)  nnd  für  ^'sin(/— «)  und 
Ar  ^'.co8(«' — s)  durch  Division  tg(a'— a)  entwickelt, 


W-z)  = 


p .  cos(y — y  08in(g  —  y) 

cosy 

.     p .  C08(qp  —  9')cos(«—  y) 
^ 

cosy 


Zahler  ond  Nenner  durch  J  dividirt  nnd  fOr  ^  gesetzt  .   ^, 


tg(*'-  *) 


p .  sin  n,  cos(y  —  q>') ,  8in(g — y) 

cosy 

p .  sin  n,  cos(y — y  Q .  cos(g — y) 
cosy 


Ebenso  gestalten  wir  noch  die  Formeln  fttr  ^'  und  ^  um. 


Es  war: 


p.cos(y— yOco8{i(/-Hr)— y} 
cosy.cosK«'— «) 


Alles  doreh  ^  dividirt  und  rechts  ^  «  sin  17  gesetzt,  giebt 

^  ^^  . p.sin  Z7.co8(<p — y0.co8{|(*^-f"»)""y} 

^  cosy.  cos  ^(2;' — ») 


(^oMdrirt    man   die  beiden   Formeln   für   ^\  sin  |(s 
J'.coniO'^ — ')  ^<^  addirt,.so  entsteht  die  Gleichung 


— »)    und    fttr 
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cosy 

+   ^^T'      ^^^^^'"'^^  +C08«(*— y),  ^ 

I 

durch  J^  dividirt  und  f ür  -^  =:  sin  17  geschrieben:  -i 


M'y  __         2g ,  sin  2J.  cos(g)  —  y ')  C08(g—  y)  .  g> sin'IT.  co8*(4p — yQ 
V^  /  cosy  "* 


cosy  *^  co8*y 

f/'  ^  1/        2p.siniJ.cos(<p— yOcos(g--y)  ,  g*8in»fl.oos*(y— yÖ 
j        f  cosy  co8*y 

Demnach  log-^'— -logz/  gleich  dem  logarithmus  der  Wurzel;  der  Auf- 
druck  unter   der   Wurzel   ist  aber   conform    mit    l-|-2a.cosx4-ö*i 

wenn  man 

p .  sin  27.  co8(<p — <p') 


a  = 


cosy 


setzt;  der  logarithmus  einer  solchen  Wurzel  lässt  sich  aber  in  einer 
Reihe  entwickeln,  wie  bereits  im  Anfange  gesagt,  von  folgender  Fora. 

M\a,co%x  —  Jrt-cos2x+Ja^cos3«  ... }, 

wobei  M  d(T  Modulus  des  Brigge'sclien  Systems.    Ebenso  la8sen  sich 
die  übrigen  hier  gewonnenen  exacten  Formeln  in  Reihen  entwickeh. 

Es  war 

p .  sin  i7sin(g>  —  <p').8in^ 

^  /^r_^x sing 

^^  '  Q .  sin  J78in(y — q>').  cos  A 

sinj 
also 

,_^     9 .  sin  77.  sin(<p — y ' )  sin  -•*  i^  i  /p  sin  77.  sin(g)  —  yO\*    -  j^ 

sina  \  sins  /' 


Die  ersten  Glieder  dieser  Reihe  genügen  in  allen  FftUen.     Der  m^  . 
geführte  llülfswinkel  war  bestimmt  durch  die  Gleichung  ] 


da 
so  ist 


cosJ(.i'+.4)    , 
'^y  -  cosfe^*«^''-^  >' 

Arctg(x)  =  X— ix+  .... 

»  -  oosjM'- .4)  WV-V  )-tcos»j(^'_j) 
tiH.     _.>       aiii(»— y') 


\ 
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flir   sin  setze  den  Bogen  nnd  fOr  cos  1,   für  sehr  kleine  Winkel  ist 
der  sin  gleich  der  tang  nnd  beide  gleich  dem  Bogen,  also 

eMi(A'+A),  ,,      ,co8j«U'H-^),  ,,, 

y  =  C08i(^'-^)^^""''  ^~"*COSi»(^'-^)(''""^  ^     ••• 

xeriege  ÜAi-^-A)  in  -4+i(^'— -4),  so  wird 
ctMiiAf-i-A)      co8-4.co8j(-4'— ^)      8in-4.8ini(-4'— -4) 


coe^U'—  A) 


C08i(^'— ^) 


cosJC^'—^) 


f  =  COmA(^'-^')  —  mLA.tgi(A'—Ä)(q>^q>') 


i: 


Ans  dem  Ausdrack 


W-»)  = 


g .  sin  2J.  C08(<p —  <pO  8in(g — y) 
cosy 


1  — 


p  .sin  U.  cos(<p — <p')cos{z — y) 


cosy 


entwickelt  man  die  Reihen-Formel 


8in2I.cos(<p-— ©')  .  . 
«  =  p. ^;^^;^^ sin(«— y) 


+ 


cosy 


g.8in2J.C08(y— y^V 

j  .sin 2(0 


cosy 


Q .  sin  n.  cos(q>  ziTÜVai^  ^f 

1  sino(« 


cosy 


-y) 
-y) 


El  bleibt  noch  \ogd'  in  eine  Reihe  zn  entwickeln  übrig;  es  war 
adion  angedeotet  worden,  dass  der  Ausdruck  nnter  der  Wnrzel  con- 
form  sei  dem  Ansdmck  1  —  2a.co8a;-{-a',  wonach  der  logarithmns 
der  Wurzel  zn  entwickeln  sein  wird.  Zuvor  aber  noch  folgende  Sub- 
aHtotioiien.  Offenbar  steht  die  Grösse  der  Mondscheibe  resp.  ihres 
Darehmessers  im  umgekehrten  Verhältnisse  mit  der  Entfernung  des 
Mondee,  also  J\  A*  ^  r*  \  r,  wenn  r  und  r'  die  zu  den  entsprechen- 
den Entfernungen  A  und  A'  des  Mondes  gehörigen  Radien  der  Mond- 
adieibe  sind,  lüao 

A*      r 

-j- —  ~    oder     l.A'—l.A  ^  l,r — //, 

A         r  ' 

pf^n  Sache  den  /  naturalis,  dadurch  fUlt  M  weg, 

S9 
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a)-<y='--'-^; 


co8(g>  — v') 


C08}^ 


C08(« — y) 


.   , /p.8iniJ.C08(g)— v')V      «w         %  i-'     t 

+  H cS? )cOß2(.-y)...  =  lr-lr. 


In  diesen  Rcilien-Formeln  sowie  in  den  vorang^;aiigenea 
unterscheidet  man  sehr  kleine  OrOssen  erster  Ordnung,  diese  sind  21^ 
(<P  —  90;  Prodncte  dersolhen  oder  Potenzen  bilden  sehr  kleiaeGrOMMi 
höherer  Ordnung.  Für  den  Mond  genügen  die  zweiter  Ordsug,  die- 
jenigcu  höliorcr  Ordnung  liegen  ausserhalb  der  Grenzen  der  Wafer- 
uelimuug.  Bei  Plaueteu  und  bei  der  Sonne  reichen  die  kleinen  Grtaeai 
erster  Ordnung  aus,  für  die  Fixsterne  ist  die  Erde  samnit  ihrer  Bilftj 
mit  einem  Durchmesser  von  40000000  Meilen  nur  ein  mathematisdhor 
Punkt.  Nur  sehr  wenige  von  ihnen  geben  von  den  Eadeii  diaHi' 
Durchmessers  aus  gesehen  eine  Parallaxe  von  höchstens  1'^  Bogen. 
Mit  Berücksichtigung  dieser  Abkürzungen  erhalten  wir 


J'-J 


9 


sin  77 .  8in(9  —  (p')%m  A 


sms 


Dieses  Glied  euthält  das  Product  von  sinH,  ün(fp — ^'),  ist 
zweiter  Ordnung,  genügt  demnach  für  den  Mond.  Die  übrigen  Ga»; 
stirue  haben  keine  Azimutal-Parallaxe,  weil  das  erste  Glied  schon  eine: 
kloine  Grösse  zweiter  Ordnung  enthält;  das  zweite  Glied  ist  liaM 
Ordnung.    Femer  kann  man  für  den  sin  den  Bogen  einführen,  ate 


^'— i4  = 


Q.II.(q>  —  ip').ÜliA 


denn 


smx 


X 

i 


sma 
■3.1"  • 


Setze  ich  also  sinx  =^  x  und  ist  x  sehr  klmn,  so  venüchlissigs 
nur  eine  kleine  Grösse  dritter  Ordnung.    /  -•  (^ — ^^).eoBA 
denn  das  Glied  sin^.tgK^'— .4)(9i— 9')  ist  dritter  Ordwnf, 
(^'—.4),  wie  die  vorige  Formel  zeigt,  schon  zweiter  Otiamag 


In  dem  Reihen- Ausdruck  lür  z'—z  kommt 
kann  man  =  1  setzen,  denn 


OQS(y— y^) 
COSf 


vor, 


COSJr  =  1  — 


1.2- 


Setze  ich  für  x  sehr  klein,  cosx  —  1,  so  vemichlissige  ich  ein  ielr 
kleines  Glied  zweiten  Grades,  das  abor  noch  mit  sin 27  reepw  mit  21 
zu  mnltipJiciren  ist«  also  dritten  Grades  wird. 


Es  war 
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,  p.8inI7.cofi(g>— -^') 


cosy 


.8m(»  —  y) 


+H ^ )  .8m2(.-y)  ... 

imtttr  kmnii  nan  gesetzt  werden 

sin  n^  n, 

«'— «  «  e.^-8in(«— y)H-i(piI)«Bm2(«— y) ..., 

n]i(j; — /)  anf  und  schreibe  für  cosy  1  —  das  dadurch  vernach- 
Glied  zweiten  Grades  wird  ja  noch  mit  n  multiplicirt  —  nnd 
Ifer  sin/  setze  y.     Dann  kommt: 

IV)    Ä* — »  =  Qll.siuis — ^IZ.co8Ä.y+^^n)*.8in2Ä  ... 

Zu  dem  letzten  Gliede  fehlt  noch  der  Factor  co8  2y,  der  ist  =■  1,  das 
folgende  Glied  |(^Z7)^cos22sia2y  ist  wegen  sin2y  dritten  Grades, 
femer  filr  sin2;8  gesetzt  2sin2.cos2;  gibt 

«^ — z  —  p. 17. sin«  —  pil.  cos  Ä.yH-(piT)*  cos  «.sin»  ..., 

Jetzt  setze  man  rechts 

v«>bei  8in(s' — z)  sehr  klein,  das  im  zweiten  Gliede  mit  Ily  und  im 
dittten  GUede  mit  i7*  mnltiplicirt,  also  dritten  Grades  wird,  während 
cos(s' — z)  »  1  wird,  demnach: 

j^ — M  —  ^nsin(a'— («'— 5»— ^II.ca8«'y4-P*^*8ittÄ'cosÄ' 

s' — M  —  ^üsin*'— pZIcos«'.sin(»'— «)— e^cosa'.y+p*n*sin»'co8«' 

^^M  =  plTsin«'— piIcos«V+P^coBÄ'(plIsinÄ*— 8in(a'— »)). 


Bifln  in  der  Klammer  sin(3'— 0)  »  2' — z^  so  erhält  man  den- 
Ansdmck  der  ans  Gleichung  IV)  hervorgeht,  wenn  man  das 

Glied  ?on  rechts  nach  links  bringt.  Man  sieht  dann,  dass  der 
Awidmck  in  der  Klammer  gleich  einer  sehr  kleinen  Grösse  zweiten 
Grades  ist  Diese  noch  mit  II  mnltiplicirt  wird  dritten  Grades,  also 
kann  das  ganze  Glied  wegfallen.     Es  bleibt: 

z' — z  =  gllsmz' — pUycoss', 

fttr  y  Biny  und  zum  ersten  Gliede  der  Factor  l  =  cosy  gesetzt,  gibt 

z' — z  =  pi7sin(2' — y). 

der  schon  oben  erwähnten  Reihen-Formel  für 

SS* 
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von  der  selbst  beim  Monde  nur  das  erste  Glied 

o.sinUcosCg)  — cp')        ,        . 

' .  co8(«  —  y) 

cosy  ' 

abgekürzt  p27cos(2  — y)  genügt,  findet  man  nach  Anleitung  der  lelitn  \ 

Formel  für  «'— ä  eine  andere  sehr  bequeme  Methode  von  ^«  BiiÄi 
bereits  bewiesen 

^'8inÄ'=  z/sin« — pcosCg) — 9')tgy 

/^'cos  «'  ■=  z/  cos  2 — q  co8(y  —  9*)^ 
die  obere  Gleichung  mit  cosy,  die  untere  mit  siny  moltiplidrt  und  %i 
von  1  abgezogen,  gibt 

^i/'sin(a'— y)  =  z/8in(»— y) 

^ sin(g  —  y) 

J       sin(a' —  y) 

Denkt  man  sich  die  Erde  als  Kugel,  so  ist  offenbar  z  die  geometri- 
sche, z   die  parallaktischo  Zcnitdistauz  und  im  Dreieck  CB&  (Fig.  2.) 

^'      sin2 
^  "~"  sins'' 

Dieser  Ausdruck  stimmt  mit  dem  obigen  bis  auf  den  Hilfswinkd  y, 
der  durch  die  sph&roidischc  Gestalt  der  Erde  bedingt  ist,  flberein. 

^' 8in(s  — y) 

d  ""  8in(«'— y) 

wird  bequem  angewendet,  wenn  beide  n  und  y  b^cannt  sind. 

log^'—  log^  =»  logsin(5— y) — logsinCa' — y)  =  logr —  logr\ 

Znsammenstellung  der  letzten  abgekürzten  Formeln 


A'^A 


gIHq> — qp')sin^ 


sm: 
r  =  (9  — 9*)  cos -4 
s'—j  «  pllsinCs' — y) 
log  ^1'— log  d  =  log8iu(3—  y)— logsin(s^ — y)  =  logr — logr'. 


Für  Crcstirne  weiter  als  der  Mond  können  (Hieder  zweiter  Ordnu^ 
w^fallen,  also  fäUt  .4'—.!  ganz  weg,  in  dem  Ansdnusk  ffir  /— f 
kann  man  y  weglassen. 

Parallaxen-Rechnung   f)kr  ascensio    recta    ud    dedmntio.     Bi 
•ekn  »y  ^  J  ascensio  reola,  dedinatio  nnd  Entfonuag  den  Geslimi 
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auf  den  Mittelpunkt  der  Erde,  a\  d',  J'  dieselben  Grössen 
in   Beziehung  anf  den  Beobachter,  6,  <p',  q  Sternzeit,  verbesserte 
und  Erdhalbmesser  des  Beobachtongsortes. 


Die  rechtwinkligen  Coordinaten  seien  bezogen  auf  ein  System, 
Anfeuigspnnkt  im  Mittelpunkt  der  Erde  hat,    dessen  xy 
die  des  Aeqnators  sei;   die  x  Axc  sei   gerichtet  nuch  dem 
FrtfdingBaeqninoctiam,  die  y  Axe  also  senkrecht  auf  ihr  in  derselben 
,    und  die  s  Axe  sei   die  Himmelsaxe,    die   Umdrechuugsaxe 
£rde. 

x^  y^  9  seien  die  Coordinaten  eines  Gestirnes  in  Bezug  auf  dieses 
System. 

x\  y\  z  seien  die  Coordinaten  desselben  Gestirnes  in  Bezug  auf 
ein  dem  ersten  paralleles  System,  dessen  Anfangspunkt 
der  Ort  des  Beobachters  auf  der  Oberfläche  der  Erde 
sei. 

di^  y<H  ^  seien  die  Coordinaten  des  Anfangspunktes  des  letzteren 
Systems  in  Bezug  auf  das  erstere. 

Umwandlung  der  rechtwinkligen  Coordinaten  in  Polar -Coordi- 

aaten: 

X  =  ^.cosof.cos^,        «'=  -ii/'.cosa'.cosd', 

y  =  ^.sina.cosd,        y'=  z^'.  sin  a'.  cos  5', 
z  =»  ^.sind,  «'=  d\%\VL^\ 

»nso  sind  a^,  y^^  %^  umzuwandeln.     Hier  ist  A  der  Erdhalbmcsser 
Beobachtungsortes.    Dieser  liegt  vom  Mittelpunkte  der  Erde  aus 
der  Richtung  des  Zenits  jenes  Ortes,  seine  asceusio  recta  und  dc- 
(«Uiialio  ist  also  die  des  Zenits,  demnach: 

a^o  =■  ^-^s^'-cosö,       ^0  =»  p.cos9\sinO, 

«0  =  p.sin9)^ 

iTerwandelt  man  nun  die  Coordinaten  des  ersten  Systems  in  die  des 
faeeeo.  w^  eriiftlt  man  nach  den  Formeln 

.  1)  ^'.cosd'.coso'«  ^.cos^cosa— ^.cosy'.cosö, 
2^  ^'.cosd'.sina'«  /f. cos ^ sin a — p.cos<p'.sin6, 
3)     ^'.sin6'«  ^/.sin6  —  p.sing?'. 

Für  ascensio  recta  führe  mau  ein  den  Stundenwinkel,  da  Ster- 
ascensio  recta  plus  Stundenwinkel,  also 
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ist  Zuvor  multiplicire  man  GleichaBg  1)  mit  eot9  WBi  8)  nak  afaiA 
and  addire,  danu  1)  mit  sinO  and  2)  mit  cqbB  «ad  aoMraUn  % 
von  1,  80  entsteht: 

2)  z/^cosd^8inf'  «B  ^oosd.sint, 
dazu  heisst  die  dritte 

3)  ^'.sind'.  «B  ^8in< — ^.sin^'. 

Zn  diesen  3  Gleichungen  kehren  wir  später  zurflck  und  kirt^iCai 
zn«rst  an  die  ersten  3  Gleichungen  an,  um  aus  ümen  dxe  Ansdrftcke 
a' — a  und  i' — d,  sowie  J'—J  zu  erhalten.  Man  nraltipliGut  n 
diesem  Zwecke  der  Reihe  nach  Gleichung  1)  und  2)  mit  coaa  oal 
sino  und  addirt  und  subtrahirt,  so  entsteht 

^'.cos^'.co8(«'— «)  "-  JtoBi — ^.cos^.coa(9 — a) 
z/'.  cos  ö\  8in(o'—  a)  =  —  p .  cos  ^'.  sin  (9 — o) 

^^  '  ^  z/.cos 4 — p.00S9'.co8(a —  0) 

(Das  minus  Zeichen  ist  im  Zähler  auf  den  sinus  übertragen).  ZUiler 
und  Nenner  durch  ^Icosd  dindirt, 

««<-'->  »'^  •-(«-«> 


f,coey.ca8(g"~6) 
^  ZTöoel 


also 


Baihe^ 


,  f.cosy'  .  ,       ^^ 

^coso       ^  ^ 

+«(*äS^)''»"<— )■■■ 

Um  6'— d  ra  erhalten«  maitiplicire  mam  die  Gleichiiiig  Ar  j 
^'.  cos6' cos(«'—  a)  mit  cosK«' ~ «)  ond  die  Gleidmng  Ar  i 
^'.€0s6'.sin(a'— «)    mit    sinK«*— c)  ud   addire, 

^.cett.cosK«'-«)  -*  if.cea«.cütK«'— «) 

-f.eoi^.cüe(e  — ?!^y 
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dntii  eo84(a' — c)  dividirt, 

(.CO89)  cos  \S ^  j 

C08j(«4"*) 

ütß  dritte  Gleichnng  daav.    Zur  Bequemlichkeit  führe  man  folgende 
HillBwiiikel  eiA 


e06^  coa  l  €f  —  — s —  r 
C08i(o'— a) 


cosAfsiB?^. 


Oft  er' — o   sehr  klein,  also  co8^(o' — a)  nahezu  1  ist,  so  wird  diese 
ioB  stets  mO^xcb  sein,  ferner 


sin^'  =  eosJlf  cos^, 
vir  erlialten  also 

J^cösV  «  Jeoni — ^.cosJfsinV, 
d'siai'  =  z/sind — p.cosAfcos^. 

Ans  diesen  beiden  Gleichungen  entstehen  durch  Multiplicationcn  mit 
cosd  and  sind  und  durch  Addition  und  Subtraction  folgende  Glei- 
dningon: 

^'cos  («'—  d)  «  zf  —  p .  cos  A/sin  (d + «F) 

^'sin  (d'—  *)  —     —  ^ .  cos  3f  cos  (d + «P) 


tg(«^-#) 


p.cos3f 

—  ^— j C08(0+^ 


Ow  ist  abermals  bis  auf  anwesentliche  Abweichungen  der  Ausdruck 

kr  die  Summe  einer  Reihe,  erstens  ist  der  Zähler  negativ,  also  die 

gnie  Reihe  negativ,  zweitens  steht  oben  der  cosinus  und  unten  der 

aLso  nehme  man  statt  des  Winkels  (d-j"^)  ^^^^  Complement. 

t'—  a  —  —  ^— ^ —  cos(d+  V) 

Hjm  eiiiiiiiiir^  ^ 

,-.      sing^' 
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'■-'— 3S«»<'+'^ 


-*(S^)'"«'+»^- 


Dieselben  GleichungeD,  aus  denen  wir  soeben  d' — S  gewonnen  haben, 
qoadrire  man  und  addire  sie,  so  erbält  man: 

^'»«  z/«  — 2-^.e.C083f.sin(«+?F)-f-^«.C08*A^ 


1/731^ 


C08Jlf.8in(aH-y)   ,  pVco8«3f 

Setzt  man  wieder  für  d-{-^  dessen  Complement,  so  wird  ans  den 
Sinus  der  cosinus,  und  der  Ausdruck  Vi — 2aco8a?4~^'f  ^^  welchem 

p.C083f 

a  s= -T—* 


ist,  wieder  hergestellt,  der  Ausdruck  2^1  —  2aco8»-|~~A*  giebt  eine 
Reihe,  also 

log^/' «  log^H-  ^^^^sin(d+^ 


+  i(?^^in2(d+^)... 


Daraus  M  eliminirt 


-^(r)-i(r') 

Die  3  Fundamentalgleichungen  nach  Einführung  des  Stnndenwinkeh 
waren: 

^'cOSa'cOS«'  —  ^/COSdcOSt—  ^.C089\ 

^'cosj'sint'  =  z/cosdsin«, 
^'sin  d'  «  ^  sin  4  —  p .  sin  fp\ 

Man  quadrire  sie  und  addire  sie: 

z/'«(co85'«(GOs«'«H-sin«'«)+sin«'«)  —  ^'«  — 
—  ^* — 2  z/p(cos  d  cos  <  cos  qf''\-^ni  sin  9') + ^^ 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  ergiebt  sich  aus  einer  Relation 
den  Stücken  des  Dreiecks  Pol,  Zenit,  Gestirn.  (Fig.  S.) 
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eost=:  üai sin fp'-^-cosi COS q>' COS t^ 
t  die  Zenitdistanz  bezogen  auf  das  verbesserte  Zenit 


^'=^Ki-*^'+5- 


AiiBdmck  anter  der  Wurzel  ist  wieder  analog  dem  iyi'\-2acosx-\-^^. 
m  ist  negativ,  also 

H^')-l(^) £i^f+l(j)*co82J-i(|)*co8  3t... 

Die  Ausdrücke  ftr  J'cosi'  nnd  z/'sinA'  waren: 

/i'cos  d'  =  z/  cos  d — p .  cos  3f  sin  V, 
^'sind'  =  z/sind — p.cosJlfcos^. 

wandle  man  am: 

^'cosd'cosV«  ^cosdcos^ — p.cos3f sinVcos^ 
-J'cosd'sinV  -=  ^  sind  sinV  —  p.cosJlfcos^FsinV 

-^'cos(d+^ -= /icos(d+'JP)    oder 

J^      cos(dH-^       r_ 
d  —  cos(d'+^  ■"  r' 

Man  beobachtet  indessen  beim  Monde  gewöhnlich  den  Rand,  nicht 
Centram,  weil  dieses  sich  nicht  so  gut  markirt  wie  jener.  Es  sei 
Is  der  Mittelpankt  des  Mondes,  M  ein  Pankt  des  Randes,  C  der 
MltteliNuikt  der  Erde,  MC  sei  eine  Tangente,  so  ist  in  dem  recht- 
visUigen  Dreieck  CML  ML  der  scheinbare  Halbmesser  des  Mondes, 
UC  unser  A\  der  Winkel  bei  C  wird  gemessen  dnrch  den  scheinbaren 
Moüdhalbmesser,  ist  also  kein  anderer  als  r,  demnach  das  gesachte 

CM^=  dcosr^ 

fies  die  Entfemaog  des  Mondrandes  bezogen  anf  den  Mittelpankt  der 
Erde.  Dieselbe  Correctnr  wird  man  anbringen  an  die  Entfernung 
fcesogm  aof  den  Ort  des  Beobachters  anf  der  Oberfläche  der  Erde  B^ 
also 

JBJf— ^'cosr'. 


verwandelt  man  das  a  nnd  6  des  Mondmittelpanktes  in  o 
nd  d  des  Mondrandes.    Der  wahre  Halbmesser  des  Mondes 


r 


ML^Jtimr    oder    ^tiar', 
mithin 

Es  war 

9  '      TW 

2  =»  p.smil, 

wobei  77  die  Acquatorial-HorizoDtal-Parallaxe  des  Mondes,  diese  fü 
im  Mittel  57'. 

Die  zuletzt  gewonnenen  Formeln  sind: 
,  p.cosy'sinU  . 

C080  ^  ' 

**  tgv'C08i(a'— «) 

In  diesen  Formeln  ist  der  scheinbare  Ort  bezogen  aaf  den  wahren. 
Hätte  man  bei  der  AnfsteUung  der  FundamentalgleiehiiBgen  nfashl 
x^it'»'  ftuf  xtf»  beaogeav  aondern  nmgekehrt,  so  wttrde  bma  durcl^flUB 
dieselben  Recbmingen  zn  denselbeii:  Resnltaten  nar  nut  veräadertMi  ; 
Yorzeidien  gekommen  sein,  in  welchen  die  beatinimendan  GrtatB 
die  durch  Beobachlong  gefundenen ,  nicht  die  ans  den:  Tafela  eBt- 
nommenen  geoeentriachen  gewesen  wären.  Man  setie  in  der  Baik» 
für  a'— a  den  Factor 

p.cosy'sinlZ 

cosÄ        "  ^ 
so  lautet  die  Reihe: 

«'— «  =  — asin(a— 6)  — Ja'8in2(a — ©)... 

Femer  drücke  man  a  dnrch  a'  ans 

also 
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sm{2(a'— «)— 2(o'-o)}  =  8in2(o'— e)co83{«'--.«) 

—  cos  2(a— 6)  Bin  2(a'  -  «). 

zweite  Glied  kann  wegfallen,  weil  sin2(a'— a)  eine  kleine  Grösse 
Ordnung  mit  a'  einer  Grösse  zweiter  Ordnung  zu  multipliciren 
ist,  ferner  setzt  man  im  ersten  Gliede 

cos2(o'— «)  =  1, 
bleibt 

{2(a^—e)  —  2(«'  -  «)}  -  8in2(«'~ S)  «  28in(«'— O) C08(«  — «) 

mT—  a  —  —  a  si»  ((o'— «)  —  (o'—  «))  —  a«  sin  (a'-  O)  cos  («'—  «). 

Im  xweiten  Gliede  mit  dam  Factor  a^  kann  man 

cos(a'— a)  =  1 

setzen,  wie  die  Reihe  für  den  cosinus  beweist,  ebenso 

sin  («' —  a)  =  a' —  «. 
Demnacb 

«'—«=.  -a8in(a'— «)— acos(o'— ex«'— o) 
— a«cos(«'— ö)  sin(«'— ©) . . . 

Für  «' — a  im  zweiten  Gliede  setze  man  den  angenäherten  Wert 

o' — a  =-  asia(a' — O), 

weil  der  dadurch  b^angene  Fehler  eine  Grösse  zweiter  Ordnung  im 

Mweiten  Ofiede  mit  emet  Grösse  erster  Ordnung  zu  multipliciren  wäre. 

Es  entsteht  also : 

a' — o  =  a  sin  (o' —  ö>^ 

Die  Sobetitotion  des  a  rttckgängig  gemacht,  giebt 

,  f.cosy^sinH  .  ,  ,     ^. 


Ke  ünbeqnemlichkeit  in  dieser  Formel,  dass  in  ihr  geocentriscbe 
wad  parallaktiacbe  Grössen  fuiftreten,  während  doch  entweder  nur  die 
enteren  ans  den  Tafehi  oder  die  letzteren  aus  der  Beobachtung  be- 
kannt aind,  wird  am  Schluss  bertlcksichtigt  werden. 

In  der  Bdhe  filr  9'-— 8  kann  der  Goefficient 

^.sinüsinqp' 


cobV 


b 
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d'— a *co8(«+^)  — i*«8iii2(Ä+30..., 

fflr  i  setzo  wieder 

a  =  a'-(d'-«)  und  a+tp^a'-f^r— (6'— Ä), 

ebeuso 

(508  (a'—  ^  —  1    und    sin  (6'--  a)  —  «'  —  a, 

dann  wird 

a'— « 5co8(«'+«P)— ^8in(Ä+^(a'—a) 

— *«8in(6'+^)co8(6'4-^) . . . 

Die  übrigen  mit  h^  verbundenen  Glieder  fallen  weg,  weil  sie  mit  die- 
sem,  einer  Grösse  zweiter  Ordnung,  verbunden,  Grössen  dritter  und 
vierter  Ordnung  geben.    Setzt  mau  fflr  i'—d  im  zweiten  Gliedo  dei    ' 
angenäherten  Wert  aus  dem  ersten  Gliede  mit  demselben  Rechte  wie 

oben,  so  entsteht 

a'— d=  — ftcos(d'-f5f); 

die  Substitution  des  b  rflckgängig  gemacht,  giebt 

jj,      .  p.sincp'sinTJ       ^^,  ,  ^^ 

cos?'  ^     '      ' 

Diese  so  abgekflrzten  Formeln  nochmals  mit  den  obigen  zusammen- 
gestellt lassen  den  Grang  der  Rechnung  erkennen: 

,  £nco8<p'   .  ,  ,     ^, 

«'— «  = -—j —  sin(a'— 6) 

coso  ' 

pilcosqp'    .     , 

coso 

>„_cos(i(ft'+«)-^)  _      C08i(t^+0 
^  tg<jp'cosi(«'— a)    ""  tgy'cosiC«'—«) 

C08*P  ^       ' 

l{J)-^l{/l)  «  l(r)  —  l{r')  =  ZcosCa+^O— /COS(a'-f  yj. 

In  der  ersten  Formel  fflr  a'—  a  ist  es,  wie  bereits  erwähnt,  nnbeqneiMf  : 
dass  das  geocentrische  6  vorkommt,  während  doch  der  scheinbare  Ort  : 
als  bekannt  vorauszusetzen  ist,  indessen  setze  man  in  der  Formel  fltar 
o'— a  das  parallaktische  ö'  statt  ö.  Der  Fehler,  der  dabei  entstehti 
ist  eine  Grösse  zweiter  Ordnung,  denn  der  Unterschied  zwiscbeii  t  i 
und  V  ist  nach  der  betreffenden  Formel  eine  Grösse  erster  Ordnii^ 
die  in  der  Formel  fflr  a! —  a  mit  77  multiplicirt  eine  Grösse  zweiter 
Ordnung  wird.  Mit  diesem  so  angenäherten  a  berechne  man  W  wbA 
mit  diesem  ^  findet  man  a'— a.  Hier  wird  der  Fehler  dritter  Ord- 
nung, denn  er  wird  multiplicirt  mit  77.    Mit  dem  auf  diese  Wi 
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gefiuidenen  and  bis  auf  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  richtigen  ö 

gehe   man  abermals  in  die  Formel  für  o'—  a  und  corrigire  dasselbe 

cos^' 
einlach   dadurch,  dass  mau  das  zuerst  gefundene  a'— «  mit  — ^ 

wdüplicirt  Man  kann  sich  in  ähnlicher  Weise  auch  dann  noch 
heifen,  w^in  man  nur  i  und  a  hat,  also  auch  nicht  a'.  Bei  allen 
Hbnmelflkörpem  ausser  dem  Monde  genflgen  selbst  die  Grössen  erster 

Ordnung  allein,  alsdann  tritt  für  27  ^  ein;  dann  wird 

•^""''"^■"^cosiJ"        ^^^tgq>'' 
co8i(«'—  0  =  1    ttnd    i(<'+  0  =  t\ 


^cos^ 

Hierbei  kann  man  für  6'  d  und  für  t'  t  setzen,  selbst  für  q>'  kann  tp 
eintreten  und  für  q  setze  man  a  »  1.  Will  man  sehr  genau  sein, 
to  ist  höchstens  q  und  9'  beizubehalten.  J  ist  immer  in  Erdbahn- 
halbm»»em,  q  in  Erdäquatorialhalbmessern.  Darum  ist  zu  q  die 
l-Horizontal-Parallaxe  der  Sonne  hinzuzufügen. 


Anwendung  dieser  Formeln  für  den  speciellen  Fall  des  Durch- 
gangs dorch  den  Meridian.    Dann  ist  nämlich 

« =  0,     e'  =  0, 
aho  anch 


donnach 
■ad 


*^"t^''    ^"^""^'' 


a'-d  =  -  pnsin<p'cos(«'+9(y>— 9') 
a'— a  =  —  p/Isin(9'— a). 
Im  Meridian  ist  die  Zenitdistanz  =  9— a,  also 

a' —  a  «=  —  pi7sin£'. 

Geometrischer  Beweis.    C  sei  der  Mittelpunkt  der  Erde,  B  der 
Ort  dee  Beobachters,  dessen  Meridianebene  CB8^  dann  gilt  im  Drei- 
eck OBS  (Fig.  9.): 
•"  C^:CS-sin({r-0:sinf 

8in(f— £)  «  -^sinjr  «  ^Hsinf 
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Endlich  kann  bei  Länge  und  Breite  nach  der  PsraDiie 

werdeo.    Alsdann  lege  man  die  xy  £bene  in  die  Ebene  der  EhU 

Der  Aofangspunkt  der  Coordinaten  sei  wieder  der  Mittalplinkl 

£rd6  nnd  die  z  Axe  nach  dem  Pol  der  Ekliptik  gerichtet    Dm  m 

Coordinatonsystcm  sei  dem  ersten  parallel,  sein  Anfangspunkt  de 

des  Beobachters.    Die  Entfernung  beider  An&ngspankte  der  i 

dinatensysteme  sei  wieder  p,  und  die  Länge  und  Breite  des  Zenü 

tj  und  x^  so  sind  die  in  die  Gleichung  einsnflüirenden  den  be 

rcchnung  der  Parallaxe  fttr  ascensio  recta  und  declinaüo  entspred 

Grossen 

fttr  J'a'i'  setze  J'Vb^ 

für  /lai   setze  Jlb    und 

fttr  gBip'  setze  gtix. 

Die  EntWickelung  ist  dieselbe,  man  führe  in  die  Schlnssfb 
nur  die  entsprechenden  Grössen  ein. 

Bilden   wir  im  Moment  des  Eintritts  eines  Fixsternes  i 

Mondscheibe  das  Dreieck:  Pol,  Mondmittelpunkt  und  Stern  PJk 

sind  seine  Seiten,  wenn  wir  die  parallaktiscfao  Dedination  des  II 

mit  D\  die  geocentrische  des  Sternes  mit  6  und  den  parallakti 

Halbmesser  der  Mondscheibe  mit  R'  bezeichnen,  90® — 1>\  9< 

und  R\    Der  Winkel  am  Pol  ist  A'—a.     A*  bedeute  die  par 

tische  ascensio  recta  des  Mondes,  o  die  geocentrische  ascensio 

des  Sternes.    Der  Winkel  beim  Sterne  sei  Q^,  der  Anssenwinkel 

Monde  Q^    Beide  Winkel  werden  von  Nord  nach  West  g< 

Wendet  man  auf  dieses  Dreieck  die  Gansaischen  Formeln  a 

entsteht : 

sini/J'cosi(Qi+Q,)  ==  sinj(a— Z^)  cos  K^'—a), 

sin  \b:  sin  KQi  +  Q«)  •=  cos  Vfi + ^)  sin  \(A'—  a). 

Setzt  man  nun  für  die  sinus  sehr  kleiner  Bogen  den  Bogen  ni 
die  Cosinus  1,  indem  man  die  zweiten  Glieder  in  der  Betl»  ftr 
und  Cosinus  vernachlässigt,  und  snbstituirt  man  fbr  i(Qi-t-Qt) 
so  erhält  man  die  Gleichungen: 

I)    Ä'co8Qo«(J -!>'), 

II)    Ä' sin Qo  -  U'-  o) cosica  +//). 

Zu  den  bekannten  aus  den  astronomischen  TafölA  eiitaonimeneii 
sen  d — D'  und  R  fftgt  man  die  Parallaxe  hinzu,  so  dass  mai 
Bestimmung  der  Werte  R'  und  3—1^  ans  Gteichnng  I)  oosQ 
auch  sinQo  gewinnt,  mit  dessen  Hilfe  man  ans  Oletehnng  II} 
berechnet,  woraus  abermals  uns  die  ParaUasan-Bechnong  die  < 
A^tt  finden  läset. 
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Eb  nr  bereits  in  der  Einlcitang  gesagt  worden,  dass  wenn  man 

A  bit  der  fiinderberflhniiif  des  Mondes  und  des  Sternes  kennt 

wviB  dtt  Fortrdeken  des  Mondes  in  ascensio  reota,  man  die  Zeit  der 

(QNVnction  in  ascensio  recta  des  Mondmittelpnnktes  und  des  Sternes 

iMefaen  kann.    Es  sei  7*  die  Zeit  der  Conjunction  in  ascensio  recta, 

ir  4b  der  Randberfihmng  nud  die  ascensio  recta  des  Mondmittel- 

Intel  lor  Zeit  der  Conjunction  sei  ^,  das  Stück,  um  welches  der 

JfMdmittelpankt  in  ascensio  recta  in  der  Zeit  1  fortrückt,  sei  i», 

dhu  ist  oifenbar 

-4 -=»  4t+m(r— 7*)     oder     i4  — -4^  =  i»(r— T). 
4i  ist  aber  zugleich  die  ascensio  recta  dos  Sternes,  also  ist 
^-.«  — ii»(r— r)     und    r— T (-4  — «). 

191 

Das  ist  aber  T,  welches  in  den  Zeiten  der  beiden  Beobachtungs- 
irte  MMigedrtlckC,  uns  ihren  Zeitunterschied  eiicennen  lässt.  Es  bleibt 
rar  flbrig  zu  untersuchen,  wdchen  Einfluss  die  kleinen  den  Bestim- 
nnogflgrOssen  anhaftenden  Fehler  auf  den  Wert  dieses  T  haben. 

Zunftcbst  hängt  T  von  {A—n)  ab.  Dieses  wird  berechnet  aus 
lern  dnrch  Gleichung  II)  gefundenen  A' — a,  das  um  so  schärfer  ist, 
je  schärfer  sinQo.  Unltedeutender  ist  der  Einfluss  von  cosi(6-|-/>')- 
Rihert  sidi  %  dem  Werte  90^,  dann  ist  das  Wachstum  des  sinus 
nhr  gering;  auch  cosQo  und  demnach  6  —  D'  sehr  klein,  sinQ^  aber 
nahe  dem  Werte  1  bedeutet,  der  Durchgang  des  Sternes  ist  ein 
r,  in  welchem  Falle  auch  die  Beobachtung  mit  grosser  Schärfe 
m  machen  viel  leichter  ist. 

Eb  bleibt  noch  ttbrig,  die  Einflüsse  der  kleinen  Fehler  zu  be- 
Inchten,  wdche  den  bei  der  Parallaxenrechnung  auftretenden  Grössen 
Mhnilen.  Man  differentiire  die  Gleichungen  I)  und  II)  und  vemach- 
läflsige  dabei  die  Producte  je  zweier  unendlich  kleiner  Grössen,  so 
erhält  man  folgende  Formeln: 

sin  Qo  dÄ'+Ä'cos  Qo  d  Qo  =  cos  i(d+  D')  cZM'—  «). 

inltiplleirt  man  die  obere  mit  cosQq,  die  untere  mit  sinQ^,  and 
ddirt  beide,  so  entsteht 

^lÄ'rscosQorfC^— />')+sinQoCosi(d+Z>')clU'— «). 
Kese  ganze  GImchung  durch  sinQoCos4(d4-^)  dividirt  und 

■   QoCMiH+D')"^    "^^    tg(4cosJ(6+Z)')""* 


m)     diA'-^a)  —  gdR'-'hdid^D'), 
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Die  RectasceusiousparaUaxe  des  Mondes  {A' — A)  nenne  man 
die  DecÜDatioDsparallaxe  (D* — D)  nenne  man  P'  nnd  wende  die  i 
Vorangehenden  entwickelten  exacten  Formeln  an  nach  den  dabei  f 
die  Berechnung  gegebenen  Regeln. 

A'-A^P ?^^8in«' 

cosD 

iy-D  =  P' i^^^^cosdy+V). 

Man  differentiire  abermals  diese  Formeln,  wobei  man  wieder  die  v 
endlich  kleinen  Grössen  zweiten  Grades  yemacblftasigt,  so  erii&lt  ms 

pcosoo'  .        „       Pdll 
cosD  n 

^^'  ^  ~  ^^  cos(Z>'+90rfn  -  -g-  • 

Diese  Correctionen  f&ge  man  jetzt  der  Gleichung  fttr  T  hinzn,  al« 

r=«  T—m(A^a)^md(A'—a), 
Es  ist 

{A  —  a)  =  (^'— «)  — P    und     d{A^a)  =  dM'— a)  — rfP, 

demnach 

r«  j^m(A^a)  —  md(A'^a)+mdr. 

Man  setze  den  Wert  ftlr  d(A'^a)  aus  Gleichung  III)  ein. 

Femer  ist 

(S^iy)  «  (i-D)'--P'    und    did^iy)  «  rf(a— />)  — dP-, 
also 

Die  Werte  Ar  dP  und  dP'  eingefthrt,  gibt 

oder 
'^^^  —  m(A'-a)  —  mgdR'+mkd(»--D)  +  ^{P—kP')da 

Hat  man  für  jeden  von  zwei  Orten  eine  solche  Oleichong  gefiudfl 
dann  wird  die  Differenz  beider  Gleichungen  folgende  Form  m^H***"*" 

L=:l-^adR'+hd(ö-D)  +  edn^ 
wobei  L  der  wahre  Zeitunterschied,  I  der  angenftlierte,  a,  k,  ei 
Coefficienten  der  Fehlerquellen  sind,  unter  denen  b  alletn  einen  mflri 
Heben  Einfluss  hat.  Die  n&here  Untersuchung  dieees  nnd  dar  beul 
andern  Coefficienten  a  und  e,  so  wie  die  Illustrmtion  der  Tom^sgii 
genoi  Theorie  durch  Zahlenbeispiele  soD  einer  spiterm  AiMfc  W 
behatten  bleiboL 
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xvu. 


3ber  die  Bedingung,  unter  welcher  eine 
>ele  Gerade  Hauptnormale  einer  Curve  sein 
kann,  und  verwandte  Fragen. 


Von 

R.  Hoppe. 


§.  1. 

de  yariabele  Gerade  sei  dargestellt  in  der  Form 

Xi  ■=■  X — au)    yj  =a  y — bu\     z^  =>  z — cu  (1) 

y,  9  die  Goordinaten  ihres  Ausgangspunkts,  a^  *,  y^,  z^  die  eines 
Taiiirenden  Punkts  auf  ihr,  o,  &,  c  ihre  Richtungscosinus  be- 
eil. Sie  variire  mit  einem  Parameter  v,  als  dessen  Functionen 
:,  a,  &,  c  zu  denken  sind,  und  zwar  sei  v  bestimmt  durch 

t  man  u  zur  Function  von  v,  so  beschreibt  der  Punkt  {x^y^z^ 
Cnrve  #].  Es  ist  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen 
solche  Function  u  existirt,  für  welche  die  Gerade  (1)  Haupt- 
Ale  von  «1  wird. 

Es  m^^gen  bezeichnen  /,  g^  h  die  Richtungscosinus  der  Tangente, 
II  die  der  Binormale,  t,  ^  den  Krttmmungs-  und  Torsionswinkel, 
3  Krflmmangsbreite,  tf  den  Torsionsbogen  einer  Curve  s  (gemäss 
!7arveiitheorie  T.  LVL),  der  Index  1  die  Zugehörigkeit  zur  Curve 
ie  Zeichen  ohne  Index  bezüglich  auf  die  vom  Punkte  (xyz)  be- 
}bme  Cnnre  s.    Femer  bezeichne  der  Accent  an  den  genannten 
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Bachstaben  die  Differentiation  nach  dem  zugehörigen  t,  dag^^n 
a,  b,  c  dieselbe  nach  v.    Ueberdies  sei 


«1 


bb' 

cc' 

1 

ee' 

;    *i  - 

aa' 

• 

1 

<?1   = 

aa'a" 

J  = 

bb'b" 

cc'c" 

aa' 
bb' 


woraus  bekanutermasscn  folgt: 


«1 


—  z^a';    etc.  und    cl*  ^  Ja^  —  a;    etc. 


Da  die  Gerade  (1)  schon  zufolge  ihrer  Gleichnngen  durch  die 
Curve  «1  geht,  so  ist  sie  deren  Hauptnormale,  wofern  sie  deren  Bidh 
tung  hat.    Daher  wird  allein  gefordert,  dass 


/!'•=«;    9\^^\    Ä/=c 
sei.    Dies  differentiirt  giebt: 

(/j  sin  Aj  — /,  cos  ilj)8tf]  =  a'3v ;    etc. 


woraus: 


tf,  =  V 


/j  sin  Xj  — /i  cos  Aj  =  a';    etc. 
und  in  Verbindung  mit  (2) : 


das  ist: 


9\    WiSinXi — ^iCOsXj 
Äj'   94  sin  A^  —  ^jCOsAi 


hb' 


ec'  I 


/iSinAj+ZiCOsAi  «=  o^;    etc. 


Dies  wieder  verbunden  mit  (4)  giebt: 

/i  =  Ol  sin  Aj  —  a'cos  Aj    ) 
/j  =  «1  cos  Ai  +  a'sin  Aj     ) 

Differentiirt  man  Gl.  (5),  so  kommt: 

(/i  cos  Aj  —  ^  sin  A,)8Ai  «=  —  a'Jiv 

und  nach  Division  durch  (4): 

8Ai  c=  -^av 

Die  Gl.  (1)  differentiirt  geben: 

f^da^  ^fds  —  aSu^a'udv'^    etc 

Multiplicirt  man  mit  a,  dann  mit  a\  dann  mit  %  und 
Analogen,  so  kommt  bei  Berücksichtigung  der  Werte  (6): 


« 


m 


(^ 


m 


die 
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0  =  («/•+ ^^+cÄ)a«—8tt         \ 

—  a*iC08A^  =  (a'/4-^V+^'Ä)8«— t^av     >  (8) 

3#i  sin  Xj  =  (cj  /•+  ^i9 + <?iÄ)8*         ^ 

lo  nach  Elimination  von  dsii 

du  ==  (a/+^^+cÄ)Sjj  (9) 

u  «  {a'/+yflr+c'Ä+(a,/+&ii^+CiÄ)cot/^fSv}  g^  (10) 

iTidirt  man  beide  Gleichangcn  und  integrirt,  so  erhält  man: 
,^^  r (af+bg+ch)dv 

Liemach  ««  als  bekannt  betrachtet,  findet  man: 

Kes  letztere,  mit  Bestimmung  von  u  durch  (11),  ist  die  gesuchte 
Kedingnng.  Nachdem  sie  erfüllt  ist,  kommt  erst  der  Wert  von  n, 
heu  direct  Gl.  (10)  liefert,  in  Anwendung,  wenn  man  die  bereits  als 
■Og^ich  nachgewiesene  Constructiou  der  Curve  s^  in  Ausführung 
nigen  will  und  zu  diesem  Zwecke  die  Strecke  u  anf  der  Geraden 
rom  Punkte  (xffz)  abschneidet. 

Die  GL  (11)  (12)  zeigen,  dass  a,  £,  c,  /*,  g,  h  wiUkürlich  bleiben, 
bsa  also  nicht  nur  die  Kichtuug  der  Geraden,  sondern  auch  die 
rangeutialrichtung  der  Leitlinie  beliebig  variiren  kann ,  und  nur  die 
Strecke  auf  der  Leitlinie  von  jeder  Geraden  zur  consecutiven  einen 
rorgeschriebcnen  Wert  hat  Doch  selbst  diese  Strecke  lässt  sich  be- 
iebig  proportional  ändern,  da  u^  und  mit  ihm  ds  einen  Willkür 
iehen  constanten  Factor  hat  Genügt  also  eine  Leitlinie,  so  genügt 
ir  dieselben  Richtungen  der  Geraden,  auch  jede  ähnliche. 

.§.  2. 
Ist  die  Leitlinie  orthogonal  zur  Geraden,  so  wird 

her  1*  constant.    Hier  wird  Gl.  (10)  die  verlangte  Bedingung. 

Dieser  Fall  findet  unter  andern  statt,   wenn  die  Gerade  schon 
Mptnormale  einer  Curve  sq  ist.    Dann  hat  man: 

a  =/o';    etc. 

24» 
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Die  bereits  entwickelten  bier  nur  anf  die  Cnrve  mq  zu  übertragende 
Consequenzen  hiervon,  GL  (4)  (5)  (3)  (7),  sind: 

Ol  =  /oCosAo+ZoSinAo;    etc. 

^=-^0;   ^  =  85" 

woraus: 

/  Aiv  =  Ao+^'    (^  const) 

Dies  eingeführt  in  (10)  giebt: 

'*^  8in(lo+^)  9^0 

Ist  die  Leitlinie  selbst  diese  Curve  #o,  so  fUlt  der  Index  0  weg^  « 

man  hat: 

sinÄ:3#      __  8# 

**""""  Sn(X+Ä)8tf  ar+adcoti: 

oder 

8t  ,  8^      ,  ,  1      ^    ,,  ^^ 

W  "*"  g"<5otifc-j —  =  0    (ifc,  I*  const) 

Dies  ist  die  Bedingung,  der  eine  Cnrve  s  genügen  thnss,  damit  t 
eine  gemeinsame  Hauptnormale  mit  andern  Cnrven  #|  habe.  I 
gleichlautende  Resultat  fand  J.  A.  Serret  (Comptes  Bendus  TaXXlS 
p.  307.)  indem  er  die  letzte  Frage  direct  untersuchte.  Es  ist  hien 
gezeigt,  dass  deren  Entscheidung  aus  dem  Ergebniss  von  $.  1.  i 
specielle  Consequcnz  übereinstimmend  hervorgeht. 


§.  3. 

Neben  dem  vorstehenden  Beispiel  der  Anwendung  giebt  es  oft 
bar  viele  coordinirte.    Gleich  speciell  ist  die  Frage: 

Welche  Bedingung  muss  eine  Curve  s  erfüllen,   damit  ihre  1 
normalen  Hauptnormalcn  anderer  Curven  seien? 

Wir  wollen  hier  sogleich  die  Leitlinie  als  die  Curve  betrachti 
deren  Binormale  die  Gerade  (1)  ist.    Dann  hat  man: 

rt  =■  /;    a'  =  — /';    «i  =  /*   nebst  den  Analogen, 

V  =  ^;    /  Jdv  ==  r 

Dies  eingeführt  in  (10)  giebt: 

u  «=  cotrg^    oder   g^  =»  utgr    (u  const.) 

Die  Antwort  ist  also:  Der  Torsionsradius  muss  dem  tg  des  Erfl] 
mungswinkels  proportional  variiren. 
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§.  4. 

Olme  die  spoddlen  FäUe  weiter  zu  veriolgeii,  gehen  wir  jetzt  zu 
der  entsprechenden  allgemeinem  Frage  über: 

Wdche  Bedingung  hat  eine  Curve  #  zu  erfüllen,  damit  eine  mit 
ihrem  begleitenden  Axensystem  in  gegebener  fester  Yei^indung  ste- 
hfiode  Gerade  in  einer  andern  gegebenen  festen  Verbindung  mit  dem 
€|gieiteiideQ  Axensystem  einer  andern  Curve  s^  stehen  kann? 

Seien  {,  iy,  t  die  constanten  Coordinaten  des  Ausgimgspunktes 
r  Geraden  m  Besug  auf  die  Tangente,  Binorraale,  Hauptnormale 
n  #  als  Axen,  S^,  %,  ti  dieselben  in  Bezug  auf  die  von  #j;  dann 
iftit  man,  indem  man  die  Coordinaten  eines  variabcln  Punkts  auf 
'  Geraden  in  Bezug  auf  die  festen  Axen,  einmal  von  (xyz)^  einmal 
I  (jr]|ri«i)  ausgehend,  identificirt: 

^i+fiSi+hVt+fiti  -  x+fi^-lfi+f^t-au  (12) 

et  2  Jinalogen  Gleichungen,  und  zwar  ist  für  constante  er,  /?,  «Tj, 
welche  die  verlangte  feste  Stellung  der  Geraden  gegen  beide  Cur- 
Miidräcken, 


(13) 


a  =  (fcoBß  +/sin/J  )cosa  +/'  si»«  »    ©tc.     j 
a  «  (/icos  ft + fi  sin  ft )cos  «i  +/i '  si^  ^i  \     etc.    ' 

Yercinfiachung  der  Rechnung  sei 

tgfi=:8in«tg(iS4-A)  (14) 

Q    findet   man  durch   bekannte  und  in   §.  1.  bereits  angewandte 
-atiODen : 

—  f(siußmsiii'\sinttcosßcosiii) 

/(coe/^siufi — sinasin/3cos/i)4-/''<^osacosfi 


/(sin  a  cos  /?  sin  fi — sin  ß  cos  /i) 

/(sina  sin  /Jsin  fi+cos  jScos  ^)  —  /"cos«sinfi 

3^  =  a«  ?5!(H:i) .    ^^cousin^-^  (15) 

COSfi  ^       cv 

is: 

/  Jdv  =  (t  sin  /5 + ^  cos  /J)cos  « — fi  (16) 

n  inverser  Darstellung: 

rcosacos/i — a' (sin ^ sin /i-f- sina  cos /3 COS ^) 
-}-ai(sintt0O8/?sinf&  —  8in/3cosfi) 
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l  ==»  acosasmj3-j-a'(c08j3sinfi  — sinasm/ScoBjii) 

/'=  a8ina-f-(a'co8fA — a^siiifi)c08a 
Diffcreutiirt  man  die  61.  (12),  so  kommt: 

/(a«— j8T)-f /{:a^-f/'(£Sr  -  lya^)— oau— a'wav 

Drückt  man  nach  den  vorigen  Formeln  /,  I,  /',  Z^,  /j,  /i'  in  a,  a\  «| 
ans,  so  mnss  die  Gleichung,  sofern  die  a;  Axo  willkürlich  ist,  imab- 
hängig  von  a,  a\  oj  befriedigt  werden.  Dies  giebt  folgende  3  Glair 
chungen: 

(8*1  —  £;|dri)co8  «1  co8/?i  +?i8^i  cos  «i  sin  /?, 
+(Ji8ti — i?i8^i)sinai  =  (3«  — ?3T)co8«cos/3+J®^co8a8in/5 
-}-  (f  3t  —  i7d&)siu  «  —  du 

—  (8*1  —  tiSi^j )  (sin  jSj  sin  ^,  +8iö  «i  c^s  ft  cos  Mi ) 
+ Ji3^i(cos  ft  sin  fii  —  sin  a^  sin  j?,  cos  f*i)  4-  (£i8t^  —  ^h^^i  )<^s  «i  cosfi,— 
—  (8»  —  f8T)  (sin  /?  sin  fi  -f-  sin  a  cos  ß  cos  /n) 
-f"  f8^  (cos  ßsinfL  —  sin  a  sin  ß  cos  /n)  +  (58t  — 178^)008  a  cos  fi  —  udv 

(8«i  —  fi8Tj )  (sin  a,  cos  /*,  sin  ^|  —  sin  ß^  cos  f*i) 
+  ti8^i  (sin  cf,  sin  ß^  sin  f*, + cos  ft  cos  fi  j )  —  (f  i8ti  —  1/,  d^^jcos  «1  sinfii  — 
(8« — J8t)  (sin  a  cos  /?  sin  ^ — sin  ß  cos  fi) 
-f"  J;8^(sin  Cf  sin  /5  sin  ^ + cos  ß  cos  fi) — (18t  — 178^)008  «  sin  fi 

Die  erste  Gleichung  ist  linear  in  allen  Yariaboln  and  Iftsst  sich  dnrdi 
Wcglassung  des  Differentialzeichens  integriren.  Wir  wollen  jedock 
mittelst  der  Relationen 

8t  =  da  cos X\    8i>  =-  8tf  sin X 

sin«tg(A+W  =  tgfi;    8<Tcos(A+W  =  Svcos^  (17) 

and  der  Coordinatentransformation 

J'=  (£cos/?+*/8in/J)cosa+fsiua 
V=*=  (£cos/J-f"'?8in/J)8ina — (cosa 
J*  =  Jsin/J — i^cos/S 

anzuwenden  auf  beide  Curveu,  den  Gleichungen  einen  einfachom  An»- 
druck  geben.  Man  erhftlt,  indem  man  die  t,  ^,  k  vollsULndig  anf  fb 
V  redncirt: 

^,8«i  +  (iyi'cos|»i4-Ji'8in^,)8v  = 

^a»4-  (ly'cos  fi + psin  fA)dv  —  du  (IflJ 
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-*i3»i  +Ki'+  (fc'cos  fi,  —  ly/sin  (li  )sm  fi,  cot  a,]8v  = 
Äfi»  +  [£'+  ({'cos  f» — ly'sin  ik)sin  fi  cot  a]3  v  —  u  3v 

C|  a»i  — («7/co8|fti-f-ti'8ii^Mi)8infiiCOtoidv  «=» 
CS* — (Vcosf^+rüiifi)sinficotodv 

wo  zur  AbkflrzuDg 

A  =  cosacos/? 

Ä  =  —  sin/Ssin/i  — sinacosjScosfi 

«■f  beide  Carven  anzuwcndeu,  gesetzt  ist. 
Eliminirt  man  9«  und  ds^  und  setzt 


(19) 


(20) 


■0  erfaiüt  man: 


i/. 


^^1 

Bßi 


A^du'\'  B^udv  =  DSv 


(21) 


/>  «==  i4o{Vcos/4-|-fsinfi-— iy,'cosf4j— ti'sinfi,) 
+-fli^{'+({;'cosf4— iy'sinf*)8inficot«— fj'— (fi'cosj«!— i//smfij)8iufi|C0t€rj] 
4- Co[(Vco8 /4  +  fsui  f4)8iu  f4  cot  a  —  (17, 'cos  I«,  +  Ji'sio  f*i  )8JD  fi ,  cot «,] 


Euer  steht  nach  (15)  fi,  mit  n  in  der  Relation: 

BUm  BfA 

cot«!  sin  ^c,  —  Q     =  cot«  sin  fi  —  Ä— 


(22) 


KiBDit  man  nun  die  TangenUalrichtuDg  der  Curve«  beliebig  au,  d.h. 
ketrachtet  man  /,  ^,  h  als  willkürliche  Functionen  eines  vom  Bogen 
#  uabhftngigen  Parameters,  so  folgen  aus  diesen  die  Werte  von  a 
md  i,  und  ans  diesen  wieder  nach  (17)  die  Werte  von  fi  und  v. 
Mmn  kann  daher  statt  dessen  fi  und  v  als  willkürliche  Functionen 
aoBchen.  Durch  sie  wird  mittelst  einer  Differentialgleichung  1.  Ord- 
■nog  (22)  fii  bestimmt  Demuach  können  ^,  Bq  und  D  als  gegeben 
in  V  betrachtet  werden,  und  nach  Integration  von  Gl.  (21)  erhält  man: 


^ 


^o 


(23) 


Jetzt  folgt  durch  Elimination  von  d«i  zwischen  (19)  und  (20): 


A^  —  C,[li'4-(&'co8fii  — i//sinfii)8inf4iCot«,— r 

(f^cosi»' — jy'8infi)sinficota4-  «*]3v + -öi^i^j  'cos  fi,  4"  Ji'8infi,)8infi,cot«, 

—  (if 'c08 1* + r»»  f*)8in  /*  cot  ä]8v  (24) 


i 

1 
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Dies  ist  die  gesuchte  Bediagmig,  welclie  demnach  immer  Tom 
8  erfüllt  werden  kann.    Das  Ergebniss  ist  dasselbe  wie  üi  •den  ment 
betrachteten  einfachen  Fällen:  bei  wiUkOrlich  varürender  Tangenlial- 
richtnng  der  ersten  Cnrye  wird  nur  ein  vorgescbriebeiies 
mrat  derselben  erfordert 


§.  5. 

Im  Vorstehenden  ist  die  ausgeführte  Integration   der   GL  (2S) 
vorausgesetzt    Algebraisch  dargestellt  laatet  sie: 

(l+»»)(a,iC0t«i- g^')  =  (1 +»!*)(•  cot «  —  g^)         (»)  ; 
wo 

und  lässt  sich,  wenn  die  Speciallösung  »i  »  opo  bekannt  ist,  erfUka  ! 
durch 

»,  —  a>o  =-  ^  «  —— i-     (x  willkttrlich  constant) 

und  zwar  orgiebt  sich  durch  Einführung: 

/^  (dm  \    ioaSv 

iogtffj  =  vcot«,+2y  1^8»,  —  "~**'jr=FiS' 

i"°u-^-^ — 

Eine  solche  Speciallösung,  nämlich  oq  »  c»,  ist  bekannt  in  dem  Falle 
a  »  a^,  d.  i.  wenn  die  Gerade  mit  den  Hanptnormalen  beider  Csr?« 
gleichen  Winkel  macht.    Hier  wird  einfache 

CO,  =   Cö  +  ^ 

^  ^  *+/Vo(»^cot« — 8») 


Femer  kann  man  die  ursprüngliche,  allgemeino  Gleiehnng  (94) 
in  eine  lineare  Gleichung  2.  Ordnung  verwandeln  durch  die  Sabatiti- 
tion: 

n&mlich  in 

8^      2cottt,8xi  ,  ,       n 
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weldie  IL  a.  für  cota^  =  k^J  {k^  const)  lösbar  ist.  Damit  jedoch 
Fall  stattfindet,  mnss  fi  die  Differentialgleichung  (15)  fttr  con- 
i  ^  erfiUlen.    Macht  man  hier  die  analoge  Substitution,  so  er- 

MH  aum: 

cot«  =  kJ\     cot«!  =  k^J 
V  V 

^^aiogx.     ^  ^Slog^i 

ud  nach  Integration: 

*  -     2«    •    ^*  ""     2«, 

gesetzt  ist,  und  $  oder  Cj  auch  complcx  fttr  den  Modul  1  sein  kann. 

Für  y  oder  /»  0  wird  v,  mithin  auch  A  constant,  und  man  erhält 

flinc  Carve  s  von  linearer  Torsion,  d.  h.  wo  ^  lineare  Function  von 

t  ist.     Wie  ich  in  der  Curventheorie  §.  3.  (T.  LVI.  p.  65.  Gl.  (33)) 

geseigt    habe,  hat  eine  solche  Curve  Bezug  auf  eine  feste  Gkrade, 

[  derart,  dass,  wenn  man  dieselbe  zur  x  Axo  nimmt,  die  Stellung  des 

begieitenden  Axensystems  dargestellt  ist  durch  die  Werte: 

/''—sini;       (7  =  cositcostf  ;      A.=:cosA8intf     \ 

/'«=0      ;        ^'=— siutf      ;      Ä'=C08tf  \  (26) 

2  ««=»  cosl;        m«  —  sinAcostf;      n=— sinilsintf   7 

Wir  wollen  nun  fttr  den  angedeuteten  einfachen  Fall  die  Con- 
stmction  der  Carve  #  in  Ausführung  hringen ,  indem  wir  y'=  0  und 
zQ^eich  Yt^'O  setzen.  Dann  sind  fi  und  ii^^  also  auch  ^,  B,  C, 
jä^  J9i9  ^19  Ah  ^(h  ^  ^^^  ^  constant,  und  mit  Einfahrung  der  Un- 
mMiü"C^g^°  tf  fflr  das  proportionale  v  kann  man 

-^  -B  (Ttgf    (*  const.) 

setzen.     GL  (23)  geht  dann  Aber  in 

u  =  E't^'+F'    (E\  F*  cOBst)  (27) 

md  demzufolge  OL  (24)  in 
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ds  =  ( —  t^«'+F]da    (Ej  F  consL) 
Jetzt  giebt  eine  leichte  Integration: 


=ffd,  =  ÜTix[^-t'^'+F^) 


) 


y  =  /i/S«  =  cos  i[£e«t«'8in(ff + «) + -^"n  «]     l 


(38) 


) 


z  ^fhds  =— co8A[A'c<^'^cos(a+e)4--fco8ö]  )  \ 

Die  durch  diese  3  Gleichungen  dargestellte  Curvc  ist  also  ein  Bei* 
spiel  einer  solchen,  welche  der,  anfangs  §.  4.  genannten  Bedingnng 
genügt.  £s  hat  sich  nun  gezeigt,  dass  unter  den  Curvcn  9^^  welche 
die  ebendaselbst  geforderte  Beziehung  und  Lage  zur  Urcarve  haboi, 
eine  existirt,  welche  von  derselben  Form  wie  diese  ist.  Um  die 
Gleichungen  dieser  Curve,  unter  blosser  Voraussetzung  der  Form  (28), 
völlig  allgemein  aufzustellen,  mttssteu  wir  erstlich  für  A,  f,  JEJ,  F  neue 
Werte  Aj,  e^,  A'i,  /;  substituiren,  dann  aber  auch  die  sieh  ergebende! 
Coordinatcnwerte  auf  ein  neues  Coordinatenaxensystem  beziehen  mid 
erst  von  da  auf  das  alte  reduciren.  Die  so  erhaltenen  Coordinatea 
^1)  ^1)  ^1  niUssen  dann,  nebst  den  a-,  y,  z  aus  (28),  deny,  g,  h  mm 
(26)  und  den  entsprechenden  /i,  </„  h^  eingeführt,  die  Gl.  (12)  flfcr 
irgend  ein  u  befriedigen.  Es  zeigt  sich  jedoch  gleich  anfangs,  diss 
dies  nur  möglich  ist,  wenn  erstens  £  »  «j,  und  zweitens  die  Axc  von 
«,  d.  i.  die  der  ;t',  zugleich  Axe  von  s^  ist  Die  Coordinatentransfor- 
matiou  besteht  dann  nur  in  einer  Verschiebung  längs  der  x  Richtung 
um  eine  Constante  K  und  in  einer  Rotation  um  die  x  Axe  auf  einen 
Constanten  Winkel  6,  der  als  lucrement  zu  6  in  den  periodischen 
Functionen  hinzutritt    So  erhält  man: 

yi+'-i  =  —  i  cos  A,[2!;|C^*+»(<'+'N ')+/•,€•(«+«')] 

Demnach  haben  die  Gl.  (12)  und  die  combinirten  2  analogen  die  Form: 
0'e<'*«'+r/|<y  =0    (der  constante  Teil  gehoben  durcb  K) 

und  man  findet  folgende  G  Relationen: 

,,  sini,        ,  sinA  ,      ,  .    ^ 

Ui  —  f^isini,  — FainA  =  0 


BamptMorwHtie  einer  Ckirve  sein  kann,  und  verwandte  Fragen,  379 

r+  •  F'  =.  —  iE^  €•(''+')  cos  Ai + iE  c"  cos  k 
+  £'[co8aco8(A+/J)  +  »8ina]  =  ü 

Fi+»  K/=  —  tFjC'^'cos  Ai+  »Fcos  I 

+ F'lcos  a  C08(il  4-  ft + » 8Ü1 «) 

4-(liC08Ai  — iyi8inAi+ifi)c»>^— (JcosA  — lysinÄ+if)  =  0 

Die  3  Grieichiuigen  17=>K=K'»0  sind  homogen  in  E^  E^^  E'\ 
iäher  bleibt  nach  Elimination  von  E^^  E'  die  Grösse  E  unbestimmt, 
wie  es  ihrem  Urspmng  als  Integrationsconstante  zukommt.  Statt 
moss  die  Goeffidentondetermiuante  verschwinden,  also 


=  0  (29) 


Dagegen   sind   die    3   Gleichuiigea    L/|«V]^K/=»0    nicht 
bonogen  in  /»  F^«  F',   und  würden,  wenn  die  Coefficienten  gegeben 
alle  3  Grössen  bestimmen. 


sinl^  sinA  0 

siiK'-j'OcosAi  sin  f  cos  A         cosacosCI-l-/^) 

I  — co8(d+€)cosAj        — cos  €  cos  A  sin« 


Zu  den  vorstehenden  Bestimmungen  rauss  noch  hinzukommen, 
die  begleitenden  Axensystemo  beider  Curven  die  durch  die  Gl. 
(19)  aosgedrflckte  gegenseitige  Stellung  haben  sollen.  Diese  Glei- 
«biuigeu  lauten  infolge  von  (26)  hier: 

a  »  cos  a  sin(A  +  /J)  =  cos  a^  sin( Aj  +  A     ) 

ft 4- ic  «  c^cos acos(A  +  ß)+ »sin  «]  =      >  (30) 

c»X<r+rf)[cosc»iCos(A| +/Ji)  +  »sin  «J       ) 

Setzt  nuui 

cos  o  sin(A  4*  ß)'  =  sin  a'  \ 

cosacos(A4-/^)  —  cosa'cos/J'         >  '(31) 

sin«  =  cos  «'sin/?'         ' 

cos  «j  sin(A]  4-  ßi)  =  suitt'  (32) 

cos  «1  co8(Ai + ß^)  =  cos  a'cos(^'—  ö)  (33) 

sin  «1  =  cos  a'sin(^' — ö)  (34) 

Nimmt  man  jetzt  A  beliebig  an,  so  sind  «',  ß'  bestimmt  durch  (31), 
dann  S  dmx;h  (34),  und  A,  durch  (32  s  während  Gl.  (33)  als  Folge 
Ton  (32)  (34)  nicht  in  Rechnung  kommt,  endlich  e  durch  (29).  »Es 
hat  sich  ergeben,  dass  eine  Curve  von  der  Form  (28)  der  anfangs 
gestellten  Bedingung  für  die  10  beliebig  gegebenen  Constanten  «,  /?, 
«15  A»  5»  Vt  t^  Si,  Vu  ti  ^^  genügen  vermag,  wenn  bloss  F  und  « 
angemessen  bestimmt  werden. 
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XVfll. 

GoniometriBche  Reihen. 

Von 

G.  Dobiaski. 


1)  Setzt  num  in  der  goniometriBcfceii  Formel 

C0tg^-C0tg«-4^ 

der  Reihe  nach: 

«  »  ;c,  2a^  4x,  8ar,  . . .  2*-^jr, 

so  erhält  mau  die  Gleichungen: 

cotg|-cotg*  =  -g^^ 

cotga-cotg2x  =  gj^2i 
cotgae-cot«4r  =  ^^ 


aatTdnrch  Addition: 

itn  /»•    •    am  *l^    -i    am  A.ff    I     am  ft/«»     I      "*      '     an 


sin«  '^sin2«^^««i4a;  *^8in8a5  "^  "*   "^ siii(2*~*)a5 

cotgg— cotg(2*-^)« 
oder: 
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« 

ec«+oo8ec2a?+co8ec4a;4-co8ec8ir+  . ..  +co8ec(2"-i)«  = 

cotg|-cotg(2^-i)a;  (U) 

2)  Setzt  man  in  der  obigen  Formel 

cotg?-cotg«  =  jj^ 
r  Reihe  nach: 

X     X     X      X  1  1 


erhält  man  die  Olmchongen: 

•otg?  -eotgoj^g-^ 

^     «  .    X  1 

COtgj   -cotgg^ ^ 

Sr  .    2B  1 


COtgg    -COtgj=    ^ 

aj  ^  a;  1 

cotg  j^- COtgg  ==--^ 

sm-Q 


4  *  X         «^  1 

cotg  2^1-  cotgg^— 2  =  -— ^ 


sm 


2^-2 


*    «             .      ar               1 
C0tg2i,-C0tg2^i  = 

sin: 


2*-i 
dnrch  Addition: 

:+--^+—»+—A--^T^ cotg|.-cotg«        (I) 

sing      ««»4     8»8  «"2i^i 


dB  «B  a?  as 

cx-f-coaec  2+coßec^  +  ce8eCg+ ••• +<iosec2;;;zi  = 


X 


=  COtg2i~C0tga:  (H) 
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3)  WeU 

cos 2«  = 


taDg2«— tanga 
woraus : 

tang2a — tanga  ==  taiig«.aec2a 

so  erhält  man  durch  Sabstitiition  von 

a  =  X,  2x,  4r,  8x  . . .  (2"-2)x,  (2»-i)x 

die  Gleichangen: 

taQg2x — tang  x  «  tang  x.sec2r 
tangix— taiig2x  »  tang2ar.sec4x 

tangSx  —  tang4r  =  tangix.secSr 

•  •  ■ 

•  «  ■ 

•  «  • 

tang  (2")x— tang  {2"-i)i  =•  tang(2^i)x.sec(2»)x 

nnd  dorch  Addition 

tangx.sec2r-j-tang2x.8ec4x-j-tang4r.8ec8r+ ... 

...  +tang(2"-*)x.8ec(2")x  =  tang(2^)x--  tangx       ( 

4)  Setzt  man  hier  2~"x  far  x,  so  kommt : 

X  XX  XX. 

tangä.secx-f-tang^.secg+tangg.sec^  +  ... 

...+tang|,.8ec2^i=  tangx— tang^  ( 

Für  ii=:oc  ist 


daher: 


lim  I  tang  ^J  =0 


tangx  =  tang2.8ecx+tang|.8ec2+tangg-8ec^+  ...  0 

mr  x<| 

5)  Setxt  man  in  der  goniometrischen  Form^ 

tanga  =  cotga — 2cotg2a 
der  Reihe  nach: 

a  «  X,  2r,  4x,  8x,  ...  (2— i)r 
80  erhilt  man  die  Gleichlingen: 

tang  X  =  cotg  X — 2cotg2x 
ta]ig2x  =»  cotg2r->2cGtg4z 
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tang4i;  =  cotg4r— 2cotg8a: 

•  «  • 

•  •  • 

•  •  • 

tang(2"-i)x  =  cotg(2»*-i)a:— 2cotg(2«)a: 
Itultiplicirt  die  entstehenden  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

1,  2,  2»,  2»,  2*,  ...  2*-^  2^-1, 

to  erhält  man,  nach  Addition: 

ta]igx-|-2tang2x-{-4tang4a;4-8tang8x4- ... 

+  (2--S)t«ng(2"-  2)x4.(2"-i)tang(2»-i)ar  =.  cotga:  —  2«.cotg(2«)x   (I) 

6)  Setzt  man  in  der  obigen  Formel 

cotgo»  — 2cotg2a>  =:  tangco 


der  Reihe  nach: 


X      X      X      X 
tt>  ■■«  X.     2i*     1*     n*   Z~^*     ••• 


'  2'  4'  8'  16*  *"  2"-2'  2»*-i 
■sltiplicirt  die  entstehenden  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

1   1   1    J^         JL 1_ 

'  2'  V  8*  16*  *"  2»-2'  2*-^' 

10  erhält  man,  nach  Addition: 

üuig  '  +  2**°«i"*"4*^^i+8^°^^+  •• 


Für  »  =-  OD  ist 


daher: 

1  X        1  X  1 

tangx  +  2tang2+^tang^...  — ^--cotg2a:  (II) 

für  x<^ 


Setzt  man  in  dieser  Formel  a; »  ;p  so  ist 


n  = 


1^       »   ,  1^       ^   I    1  *        ^1 
^tang^-  +  QtangQ+jgtangj^  +  ... 


(HI) 


7)  Weü 
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cotgü — 2cotg2fli  »  taagü 
also 

[cotg  »]*-|-4[cotg2»]* — 4cotgfi).cotg2i»  =  [tango]' 

und  zwar 

cotg,.cotg2«  ^^.^^■■^-^^^'^tfcotg«]«-^ 

SO  folgt: 

2+4[cotg2Ä]«— [cotg«]«  =»  [fangop 

Setzt  man  in  dieser  Gleichong,  der  Beihe  nach 

«  =  r,  2r,  4r,  8r,  ...  (2— 2)x,  (2— l)r, 
so  erhält  man: 

2+4[cotg2rj«— [cotg  x]«  =  [tang  x]* 
2+4[cotg4r]«— [cotg2x]*  =  [tang2r]« 

2+4[cotg8r]*— [cotg4x]*  —  [t«ng4ar]« 

•  •  « 
■                   •  • 

•  •  • 

2+4[cotg(2»)x]*— [cotg(2--i)x]«  =-  [taiig(2— i)x]« 
Mnltiplicirt  man  die  entstehenden  Gldchnngen  der  Reihe  nach  mit 

2«,  2^  2*,  2«,  2»,  ...  (2*>«*-i,  (2«)«~i 
nnd  addirt  sie,  so  erhält  man: 
[tangjrP+[2tang2jr]*+[4Ung4x]«+[8tangar]»+  ... 


+[2— i.tang(2— i)x]«  =  |C2*--l3+[2-.cotg(2->x!«-[cötgx]«    (D 

8)  Setzt  man  in  der  obigen  Formel 

2+4[cotg2»]«— [cotg«]«  =  [tang«]» 
der  Reihe  nach: 

XXX  X 


—    "24     8  **'  2"""^ 

mnltiplicirt  die  entstehenden  Gleichungen  der  Beihe  nach  mit 

1^     1^    1^     1     1  1         _J 

*>•  2«'  2*'   2**  ^  •••  {ß*y^-^*  (2*)"—*' 

so  erhält  man«  nach  Addition: 

[tangx]«+  [^tang^]  +  [^tang^j  +  r|tang|]  +  ... 
+  ^^t.tang^j«3^1-^j^.^^J_P 


I) 
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Für  «  —  OD,  wo 

lim|^^j«0,    und 

Iimi2«-i.tang2^ij  =  x 
ird,  hat  man: 

3+  Ltä5g2iJ  ""  x^  ^^^ 


für  aj<^ 
n 


(ni) 


Gebt  hier  «  stetig  in  „  Ober,  so  erhält  man: 
1 

9)  Setzt  man  in  der  identischen  Gleichung 

sinoojsinö     *=  |[2sinQ) — 8in2Q)] 

ir  Beibe  nach: 

«  -=  ap,  2a?,  4ar,  8«,  ...  (2*-2)a;,  (2»-l)a;, 

■Itiplicirt  die  entstehenden  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

111^  1        1 

'  2*  4'  8'  16'  '"  2»»-2*  2'»-i* 

erliält  man,  nach  Addition: 
iBiiiäl  +i8in2a![sina:]*+itsiu4aj[sin2a;]*+  ... 

^^1 8in(2»^i>c[8in(2*»-2)a;]«  »  ^  fsina:  -  ^  sin  (2")J 
Diese  Gleichung  kann  man  auch  schreiben: 
^    8in|   +cosa{8inaj]*4-icos2a;[8in2a;]*+icos4aC8in4a;p+ 

...  +2i2«>«v2»-«)«.[8in(2— 2jr]»  -  i[sina:-^.8in(2-)a?]       (H) 
Für  «  «» 00,  wo 


IftX 


(I) 
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,.     r8in(2")a:]        ^ 
ist,  folgt: 

r    x^^ 

sino-  8in2|4-i8in248mx]«+j8in4ar[8in2a?]«+i8inar[8iii4rP+  ... 

»  ifÖBLX  OB) 

2coSs  sin«   4"C0Sir[sinar]'+  ico8  2a;[8iD 2a?p+t C08  4fl:[8in4flp]* 

+  ico8ar[8in8ir]»+  ...  —  ihinx  (IV) 

Lä88t  man  2x  an  die  Stelle  von  x  treten,  so  ergiebt  sich  tu 
(lY)  die  Gleichung: 

cos  afsin  ar]*-t"  i  C<>s  2;r[8iu  2ar]*-|-  J  COS  4ir[sin  4«]'  4"  i  COS  Safsin  Öse)' 

+  T^cosl6at8inl6x]»+  ...  «  Jsin2ic  (V) 

10}  Setzt  man  in  den  obigen  Formeln  (I)  (II)  2^'^x  für  jt,  80 
kommt: 

sin a:  sin 2    4"^siöö  sin  ;    ^-^siöi  UiDg   +8Bin  ö  8"^^ß 

+  16  8in|sin^J  +  ... +2^-1. sin ^^i  -  |^8in|iJ    = 


nnd 


i-   2" .  sin  oi;_j  — sin  2jr 


2 cos ^  sin ^J  +4cos^  sin^   +8co8|  sin|   +^^08^   sin—   + 
...3-.cos|,.  |8in|,J  =  j[^2".8in2szri  — 8in2zJ  (L 


Für  i»«==oc  erh&lt  man: 
lim [2-.8iii2^J  -  21iin  [2-  ».sin  ^,^  - 2« lim  ^ ,  ^~r^ 

[sin 
2^ 
daraus  folgt: 

si«.[sina+28in?[sinQ+4«n?[»iB|]'+8dn|[;ri«i^J 


=  2sr 


+  ...=>i[2r— sinat] 


cm) , 
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oSgl   sw^ö  I  "l~^^^4|  ^^'^i  I  +^ö8äj  sing  J  +16co8l  siiiööj 

+  ...  =  ^[2:<;  — Bm2aj]  (IV) 

jeden  Wert  von  x. 

den   beiden   Gleichungen  (III)  und  (lY),  erhält  man  für 


2  <  2  Bin  2  I  8^4  J  "H^^^f  I  "^8  J  "f^^^^f  L®^^i6  I 

+  IGsin  -^Q  [^sin  ^  J  +  •  •  •  |  (V) 


=  2  J4co8  j  I  ginj  I  +BcoSg  I  sing-  1  +16cosi^  I  sinr«  1 

4-32C08  g  Psin  §]  +   •  •  }  (VI) 

11)  Es  ist: 

r  •      14        r  •      n*       r8in2a  |2 

an  setzt: 

a-^x,  2«,  4r,  Sx,  ...  (2^-^)x,  (2^-'^)x 

nltiplicirt  die  entstehenden  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit: 

1    1     ][  1       _1^ 

'  4'  4*'  4^'   '"  4t»-2*  4*1-1  • 

id  addirt;  dann  kommt: 

in a.y +  i[8m2x]*+  j^Csini^D'+isCsinS^lH-iiCsinlG^]^  +  .  .. 

4-  iii  [8in(2--i)a:y  =  [simr]^-  [?^]'  (I) 

ler: 
in*J*  +  l*  [8in2«]M- ji[8in4x]M-gi[8m8x]M-i|i[8ml6x]«  + 

-f-  -  •  +(2i^n  [8iii(2»-i)ir]*  =  [8M»  -  [?^^]  (H) 

•  x  jede  beliebige  Zahl  bezeichnen  kann. 
Für  »  «—  OD,  wo 

lim  [^]  -  0 

daher: 

85* 
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+  ...=[aina:P  (ni) 

für  jeden  Wert  von  jr. 

12)  Setzt  man  in  der  obigen  Formel 

[sin«]*  =  [sin«]«—  I^-'y^J 
der  Reihe  nach 

X     X      X      X  X  X 

tt   «=   a*,     Xt     7>      7Z%     Tli    •.. 


'  2'  4'  8'  16  *"  2»^2'  2~-i* 
multiplicirt  die  entstehenden  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

1,  4,  4*,  4»,  4*  ...  4«-^  4«^i 
und  addirt,  so  erhält  man: 

Für  n  =  00,  wo 

lim[2~-^8in2^J=cr 
ist  daher: 

[8iD«]H-4  [8in|]*  +  16[sin?J  +  64[8in|]V256[sin^]*  + 

+  ...=,._[!Üf]  (n) 

für  jeden  Wert  von  x. 


Setzt  man 

SO  findet  man: 

(HI) 

TT  =  )/4[8in|'|V6[8injJ+64[sin|] +256[8inJ'^J^^  ... 
13)  Setzt  man  in  der  identischen  Gleichung: 

JL r_l_"i*«  _A_ 

cos*«  ""  Lsin2«J  ^  [sin«]* 
der  Reihe  nach: 

«  =  «,  2a?,  4a?,  ^  ...  (2*^^)ar, 


J 
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tiplicirt  die  cntstiAetiden  Grleichahgon  der  Reihe  näclh  mit 

1,  2«,  4»,  8«,  16«  ...  (2"-2)»,  (2—1)«, 
»rhUt  man,  nach  Addition: 

►M  I  "^  Leos 2a: J  +  Lco84x_I   »"  LcosSiJ   *"  LcöslGxJ  ■*"  ••• 

cos{2~-i)ajJ  ""  L8in(2«)a;J  "~  Lsin^J  ^^^ 

14)      Setzt  man  hier  2i-«a;  für  rr,  so  kommt: 

i     ■       1   _. 1 . 1 . 


^*J*       [2co8|]       [4cos|^       [8cos|^ 

2     1« 


Lsin2a;J       r«     ,  »  ^*      ^^^ 


2'*-J.co9  2S=iJ  L^"-'  cos ^5:3 J 

Für  n  = «,  wo 

liin[2"-».8in2^i]  =  « 
Igt: 

1        .. 1 .  1 .  _ 


o-^'^l-^eosl  J      [40030       [«<^-fl 

leichang  (II)  kann  man,  weil 

r2    Hj«  _  _^ 1 
sin2a;_l        [cosa;]«  "~  [sinx]* 

iy  schreiben: 

-mt^F  «^S-rr-  frn*^W-  -r-t^^   ••• 


*^i]     r-^^'O    \^^i\    \}^'^^Y^ 


[sinar]*      «* 


aii) 


7t  ^ 

ist  für  dc  =  o ' 


2 


K 


I  4C0S7  I         I   8C08-^  I         I   16C0S:rg   I» 


(IV) 
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15)  Setzt  man  in  der  goniometrischen  Formel: 

tang«— 2taDg  ^  =  tang«  .  j^tang  ^J 
der  Reihe  nach: 

a  =  x,  2jr,  4r,  Kr  ...  (2»- 2)x,  (2»-*>x, 

multiplicirt  die  entstehenden  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

1111  1         1 

*  2'  V  8*  16  *"    2»-2'  2"-* 

so  erhält  man,  nach  Addition: 

tangx.j^taiig^  J  +itang2x.[tangx]<4-}tang4x.[tang2jr]s4- ... 


(D 


...+  ^i-,tang(2— 'x)[tang(2— Äx)]*-  2i^taiig(2— »x)— 2tang; 


16)  Setzt  man  liier  2^-'*x  f&r  x,  so  kommt : 
tangxj^tang^J  +2tang^.  [tang^  +^^^g^-[]taiig|J  + 
+  ...-f2— »tang^ij^tang^  J   »  tangx-2".taiig^ 


Für  N  =  X,  wo 


liml  2".tang^  I 


:;^  ■  =  X 


ergiebt  sich: 
Ungr£tang^[|-f2tang^[tangQ-f4ta«g^.[^taiigQ   + 


(D 


* — z 


(10 


Ar  X-C  ;» 


X  stetig  ia  ^-  AberseheB.  so  erkfth  ■•■: 


4  -  ;to»«j[«««f  ]'^-*t«*3!u.« j]* 


+l««afcr. 


(BH) 


17>  S«at  BSB  ä  der  idntbcbea  GWking 
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taog«.  [sec  ixy  =  r--^^ — =ri  —  8 . 


[sin«]' 


[8in2aP 


der  Reihe  nach: 


«  «=  ar,  2«,  4r,  8a;  . . .  (2»»-2)a;,  (2»*-i)aj, 

omltiplicirt  die  entstehendeu  GleichuDgcn  der  Rciho  nach  mit 

1,  23,  43,  8»,  16»  ...  (2"-2)3,  (2«-i)», 

so  erhält  man,  nach  Addition: 

taiigx.[8ecx3*-+"2tang2a;.[2sec2ajp+4tang4i;.[48ec4a;]*+  . .. 

. . .  +  2*-i .  tang(2»»-i)fl; .  [2"-i  .860(2^-1)«]*  = 

cos«        8** .  co8(2*»)g 
[8ln^P~  [8in(2»»)a;i3 

18)  Setzt  man  hier  2^-**x  für  a:,  so  kommt: 
UngxCsecx]«+  Jtang  ^ .  j^isec  g  |  +  itaug  ^  •  [^Jacc  ^  J 

"I  Ä  f"     1  iC      ~1* 


X 


[^2~-iain2^i] 


Für  n  =00,  wo 


8c082a; 
[8in2^ 


[cos  2^1] 


limi  cos 


=  1 


lim  Vy-^  .  sin  2^^!  J  =  »  .  Hm 


sm 


o; 


2M-1 


L    2"-^   -i 


I    Tw       «IFi       *1^  I  1         ^ cos 2a; 


für  a;  <  ^. 


Tut  3c 


■j-  erhält  man: 
4 


(I) 


(I) 


(11) 
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BUlj 


rs+ 


sing- 


m 


+ 


""16 


[co8j]'      [2cos|]'      [icos^^] 


iS     1*  ' 


oder: 


» 


»inj 


Sin 


[4C08|] 


+ 


ff 

8 


[Scosf] 


+ 


[l6C08^]' 


Entno,  29.  Mai  1876. 


i 


W 


+  ... 


J, 


r.v 


1) 


hK,. 
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XIX. 

Summirung  einiger  Areusreihen. 

Von 

6.  Dobinski. 


Eine  neue  Gruppe  smnmirbarer  endlicher  und  unendlicher  Reihen 
Brbftlt  man,    wenn  man  die  Summenformeln  (I)  und  (II)  aus  61.  Teil 
ArdÜTS  (MiBcellen  S.  434)  anwendet 

Diese  Formeln  sind: 

^[/(»)-/(a5-l)]  =/(n)-/(0)  (I) 

^Uip)  -/t«  -  D]  =  lim  An)  -/(O)  Ol) 


1 


1)  Es  sei 
/(a.)  -  arctang  ^+^(^+1) 

.  AA-Bx 


/(n)  =  arctang -^^^^^ 

/(O)  -=  arctang -^^ 

ist: 

r  ^  ^       A-YBix  +  l)  ^       A-{^Bx 

ifr)-/(x  — 1)  =  arctang  ^^^^^^^^ arctang -^^ 

1     {^-i-bix+l)'\  +  [A+B{x-\-l)']i     1  Sa+bx-\  +  [A+Bx'\i 


-  src  tan^T^^fqi  oä  +4«+^jb]  +  [ä«+  2a6+JBrM-2^B> + [jbH-*^«* 
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Die  Sammirungsformel  (I)  giebt  nun: 

^ aB  —  bA 


Setzt  man  hierin 

Vr 

B  =  Q 

& «  —  yr 

nebst  der  Bediugungsgloichung: 

«y*  —  r*  =  4[pr —  1] 
80  erhält  man  nach  die  letzten  Formel  (III): 

Ä      .                1                                   1  ,  .  1 

-Äarctang  — r — i — ö=  arctang — ; r-  +  arctang — r— ^ — r—r- 

+  arctang^3^^^+...+arctang^^^^^^, 

«  arc tang  ^-^^  -  arctang ^^^^^r»  ^^ 

Für  n  =  00 

f  arctang^^;:^^^^  ==  arctang  ^^:^:^  +  arctang^_^^^^ 

+  arctang^^^^g^+.--- arctang^  (Y) 

2)  Setzt  man 

p  =  5  =  r  =  1 
so  wird 

I  arc  tang  ^^^_j_^,  =  arc  tang  jq::Y:|jp  +  arctang  ^_^g^^, 

+  arc  tang  j-:pq;y, +...  + arc  tang  j^^-qj;^  =  J  -  arc  tang  ^j 

Für  n  =  oo 

+  arc  tang  q^g^pj,  +  arctang  ^^^_^_^,  + j 
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3)  Man  setze 

SO  ist 

tangg^—  arctang^  +arctang2;2«  +«^ctang2;g| 

4-...+arctangö— 2  =  T  —arctang 


2.7»*- 4       ~"^"«^2n+l 
Für  »  =—  OD 

^«rctang^  =  arclaog^j,  +  arctang^  +  arctang  ^j^ 

+arctang^2  +  .-.  '^^ 
4)    Ist 

«ich: 


n  2 

-2 arctang ^^  ,  ^,  =  arctang J+ arctang^  +ai*<'taiig ^ 

2  2 

+...+arctÄng3^3pg^  =  arctangi  — arctangg^q:^ 

Pur  f»  »  00 

J2 
arctang  g^i^^,  =  arctangJ+arctangT^+ arctang^ 

4-arctang^+"  =  arctang^ 

5)  Man  setze 

p=  +  12 

g-=  —  24 

r  =  +  10 
ao  wird: 

^arctaPg^Q^_  24c-f.l2  =  arctang[--J]+arctangJ+ arctang^ 
+  '-  +  ^^°gl0n«-24n+12"'~^^^g^""^^^'^i0;^^ 

Für  if  —  « 
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larctangjö^j3^2Snpj2  ^  arct»nß[— ü  +  arctaDgi+arctangA 

+arctang7'jr-4-...  r»_arctang| 

6)  Setzen  wir 

r«4-34 
80  crgiebt  sich: 

+  ...  +  arctang3j;^i^^^^ 

Für  n  =  00 

^arctaDg^^^_^_^  =  arctangi^+arctang^fy  +  arctaiig^fj 

+arc  tang^J^,^  + . . .  =  arc  tang  A 

7)  Für 

/>  =  — 18 

g^ 12 

r=  +  74 
bat  man: 

••  1 

2:an:tangY4j^j37j27iri8  == «« tang  A^+ arc  tmngy|Y  + arc  tang  ^ 

+ . . .  +  arctang  -4;,,  -  }.j  —  ^^  =  arc tang^V  -  arctang^^^;^ 
FQr  M»  cx^ 

i  arc  tang  ^^-_^^_^  «  «rctangA+tfctang^+arctang^+y 

+arctangp,ini +  ••  =  arctang^ 
^)  Setzt  man 

^  =  —  16 

r  =4-26 

so  entsteht: 

*  1 

2:aKtang^^^-j^_^  •=  au^«*"g}+M«tangA+«rctai«gTii 

+  .  ..+an:taag3^--,-J^--_^  -  aw 


Dabinski:  Summirung  emigtr  AreuMreAen*  397 

ftr  n  =  CO 

+arctangy}^  + . , .  =  arctang  l 

9)  Für 

P * 

r«  +  4 
bU  man: 

•  2 

Jg  arctang  Q^_^_^  =  arc  tang  |  +  arc  lang  JV  + arctang^ 

+  ...  +  arctangg^,_^_^=|-arctaiig4^ 
'ttr  fi  -=-  oo 

^arctangg^a_^_^  =  arctangf  +  arctang^  +  arctang^ 

+  arctangxfr  +  ...  =  | 

10)  Setzen  wir 

P i 

lo  ergiebt  sich: 

tt  3 

Jgarctang^^     g^_j^  =  arctangj  +  arctang  ^  +  arctang  yV 

+  ...  +  arctang^,_^3^__^  =  j- arctang 3^ 

3>  3 

Jg  arctang  ^^_3^_j^  =  arctang  |  +  arctang  A  +  arctang  V^r 

+  arctangTfr+...=| 

11)  Man  setze 


/(ar)  — 2«  arctang^ 
/(«— 1)  «-  2«-i  arctang  ^^ 


/(n)-=  2'»  arctang^ 
/(O)  —  arctang  g 
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80  ist: 

*"2j     2»/J— «•         2i    '2»-»^  — « 

-    2i    (^2»/f— «      '2»-»/l— «)""    2i*    '  [2^/1— a<p.  [2»-»/l+«| 


j  ""^4(2«-ig)»+3(2'->/l)a« 


2*    *  o^- 


4(2»-'»/l)»+ 3(2«-»/J)«* 


Wendet  man  die  Snmmimiigsfonnel  (I)  an,  so  eriitlt  man: 

(TI) 

l2'-iarctaiig^2.-,^^:^^ 
Für  »  =  x^  wo 

lüna-ircung^  =  liDi2- {^  -  3^  +  g;^ - . . .} 

ist  daher: 

f  ^"'^^  4(2^1  ft>  +  3(2^-1/1)^  =  I  -  arc  tang  I     (YII) 
12)  Setzt  man 
so  hat  man  nach  (YI): 


-»2-iarctang^^,^^_^3^^,^  =  2-arctaM^-a«taiigj 
Fftr  «  =«  X 


13)Flr 

«  =  /l  =  l 

(VI): 
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=  2»*arctang2;i  — j^ 


*llr  » 


OD 


£  2^-^ ar<^^g4(2»-i)3+3(2^-i)  '^  arctang|  +  2arctaiigA 


rc 


+  4arctangiiK  +  Sarctangy^  +  ...=»  1  —  j 


14)  Man  setze 

/(ar)  =  arctang^^xi+arctang- 

/tx — 1)  =  arctang-+arctang— ^ 


/(«)  —  arctang^n:^+arctang- 

/(O)  =  7  +  ö  -  -r 


BO  ist: 


/(«)  — /(ar— 1)  =  arctang^^  —  arc  tang  ^—^ 

1  Ax+l)+i      1     (x^l)  +  i 
^  2%  '  (aj+1)  —  »       2»  *  («—1)  —  « 

~"  2»  ^  i(a4-l)  —  »1  [(«-1) + i]  ^      2i  * »«  —  2t 


-L' 


1  +  ^»  2 
^- arc  tang  ^j 


1  — -,t 


«' 


Die  Snmmirangsfonnel  (I)  giebt  nnn : 

2  ^        2     ,         ^       2    ,         ^       2    , 

X  arctang^  =  arc  tang  p  +  arc  tang  ^^  +  arc  tang  32+  •  •• 

2       3«  ,1  ,1 

-f-  arctang^  =  -j-  -  arc  tang  ^^^  -  arc  lang  ^-^ 


rur  n  «=  » 
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«  2 

J?arctaitg-,  = 


2  2  2 

arc  taug  p  +  arc  taug  ^  +  asrc  tuig  ^ 


+  arc  taug  |-,  +  ...  =  -j- 

Diese  Oleichniig  ist  von  Herrn  E.  Beltrami  im  „Oiomale  di  Ma- 
tematiche^'  1867.  p.  189.  and'  von  Herrn  Oronert  im  ,,ArchiT  der 
Mathematik  und  Physik''  1867.  p.  362.  angegeben. 


Kntno,  den  22.  März  1878. 
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XX. 

>ie  RadicaJaxen  der  wichtigsten  Symmetriekreise 

des  Dreiecks. 

Von 

Emil  Hain. 


X  sei  ein  Pankt  In  der  Ebene  des  Coordinatendreiecks  ABC 
BC  =  rt,  Winkel  GAB  =  o)  mit  den  proportional  den  Seitenabstän- 
ieo  gewählten  Coordlnaten  xa  scb  vc.  Mit  £7,  J,  F  bezeichnen  wir 
M?inehaBgsweise  die  Mittelpunkte  des  dem  Dreieck  umschriebenen^ 
eingeschriebenen  und  durch  die  Seitenmitteu  gehenden  Kreises.  Ihre 
ßleichimgen  sind: 

£axhXc  =  0 

£a^{b-}-e'-a)^Xa^'-22bc(c+a'-b)(a+b  —  c)xhXc  «  0 
£a  cOBffac«^ —  SaxhXc  =  0. 

Ist 

£gttaXa^-^2ZgbcXhXc  =  0  =  (^ao,  ghc) 

die  Gleichung  eines  Kreises,  so  ist  (Archiv  LX  78) 

b^gec-^-c^ghb  —  2bcghe  =  const  =  G, 

Für  den  Um-,  In-  und  Feuerbach'schen  Kreis  ist: 

Gu  =  2abc,    Gi  «  4ta^b^c\     G/  =  ^bc. 

Durch  die  Schnittpunkte  der  Kreise  (^oa,  ghc)^  {gaa\  ghc')  geht 
der  Kegelschnitt  Igaa-^^gaa',  ghc^-lgbc').  Degenerirt  derselbe  in  ein 
j^^rstem  von  zwei  Geraden,  so  ist  die  eine  von  diesen  die  Radical- 
nxe  der  beiden  Kreise,  die  andere  die  Yerbindungsgerade  der  imagi- 
nären Kreispnnkte,  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Dreieckebene. 
Also  ist  dann: 

TbilLZm.  2G 


* 


402   Haim  DU  Radicalax§n  dsr  wichiigsten  Sjfmwuinekreue  de§  Dnitdn. 

Die  Gleichungen: 


ergeben: 


«ö|  =  gaa-^-  Xgaay     iCj  +  C^^  =  2gbe-{'2lghe' 


Die  Radicalaxe  der  Kreise  (gaoi  gbe)^  (gaa\  gbe')  ist  also  die  G^erade: 

Bezeichnen  wir  die  Radicalaxe  zweier  Kreise  mit   den   AGttel- 
pnnkten  P,  Q  mit  Rpq^  so  ist: 

Ruf  =  cos  « 

Rif  ^  a(a  —  i)  (a  —  c). 

Die  i^wi'  geht  durch  den  Punkt  h^c^  den  unendlich  entfernten  Pmikt 
der  Harmonikaien  des  Inkreiscentrums,  welche  also  auf  der  VJ  senk- 
recht steht.. 

Die  Rnf  ist  die  Harmonikale  des  Höhenschnittes.     Die  Rij  g^ 
durch  den  Punkt 

Z=&c(&  — c)*(6+c— a). 

Die  Coordinaten  dieses  Punktes  genügen  auch  der  Gleichung  dM^ 
Inkreises: 

Jede  Tangente  a^  des  Inkreises  muss  die  Oleichang 

befriedigen.    Dies  geschieht  für  a^  =  a(a-- i)(a--c). 

Sonach  ist  die  Ri/  Tangente  des  Inkreises.    Inkreis  and  Feoer- 
bach'scher  Kreis  berühren  sich  in  Z, 


Haim:  Vebir  du  TnTung  der  Seiten  eines  Dreiecks,  403 


XXI. 


TJeber  die  Teilung  der  Seiten  eines  Dreiecks. 


Von 

Emil  Hain. 


f 


I.    Anf  der  Seite  BC  des  Dreiecks  ABC  seien  folgende  Punkte 

dco*  Reihe  nach  gelegen: 

BAeAbC 

wo  dass: 

BC       a 

BAc  =•  —  =  -  =  AhC, 

n  n 

WO  u   eine  heliebige  ganze  Zahl  ist.    Bezeichnen  ^e(a),  Ac(b)y  Ae(c) 
die  Normalen  von  Ae  anf  BC^  CA^  AB^  so  gibt  die  Fignr: 

Aeia)  =  0 

_2(n~l)f- 
^'<*>  =        nb 

Ae(c)  =  —»    wo  jF  =  JABC 

\     Wilen  wir  trimetrische  Coordinaten,  die  diesen  Ausdrücken  propor- 
tioiial  sind,  so  erhalten  wir: 

Ae  =  0  (n— l)c  b 

Ebenso  ist 

^  =  0  c  (n— 1)A 

Nach  dem  Camof  sehen  Satze  liegen  die  sechs  Punkte  Ab  auf 
emem  Kegelschnitte 

WO  die  ir^  den  Normalen  X(a)  des  Punktes  X  proportional  und  die 
§tm^  ffhe  Sil  bestimmen  sind. 

86* 


{ 
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Setzen  wir  die  Coordinatenwerte  von  Aty  Ae  in  diese  GleickOK 
ein,  80  folgt: 

Die  Subtraction  dieser  Gleichungen  gibt: 

gitkigee  =•  Ä*:c*,        gaa  =  ««•, 

wo  0)  einen  Proportionalit&tsfactor  bezeichnet    Diese  Werte,  in  € 
der  vorigen  Gleichungen  eingesetzt,  bestimmen: 


2g^ «^\     „_1      j 


Der  Kegelschnitt,  auf  welchem  die  ^^  liegen,  hat  also  die  Gleiehi 
(#1  — l)2:rt«a-a*  — (»»— 2n-f  2)2r^arkXc  =  0 

Bezeichnen  wir  mit  ^r"*,  Ah^  ein  Punktepaar  auf  BC  in  der . 

einanderfolge 

BAc^AiTC 

so  dass 

tna       a  ^ 

BAc*"  =»  -   ^  -  «  Ah^C 

n         n 

Dann  ist 

i4f«  =  0  (m— l)c  A 

--tt"«  =0  c  {u—l)b 

Die  Gleichung  des  Kegelschnittes,  auf  welchem  die  Ah^  liegen,  lai 
m(n — m)£a^'Xa^  —  (2i»* — 2fni9-f~"')^^^^<'  =  ^ 

Denken  wir  uns  die  Teilung  der  Seite  BC  über  B  und  C  hinaus : 
gesetzt  und  bezeichnen  wir  mit  -^c""*  ^k~"  Punkte  auf  BC  in 
Folge 

für  welche 

Ar-'^B =  CM*-- 

n 

Es  gelten  dann  dieselben  Beziehungen,  nur  ist  daa  Vorzeichen  to 
in  das  entgegengesetzte  zu  verwandeln. 

II.    Wird  in  der  Gleichung  des  K^elschnitts  S 

«  —  1=0,  so  fallen  je  zwei  Punkte  Ah  nit  dem  Ecken  des  Drei 
zusammen  und  die  Gleichung  des  Kegelachnitta  hat  die  Form: 

£bczkxc  =  0 
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^  iit  die  Glekhüiig  eiios  dem  Urdreieck  umsobiiebenen  Kegel- 
schu'tts.  In  A  sind  die  Paukte  BaCa  vereinigt;  weil  aber  BaCa  pft- 
ndlel  BC  ist^  so  ist  für  äen  fäll 

n — 1  =0,      wi^=i  M 

kr  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  weiche  die  durch  die  Ecken  des  Drei- 
ßks  ZQ  den  Gegenseiten  parallel  gezogenen  Geraden  berührt  (Ar- 
u>  LXJL  Seite  435.). 

Sollen  die  CoefGcienten  der  xbXc  verschwinden,  so  sagt  die  Be- 

$8  es  keinen  reellen  Kegelschnitt  S  giebt,  dem  das  Dreieck  ABC 
ar  eat^Micht. 

Der  Kegelschnitt 

ein  Kreis,  wenn 

ff^gce  -f-  c^Sfbh  —  *2l/cgbc  =  const  =  G 

r  *S  worden  die  drei  Werte  von  G  verschiedeu,  der  Kegelschnitt 
st  (den  FaH  des  gleichs^tigen  Dreiecks  ausgeschlossen)  kein  Kreis. 

Nach  Schendel  (Elemente  der  analytischen  Geometrie,  Seite  79.) 
für 

^«  —  12  -r  ^2  —  ^ 

'  Kegelschnitt  (^«a,  gbe)  Ellipse,  Parabel,  Hyperbel,  je  nachdem  9 
^ativ,  Null  oder  positiv  i*.    Pftt  uii«5rA  Fall  wird 

le  Kegelschnitte  S  sind  sonach  Ellipsen.  Für  n  =>  2  erhalten  wir 
;  Gleichung  der  Ellipse,  welche  die  Dreieckseiten  in  den  Mitten 
rührt;  sie  lautet: 

III.    Setzen  wir 

S  =  Sa^xa^  +  2tZhcxhXc 

u«  — 2w+2 

2«  = ^ 

u — 1 

hat  die  Pobire  eines  Punktes  |  in  Bezug  auf  5  die  Gleichung: 

dS       ,  dS        ,  BS 

in  5  ftür  die  2  die  $  substituirt  werden. 
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ist: 


Die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Geraden  der  Dreieckebene 


Soll  i  der  Mittelpunkt  von  5  sein,  so  müssen  die  i  den  drei  Glei- 
chungen genügen: 

Der  Punkt  ^  ist  also  der  Symmetriepunkt  bc.  Die  Kegelschnitte  8 
haben  also  einen  gemeinsamen  Mittelpunkt,  den  Schwerpunkt  des 
Urdreiecks. 

IV.  Die  Gesammthcit  der  Kegelschnitte  8  ist  ein  Büschel,  des- 
sen Elemente  die  unendlich  ferne  Gerade  in  zwei  imagin&ren  Ponkten 
berühren. 

Quadriren  wir  die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Geraden,  so 

erhalten  wir: 

£a^xa^  +  2ZbcxbXc  ^  0 

Die  Schnittpunkte  der  Kegelschnitte 

liegen  also  auf  der  nnoudlich  fernen  Geraden,  indem  zwei  Paare  in 
je  einem  Punkte  zusammenfallen. 

Die  Kegelschnitte  S  sind  also  concentrisch,  ähnlich  und  ilhnlick 
gelegen. 


V.    Ist 


gaa 

gab 

gac 

gba 

ghb 

gbe 

» 

ffca 

gdf 

gec 

gaa 

gab 

gac 

a 

gba 

gbb 

ghe 

b 

Oca 

geh 

gee 

c 

a 

h 

c 

0 

ga  =  gki 


D 


so  ist  der  Flächeninhalt  <P  der  Ellipse 

ZgaaXii?-^2ZgbeXbXc  =0 

gegeben  durch  den  Ausdruck: 

2ahcF/ln 

(Salmon-Fiedler,  Kegelschnitte,  Seite  5aa) 
Für  die  Ellipsen  S  ist: 

/>«  — 3(6  — l)»a«Ä«c« 

2F71    2«+l       4Rnc    u*— Su-fS 


Wien,  Jänner  1879. 


sys' 


■k'.- 
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xxn. 

Zur  Involution. 

Von 

Emil  Hain. 


Bezeichnungen. 

ABC  sei  das  Fnudamentaldreieck ,  BC  =  a^  ^CAß^Uy 
A  ^AÄC  =  r. 

B  sei  irgend  ein  Punkt  in  der  Ebene  dieses  Dreiecks,  TXa)  die 
Normale  Ton  P  auf  BC  Wir  bezeichnen  die  trimetrischun  Coordi- 
Baten  Ton  P  mit  jpa,  |?fr,  pc  und  nehmen  diese  den  Seitennormalen 
/^o)  proportional  an,  so  dass 


(»  «— 


opa  +  ^Pft  +  ^'Pc 


««,  J^»,  re  die  Coordinaten  des  Punktes  X  seien,  zeigen  wir  an 
durch: 

X^Xa  Xb  Xc 

Die  Gleichung: 

WO  Ol,  6],  c^  constant,  und  die  xa  variabel  sind,  gehört  einer  bestimm- 
ten Grcraden  0  an,  und  wir  drücken  dies  aus: 

bt  pm  (O])  eine  symmetrische  Function  von  6,  c  und  gehen  pb^  pe 
(^1  <^)  <lurch  cyklische  Substitution  der  a,  6,  c  aus  jt?a  (aj)  hervor, 
so  heisat  P  ein  Symmetriepunkt  (und  0  eine  Symmetriegerade)  des 
BreiCGks.    Wir  schreiben  dann:  P^poy  (B^oj. 
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Bezeichnen  J,  S^  r/,  H  Inkreiscentram,  Schwerpunkt,  Umlu 
centnim,  Höhenschnitt  des  Fundamentaldreiecks,  so  ist: 

J^l,    S^bc^     IT  ^  cos«,    H^cosßcosy 

Die  Gerade  &^  b—c  enthält  alle  Sjrmmetriepnnkte  ipa-^b-f- 
wo  q>  parametrisch  den  einzelnen  Pnnkten  entspricht. 

Verlängert  man  die  Höhe  von  A  anf  BC  aher  ihren  Schnittpuif 
Ha  mit  dieser  Seite  his  A\  so  dass 

HaA'  =  ipa'^b  +  c 

und  zieht  man  durch  A'  zu  BC  cinQ  pacallele  Gerade,  so  bilden  die 
Normalen  auf  die  Höhen  ein  Dreieck,  das  dem  Urdreiecke  ähnlich  i 
Der  Homologiepunkt  beider  Dreiecke  ist  der  Punkt 

P^  (pa"{'b-\~c 

Für  HaA'=^  rt,  9  =  00  erhalten  wir  den  Grebe'schon  Punkt  G  = 

Schneidet  PA  die  BC  in  P^,  und  ist  Ha  der  vierte  zu  Pa  bezi 
lieh  BC  harmonische  Punkt,  so  liegen  die  IIa  in  der  Geraden  pk, 
welche  die  Harmonikalc  von  P  heisst  und  die  gerade  Polare  von 
bezüglich  der  dreiseitigen  Curve  ABC  ist  P  heisst  der  harmonisc 
Pol  der  Greraden  UaUhUc. 

Die  Punkte  P^pa^»  Q  ^  pipc  heissen  reciproke  Punkte.  Ih 
Construction  beruht  darauf,  dass  JP,  AQ  mit  AJ  dieselben  Wink 
bilden. 

Die  Geraden  ®  ^  aj^,  @'^  b^c^  heissen  reciproke  Gerade.  Fl 
sie  ist  der  Winkel  A^AJ  gleich  dem  Winkel  A^AJ  auf  der  and« 
Seite  von  AJ^  wo  ^j,  A^  die  Schnitte  der  ®,  0'  mit  BC  sind. 

Liegen  die  Schnittpunkte  der  Transversalen  zweier  Punkte  P, 
mit  den  Seiten  symmetrisch  zu  den  Seitenmitten,  so  ist  für  P^j 

Q  ^  b^f^hpe. 

Ist  Sa  die  Mitte  von  BC  und  liegen  die  Schnittpunkte  zwei( 
Geraden  @,  @'  mit  den  Seiten  zu  den  Sa  symmetrisch,  so  ist  9^^ 

I. 

Eine  beliebige  Gerade  ®  in  der  Ebene  des  Fundamentaldreied 
ABC  werde  von  BC  in  -4„  von  den  Transversalen  PA  eines  Punkt« 
P  in  %a  getroffen.  A<^a  sind  Punktpaare  einer  Involution.  ^ 
Coordinaten  des  Centralpunktes  O  derselben  sind  zu  bestimmen. 

Fttr  P=:pa^  ®^ax  ist: 
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Die  Parallele   zu  ©   durch    P  treffe  J»C  in  ^g.     B^B^,  C^Ci 
dmdden  sich  in  A-,  B^%,  C^b  in  «.    AVL  trim  i»  m  O, 

Wir  erhalten: 

f|?c  =  «jCl  P6  —  ajCj  pa  +  yi{ai  pa  +  ^  /^ft)  yiCj  pb 

»?*  =  «l^i  Pc  A^iPc  —  «1^1  pa+  ßi(Ci  p€  +  (hpai 

«1  =  ai(bph  +  cpc)  —  a{h^pb'\'Cipc) 

e  weitere  Rechnung  gibt: 

r  P=  1,  ®  =  1  wird 

0  =  2a  — ft  — c 

L  die  Halbirungslinien  der  Anssenwinkel  eines  Dreiecks  treffen 
Gegenseiten  in  Punkten  einer  Geraden,  deren  Schnittpunkte  mit 

inneren  Winkelhalbirenden  zu  den  ersteren  coujugirte  Punkte 
f  Involution  sind;  der  Centralpunkt  derselben  liegt  zugleich  auf 
enigen  Geraden,  welche  den  Grebe'schen  Punkt  des  Dreiecks  mit 

Inkreiscentrum  verbindet. 

Ist  0  die  Harmonikale  von  P,  also  o,  ===  pbpc^  dann  erhalten  wir 

O^pa  (2ap„  —  bptt  —  cpc) 

Ist  also  die  Constmction  des  Punktes  P  bekannt,  so  kann  die 
Punktes 

O  ^  Pa  (2apa  —  bpb-~  cpc) 

folgende  Weise  ausgeführt  werden: 

Die  Harmonikale  von  P  trifft  BC  in  27«,  PA  in  $.  Der  Gentral- 
kt  der  Involution  Ila^a  ist  der  Punkt  O. 

Die  allgemeine  Form  des  Punktes  O  ergibt  noch  Folgendes: 

Dreht  sich  ®,  während  P  fest  Meibt,  um  einen  Punkt,  hat  also 
iie  Form  fpa'-^-a":  dann  sind  die  Coordinaten  a^  von  O  bezüglich 
Iritten  Grades  und  der  Ort  von  O  ist  eine  Curve  dritten  Grades 
i  Geschlecht  Null. 

II. 

PA,  QA  treffen  die  BC  in  Pu,  Q^.  Die  Paare  B,  C  und  P«,  CU 
^unmen  auf  den  Dreieckseiten  Involutionen,  deren  Centra  Sa  in 
er  Geraden  liegen. 
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SkC=0 
ScOa  ^  agt^ 
(SbC,  SeOa)  =  bCa-^gu) 
Scß=  0 
Sb'^a  ^  —  a(a+flr6c) 
(56  ^a,  ScB)=ifgtk 

Die  VcrbinduAS^agerade  der  PaakAe 

hat  die  Form: 

«(«+^6c)  ^cgkb  — ffg> 

und  schneidet  die  BC  in 


1 

0 

-"*J» 

H^-9^) 

0 

—  a^bb 

0 

1 

cgbb 

c(a-f-ir»c) 

^^^ghc) 

0 

ec 


Sa  =  0 


alfg 


ec 


—  cagkh 


Die  Sa  liegen  also  in  der  Geraden  bcgm-  Für  den  Feuerbach- 
schen  Kreis  (Neunpunktkreis)  ist  gaa  =  «cos«,  hcgmi  =  cosa. 

Die  Harmonikale  des  Holienschnitts  geht  dnrch  die  Oeotra  der 
drei  Involutionen,  welche  der  Feuerhach'scbc  Kreis  mit  4eii  Ecke« 
des  Dreiecks  auf  dessen  Seiton  bestimmt. 

Bilden  die  Kegelschnitte  (y«i,  gbe)  ein  BQschel,  so  geht  die  Ge- 
rade der  Involutionsceutra  durch  einen  festen  Punkt 

Zugldch  erhellt,  dtss  durch  Projeotioii  der  Toriges  FignroB  «11« 
gemeinere  Sätze  erhalten  werden,  in  welchen  statt  der  unendlich  femea 
Punkte  der  Dreieckseiten  Schnitte  derselben  mit  einer  beliebigen  Ge« 
raden,  und  statt  der  Involutionscentra  die  zu  diesen  Schnitten  coiqi« 
girten  Punkte  auftreten. 


Wien,  Ajiril  1879. 
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xxm. 

Beiträge  zur  Theorie  der  Teilbarkeit. 

Von 

Karl  Broda. 

Abdruck  ««•  d«iB  Pro^ABiiii»  d*r  k.  k.  lUalackul«  in  Carolintathftl  (Prag). 


Efi  sei  die  dekadische  Zahl 
Z=  €ioH-ailO+  ...  önlO»»+ciKfilO*H+  ...  a2HlO»"  +  &2«fil02"+i  + 

uf  die  Teilbarkeit  durch  die  Primzahl  p  zu  untersuchen,  wobei 
^  ...  08^9  bin^h  . ..  &4n  die  einzelnen  Ziffern  vorstellen,  so  ist  bekannt- 
lich ^  durch  p  teilbar,  wenn  in  der  Gleichung 

"< >  '^' 

1   :p  =  0+^» 
10:p  =  fe  +  ^» 


10":|i  «^  +  ^ 


bestimmt  sind,    wobei  durch  q^^  Ht  "-  ^^^  ganze  .Zahlen  ausgedrückt 
«rerden.     Es  ist  daher 
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ro«l 

rj  =  10  —  pg, 

r,  =  10«— M« 


r»  =  10* — pqu 

Verwandelt  man  nnn  einen  gemeinsamen  Bruch,  dessen  Nenner  p 
in  einen  Decimalbrnch ,    und  ist  p  eine  solche  Primzahl,  dass 
eine  geradstellige  Periode  von  2n  Ziffern  ergiebt,  stellt  a  irgend 
constante  Zahl  vor,  so  besteht  die  in  meinen  Entwickelnngen  in  ( 
nerts  Archiv  (1874)  56.  Teil,  Seite  90  aufgestellte  Relation 


R^^N-Z 


Beachtet  man  die  dort  für  R^  N  und  Z  angenommene  Bedeutun( 
liefert  mit  Berücksichtigung  der  hier  durchgeftdirten  Bezeich 
Relation  (3)  folgende  Gleichungen 

Aus  der  angeführten  Arbeit  folgt  für  a,  falls  p  eine  Prin 
ist,  der  Wert  =  9,  woraus  sich  sofort  die  Relationen 

ergeben.    Aus  der  Gleichung  (5)  erhält  man: 

Setzt  man  die  unter  (6)  gefundenen  Werte  in  Gleichung  (1),  i 
bedenkt  man,  dass,  der  Annahme  zu  Folge,  nur  2»  verschied 
Reste  möglich  sind,  schreibt  man  also  für  r2nfi  ...  t^N»  rsn+i  ••• 
die  entsprechenden  Werte,  so  ist 

p  '^  p 

,    [^2n^irQ-\'  ...  ^rn-f-^^-lCp  — *'o)4'  -"^4h(p  — r»t)]  +  ... 
"*"  P 

Es  ist  nach  einfacher  Reduction 

21  ""  p 

wobei  Q  nur  eine  ganze  Zahl  bedeuten  kann. 
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Seiureibt  man  f&r  r«  ...  r«  die  Werte  aus  Gleichung  (2)  in  die 
Mtion  (7),  so  ist: 

2    1 

m  "  ;K+«i(lO  —  p^Ti)  +  -  «••(10"  —pqn)]  —  [on^l  +  a»i+2{10— p<Zi) 

F      P 

+ ...  afc,(lO»  — l)«n)]+  [*2»+l  +  ^+2(10— 2)^l)  +  . . .  hn{l(^—pqn)f 
•"[^1+  •••  MIO*— l>«n)l+  ...  }+Q 

Die  letzte  Gleichung  liefert  nach  geschehener  Umformung 

:- -({[«o+io«i+ ...  iO"a„i+[^.2„+i+iOft2n+2+ ...  io»M+...} 

H[aH-i  +  10ai»|2+  ...  +10rt2,.l  +  [&8i.+i+  ...  10»M 

+  ...})+«' (8) 

wobei  Q'  fUr  den  bei  der  Reduction  sich  ergebenden  ganzzahligen 
Vert  gesetzt  wurde.  Gleichung  (8)  liefert  sofort  das  Gesetz  der  Teil- 
Wrkdt  der  dekadischen  Zahl  Z  durch  die  Primzahl  p,  wobei  betont 
rerden  muss,  dass  p  eine  solche  Primzahl  vorstellt,  die  als  Nenner 
9068  gemeinen  Bruches  bei  der  Verwandlung  in  einen  Decimalbruch 
m  2a  stcllige  Periode  liefert. 

61eichung  (8)  liefert  folgende  Regel  für  die  Teilbarkelt: 

Man  teile  die  zu  untersuchende  Zahl  von  den  Einern 
ngefangen  in  Classen  zu  je  n  Ziffern.  Man  vermindere 
ie  Summe  der  Zahlen  der  an  den  ungeraden  Stellen 
tehenden  Classen  um  die  Summe  der  an  den  geraden 
^lassenstellen  stehenden  Zahlen.  Ist  nun  diese  Diffe- 
enz  ein  Vielfaches  von  p,  so  ist  die  gegebene  Zahl  durch 
teilbar. 

Ist  z.  B.  p  eine  der  Primzahlen : 

7, 11,  13,  17,  19,  23,  29,  47,  59,  61,  73,  89,  97,  101  u.  s.  w., 

0  ergeben  sich  für  2n  der  Reihe  nach  die  Werte: 

6,  2,    6,  16,  18,  22,  28,  46,  58,  60,    8,  44,  48,      4  u.  s.  f. 

Einige  Beispiele  sollen  nun  die  praktische  Anwendung  der  ge- 
wonnenen Regel  klarstellen. 

I.  £s  sei  z.  B.  die  Zahl  Z  =  32132407917843944  auf  die  TeU- 
^eit  durch  p  =  137  zu  untersuchen.  Da  nun  alle  137  tel  8  Stellen 
^tzen,  so  muss  Z  in  Classen  von  je  4  Ziffern  geteilt  werden,  und 
^tr  in  folgender  Weise: 

8    2132    4079    1784    3944 
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(3+4a79+adi4»  8026)— (2132+1784=  3»16)=r41M. 

Da  nun  411  ein  vielfaches  von  137  ist,  so  ist  Z  durch  p  triüiir. 
Aus  dieser  Untersuchung  folgt  unmittelhar,  dass  Zahl  J?,  obioL  ii 
73tel  8  Stellen  liefern,  durch  73  nicht  teUbar  ist,  weü  73  kna  aü- 
(^uoler  Teil  yon  411  ist 

II.  Es  soll  die  Zahl  Z=  14734922074873  in  die  Frim&ctom 
zerlegt  werden.    Man  findet  bald,  wen«  man  die  Einteümig  ia  CUmi 
der  Reibe  nach  mit  2,  3  und  4  Ziffern  vornimmt  und  die  bes^odft- 
nett  Operationen  ausführt,  der  Reihe  nach  die  Beste:  0,  1001  ui 
KXXJl.    Dem  Reste  0  entsprechen  alle  Primzahlen,  die  viersteltip 
Perioden  liefern;  es  ist  daher  101  ein  Mass  von  Z. 

Da  nun  alle  1001  tel  6  Stellen,  alle  10001  tel  8  Stellen  besitzet, 
und  da  der  Rest  1001  durch  1001  und  der  Rest  10001  durch  lOOOl 
teilbar  ist,  so  muss: 

Z--  (10*+1)(10'+1)(10«+1)14673 

sein.  Untersucht  man  14r)73,  indem  man  die  Einteilung  zu  je  3  Sf- 
fem  vornimmt,  so  erhält  man  als  Rest  559;  da  559  dqrcb  13  teilbar 
ist,  so  ist  der  Factor  13  gefunden,  es  ist  14573  ^  13.1121.  Bedenkt 
man,  dass  die  73 tel  und  137 tel  8  Stellen,  die  7 tel  und  13 tel  6 
Stellen  haben,  so  ist  10001  ==73.137  und  1001  «7.11.13,  daher 

Z=  7. 11. 13M9. 59. 73. 101. 137. 

III.  Wendet  man  dieses  Gesetz  auf  Zahlen  von  der  Form 

Zj  =  i(K+ 10^-1+  ...  10+1 

an,   so  ergeben  sich  bemerkenswerte  Teilbarkeits-Gesetze.     Schreibt 
man  der  Reihe  nach  für  r :  1,  3,  5  u.  s.  w.,  so  erhält  man  die  gerad 
stelligen  Zahlen:  11,  1111,  111111  u.  s.  f.;  wendet  mau  Bun  die  ent- 
wickelten Gesetze   in  der  Weise  an,  dass  fOr  die  erste  Zahl  11  die 
Classe  zu  je  einer  Ziffer,  für  die  zweite  Zahl  1111  «He  Classe  zo  je 
zwei,  dann  für  die  folgenden  Zahlen  die  Classe  zu  je  drei,  danm  n 
je  vier  u.  s.  w.  Ziffern  genommen  werden,  so  bekommt  man  nad 
Durchführung  der  angedeuteten  Operationen  immer  dm  RM  0.   Ei 
folgt  hieraus  sofort,  dass  jede  dieser  Zahien  fltar  sich  aSe  ^em  fWÜ 
zahlen  als  Masse  besitzt,  die  als  Nenner  gemeiner  BrAche  geschridMi 
bei  der  Verwandlung  in  Decimalbrüche  so  viele  Stellen  liefert,  als  die. 
Zahl  Ziffern  besitzt  Wendet  man  die  zuletst  gemachten  Bemerinngn 
z.  B.  auf  die  Zahl  Z^  =  11111111  an,   so  ist  llll~llll=a  ft 
nun  allen  10001  tel,  da  10001  »=>  lo*+l  ist,  acht  Stdlen,  alaoebo» 
viel  Stellen,  als  Zy  Ziffem  hat,  zukommen,  so  ist  10001  — 197.11 
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en  Fictor  von  Z^ ;   wendet  nian  diese  Untersuchung  auch  auf  den 
liutorllll  an,  so  ergibt  sich,  da  die  101  tel  4  Stellen  haben, 

Zi  —  10001.1111  =  11.73.101.137. 

Als  bemerkenswert  kann  als  Folgerung  des  Vorhergehenden  noch 
knrorgehoben  werden,  dass  sich  für  die  Primzahl  p  immer  ein  Viel- 
fcches  von  der  Form   10»'-|-10»"-i+  ...  1   finden  lässt;   so  ist  leicht 

emciisehen,  dass  z.  B.  fQr  die  Primzahl  89  das  verlangte  Vielfache 

■it  44  Einsern  geschrieben  wird. 

BQdet  man  für  p  das  entsprechende  Vielfache  von  der  Form 

^  =  10»--}-lO»-i+  ...  10+1, 
»  ist 

>  u  irgend  eine  ganze  Zahl  vorstellt;  es  ist  dann 

^i-f*i> (9) 

Wird  nun  a  als  eine  constante  Zahl  angenommen,  so  ist  auch 

aZi  =  afip (10) 

Nimmt    man   a«9,    und    schreibt  statt  Zj    den  Wert  10»"+ 
^^-1+  ...  10+1  in  der  Gleichung  (10),  so  ist: 

9[10^+10»-i+  ...  10+1]  =  9pii. 

i,  nun  fllr  9  =  10  —  1  geschrieben  werden  kann,  so  erhält  man 

[10— 1]  [10^ +10'^- 1+  ...  10+1]  =  9/)fi 

ier  nach  einfacher  Reduction: 

10» +1—1  =  9^p, 

bher  die  Relation: 

10» +1  —  1 

^ =  9/i (11) 

Ans  Gleichung  (11)  erhellt,  dass  10^+^—1  als  Vielfaches,  welches 
■it  r+1  Nennern  geschrieben  wird,  für  jedes  beliebige  p  gefunden 
vvdsB  kann,  wenn  nur  fftr  r  die  entsprechende  ungerade  Zahl  ge- 
labt wird. 

Ist  r  gerade,  so  bestehen  ganz  ähnliche  Relationen,  nur  sind  die 
titiprechenden  Primzahlen  solche,  die  als  Nenner  gemeiner  Brüche 
^  d»  Verwandlung  in  Decimalbrüche  eine  ungeradstellige  Periode 
hOden;  s.  B.  37,  41. 

Tan  T.TTn.  27 
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Fasst  man  die  gewonnenen  Resultate  zusammen,  so  folgt  dara 
dass  eine  Zahl,  die  nur  mit  Neunern  geschrieben  ist,  durch  jede  1 
liebige  Primzahl  teilbar  ist,  wenn  nur  die  Anzahl  der  Neun^  < 
entsprechende  ist. 


Betrachtung  des  Teübarkeits-Gesetzes  in  Beziehung  auf  eil 

beliebiges  Zahlen-System. 

Ein  rein  periodischer  Bruch,  der  im  a  teiligen  System  geschric 
ist,  und  der  eine  gerade  Stellenzahl  besitzt,  kann,  wenn  o;  die  c 
und  y  die  zweite  Hälfte  der  Periode,  und  wenn  r  ihre  Stellen 
bedeutet,  immer  dargestellt  werden  durch  die  Reihe 

cr  T  ^2»- T  ^8r  T  ^r  T  ^r  "T 


Soll  die  identische  Gleichung 

(a  — l)[a'^  +  l]~"  «»•"^a2r"r«5r'T-a^"r    •    •    •    • 
wobei  a  eine  constaute  Grösse  vorstellt,  bestehen,  so  muss 

a  +  (a^l)x  X  l  1         1  1  ,  XTlU-l-a--?^ 

[«^+l](a  — 1)  ~  a»  L^'^a2r"T"a**"^"J"t"a2*-L    "^«^r-Ttfir- 

sein.    Setzt  man  für  die  Reihe 

^     I     ^"T  ^"T"  ^Är"!"  •  •  • 

das  Summenglied 

1 


1-  ' 


so  wird: 


a2r 


[«»•-fi](a  — 1)  ^  iXa^'^a^A  ""  a^ —\' 


«2r 

Berechnet  man  aus  der  letzten  Gleichung  x-\-yy    so  ergibt 
nach  einfacher  Reduction 

(ar-l)[a+(«-l)a:]  «  («-l)[««»--|.y]. 
verrichtet  man  die  Operationen,  so  ist 
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onioet  man  diese  Gleichung,  so  wird 

a(ar-l)«(«-l)(a:  +  y), 

voruu  sich  f&r 

^+y  ^  i^^IIl^ ^^^^ 

*r  entsprechende  Wert  ergibt.    Es  ist  aber  weiter 

Hl  Bmi  der  Factor  tt»'-i+...a+l   die  Summe  der  auf  einander 
liegenden  Potenzen  der  Grundzahl  er  bedeutet,  also  immer  eine  nur 
MftEinsern  zn  schreibende  Zahl  ist,  so  ergibt  sich  für  x-^-y  die 
Delation 

x-^y  =  a.llll  ...; 

es  moss  also  die  Summe  der  beiden  halben  Perioden  eine 
r  ziffrige  Zahl  geben,  deren  einzelne  Ziffern  durch  die 
Zahl  a  ausgedrückt  erscheinen. 

Schreibt  man  ftlr  die  Reihe  (12)  den  gemeinen  Brch    ^    im    a 
teiligen  System,  so  ist,  wenn  für  ^r+^+~4r+  •••  der  Ausdruck 

ja 

^    -  geschrieben  wird, 

Z       X        M*) 

N^  a^'^N.ar ^^^^ 

[  Bedenkt  man,  dass  Gleichung  (14)  unter  der  Bedingung  entwickelt 

wurde,  dass  Z  und  N  die  nach  Gleichung  (13)  leicht  wahrnehmbare 
Bedeotong,  und  zwar 

Z=(o-l)x-j-a    und    iV=  (a—1) [«••-}- 1]  .    .    .    .(16) 

besitzen;  dass  ferner  aus  Gleichung  (15)  folgt: 

a^ZzzirxN'^-R (17) 

md  schreibt  man  die  Werte  für  Z  und  N  aus  Gleichung  (16)  in  die 
BeUUion  (17),  so  ist  sofort 


^  N*cb   Stnrm  [im  33.  Band  des   Archivs    vod   Granert]  kann  man  f&r 

9    «.    ^  -  J-  . . .  seUen  -i= ,    wobei  Ä  den  bei  der  Division  sich  ergebenden 

OAebdem  r  Stellen  entwickelt   sind,   bedeutet.    In  dieser  Arbeit  Sturms 
igwnr  ÜBT  Bückliebt  auf  DecimalbrUche  genommen,   die  Anwendbarkeit 
m^  ^g^  ^  tellsffo  Sjitem  ist  aber  för  sich  klar. 

27* 
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R  =  a^a+(o  — l)a;]  —  [a— l][o''+l>—  «a'— (a— l>r. 
Aus  Oleichung  (16)  ergibt  sich  für 

X  «  r 

a  — 1 

nnd  fOr 

'  a — 1 

Setzt  man  diese  Werte  in  den  letzten  Ansdrack  f&r  JR,  so  is 

ür  =  a«»'— (a— 1)^^3Y  -^attr^{Z—a)  =-  a«f-f  a  — j? 

N 

•-      '     -•  a — 1 

Berechnet  man  ans  den  letzten  Ausdruck 

R+Z^a-^  

*  a — 1 


SO  ist   das  Ergänzuugsgesetz   zwischen  R  und  Z  leicht  ersieht 
Berücksichtigt  man,  dass 

iV=(a  — l)[a''  +  l] 
ist,  so  ist,  wenn  dieser  Wert  in  Gleichung  (18)  gesetzt  wird 

/e+Z==  -^y.(«-l)[«''+l]=»a[a'^+lj.    .    .    , 

Aus  der  letzten  Relation  ist  ersichtlich:  Rest  und  Zähler 
ganzen  sich  immer  zu  einem  Vielfachen  von  «''-f-l,  ^ 
a  die  Ergänzungsziffer  der  halben  Perioden  vorstdlt     Nimmt 
für  a  =  « — 1  an,  so  übergeht  Gleichung  (18) 

R+Z^a 


a— 1 
in  den  bemerkenswerten  Ausdruck 

R+Z=  N 

Gleichung  (20)  liefert  nun  folgende  Regel: 

Ergänzen  sich  die  halben  Perioden  eines  im  a 
ligen  System  geschriebenen  Bruches  zu  («r — 1),   so 
die  Summe  des  Zählers  nnd  Restes  immer  gleich  < 
Nenner. 
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128 
Der  im  12  teiligen  Systeme  geschriebene  Bruch  sei  z.  B.   jjjqj  » 

lo  ist 

128 
5^^-0.127(10)94; 

liier  findet  nun  die  Ergänzung  zu  (11)  [(11)  hat  hier  die  Bedeutung 
einer  einzifirigen  Zahl]  statt.  Dividirt  man  auf  gewöhnlichem  Wege, 
8p  findet  man  f)lr  den 

ZftUer       1   2  8,        27(11),        7  (10)  (10)    für  die 
Beste      (10)  9  5,        93    2  ,       4  1     3      fOr  die  Summe 

Jl+Z^  1001     —    1001      «      1001 

Die  Gesetze  der  Teilbarkeit,  die  für  dekadische  Zahlen  erwiesen 
worden,  können  mit  Benutzung  des  Ergänzungsgesetzes  (Gleichung 
(18)  und  (19))  auf  jedes  beliebige  Zahlen-System  ausgedehnt  werden. 

£8  sei  die  im  a  teiligen  System  geschriebene  Zahl 

nnf  die  Teilbarkeit  durch  die  Primzahl  p  zu  untersuchen,  wobei  o 
die  Grundzahl  des  Systems,  die  andern  Grössen  die  früher  aufge- 
stellten Bedeatungcn  besitzen,  so  wird  das  unter  Gleichung  (1)  auf- 
gestellto  Kriterium  anch  für  diesen  Fall  Anwendung  finden,  nur  sind 
die  Zabien  r^  . . .  9-4*»  ...  die  Reste,  die  der  Reihe  nach  bei  der  Division 
ier  anf  einander  folgenden  Potenzen  von  a  durch  p  sich  ergeben, 
ibo  dnrch 

l:p  =  o-f-^ 
p 


p 
timmt,  wobei    ^j,   ä  —  ^h  nur  ganze  Zahlen  bedeuten.    Es  ist  daher 

ro-l 

r,  =  ««-|,^,     >       (21) 

•  •         • 

•  •         . 

•  •         . 

r„  =  a*»  —  pqn 
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Ist  nun  p  eine  solche  Primzahl,  dass  dieselbe  als  Nenner  ewes 
gemeinen  Bruches  einen  rein  periodischen  geradstelligen  Brach  im 
o  teiligen  System  liefert,  und  ist  a  die  colistante  Zahl,  zu  welcher  je 
zwei  entsprechende  Ziffern  der  Periode  sich  ergänzen,  so  besteht  die 
unter  Gleichung  (20)  entwickelte  Relation 

da  für  diesen  Fall  a  immer  in  (a  — 1)  übergeht  Setzt  man  nun  de 
Reihe  nach  für  Rir^^  r^,  r,  ...  i*,»  und  für  Z:rn+h  ^n^2  ...  rsn,  on 
für  den  Nenner  N  des  gemeinen  Bruches  p ,  so  moss  unter  weitere 
Berücksichtigung,  dass  nur  2n  verschiedene  Reste  möglich  sind, 

sein,  also  ist 

Schreibt  man  diese  Werte  in  Gleichung  (1),  so  ergibt  sich  nai 
einfacher  Reduction  die  schon  unter  (7)  aufgestellte  Relation: 

?  «  [(^O^o4-  '"  «w^h)  —  (q>i-fiyo+  ...  02wrw)] 

p  '^  p 


+ 

Werden  nun  in  den  letzten  Ausdruck  für  r^,  r^  . . .  th  die  Wei 
aus  den  Gleichungen  (21)  geschrieben,  so  ist: 


'} 


z__.  (K+gi(«— />gi)+  '"  «wC«"  — pgw)] 
p      \  p 

[aH'^i+an-^2(a  —  pq2)+   ...    («**— j?gw)]] 

P 
I    {[^»+l-H2H+2(a— ;MZl)+...*3M(tt"— M«)] — [Ä8»+i+...ft4«(«— W»)l 

£s  ist  weiter  nach  vollzogener  Reduction 
2      1 

-  =  -{[(<«0  +  öl«+     ••  «Ha*')  +  (62H+l  +  ^+2«+  ...  *3Htt*)+  ...] 

—  [(«••+l+an+2a+  ...  a2nflf")  +  ^«+i+...&ii»«*)+...]}+Q", 

wobei  leicht  ersichtlich  ist,  dass  Q"  eine  ganze  Zahl  bedeutet 

Durch  die  letzte  Relation  erscheint  das  für  dekadische  Zahl 
(Gleichung    (8))   entwickelte    Teilbarkeitsgesetz   fär  Zahlen,  die 
irgend  einem  Systeme  geschrieben  sind,  erwiesen.    Bei  einer  etwaij 
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rotereochang  wird  daher  derselbe  Weg  eiDgeschlagen  werden  müssen 
ne  bei  dekadischen  Zahlen,  nur  sind  alle  Operationen  im  a  teiligen 
iTsteme  durchzufahren. 

Es  sei  z.  B.  die  im  12  teiligen  Systeme  geschriebene  Zahl 
-21(11)4972780  auf  die  Teübarkeit  durch  die  Zahl  p  =-  1001  zu 
itersachen.  Da  nun  1001  «  a^-f-l  ist,  wobei  a  =»  12  angenommen 
irde,  so  liefern  Brüche  vom  Nenner  1001  eine  Periode  von  6 
9lIeB.  Bei  der  Teilung  in  Classen  müssen  daher  jeder  Classe  3 
fern  zugeteilt  werden ;  es  ergibt  sich  folgende  Rechnung : 

>f  1  (11)  4=974  als  Summe  der  Classen  an  den  ungeradenStellen,  und 
!-{-    2    ===974  als  Summe  der  Zahlen  an  den  geraden  Classen-Stellen. 

nun  die  Differenz  dieser  beiden  Summen  gleich  0  ist,  so  muss  Z 
ch  p  teilbar  sein. 

£s  sei  die  Untersuchung  für  73(10)58  und  25  durchzufahren, 
de  Zahlen  seien  abermals  im  12  teiligen  Systeme  geschrieben.  Da 
Nenner  25  angenommen  wurde,  so  besitzt  der  entsprechende 
}decimalbruch  4  Stellen,  daher  je  eine  Classe  zwei  Ziffern;  es  ist 
ler  58+7  =  63  und  die  zweite  Summe  3(10).  Die  Differenz 
jer  beiden  Summen  63  —  3(10)  =  25;  da  nun  dieser  Rest  durch 
teilbar  ist,  so  muss  auch  die  gegebene  Zahl  ein  Vielfaches  von 
sein.  Im  Decimalsystcm  wäre  die  Durchführung  dieses  Falles 
ider  vorteilhaft,  da  statt  25  die  Zahl  29  geschrieben  worden  müsste, 
l  daher  die  entsprechende  Periode  28  Stellen  hätte,  die  eine  Ab- 
ang  nach  Classen  zu  je  14  Ziffern  erfordern  würde. 

Die  Zahlen  33835  und  101  seien  im  14  teiligen  System  geschrie- 
1,  80  ergibt  sich  sofort,  da  [35+3]  — 38  =  0  ist,   die  Teilbarkeit 
gegebenen  Zahl  durch  den  Divisor  101. 

Aus  den  angeführten  Beispielen  entnimmt  man,   dass  die  Unter- 
bung  auf  die  Teilbarkeit  im  a  teiligen  Systeme,  wenn  die  Primzahl 
die  Form  «*'+l  gebracht  werden  kann,   in  einfacher,  rasch  zum 
le  führender  Weise  gemacht  werden  kann. 

Lässt  die  Primzahl  sich  nicht  auf  die  angedeutete  Form  bringen, 
bleibt  die  Anwendung  des  entwickelten  Gesetzes  in  theoretischer 
iehung  bemerkenswert.  In  praktischer  üinsicht  wird  die  Anwen- 
g  und  Zweckmässigkeit  der  aufgestellten  Methode  von  der  im 
linein  festzustellenden  Anzahl  der  Periodenziffern  abhängen.  Die 
ahl  der  Periodenziffem  ist  bestimmt  durch  einen  gemeinen  Bruch, 
en  Nenner  die  gegebene  Primzahl  ist.  Der  gemeine  Bruch  so- 
als  auch  die  Periode  müssen  im  n  teiligen  System  geschrie- 
sein. 
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Oft  kann  bei  Berücksichtigung  der  entwickdteii  Gesetze  die  l 
tersuchung  der  Teilbarkeit  einer  dekadischen  Zahl  durch  eine  de 
dische  Primzahl  anf  ein  anderes  Zahlensystem  übertragen  iven 
Der  Uebergang  zu  einem  anderen  Zahlensystem  ist,  wie  das  folge 
Beispiel  zeigt,  in  theoretischer  Beziehung  sehr  bemerkenswert 
praktischer  Hinsicht  aber  nur  für  bestimmte  Fälle  anwendbar. 

Soll  die  dekadische  Zahl  Z »  2054505856  anf  die  Teilbu 
durch  die  dekadische  Zahl  p  =  401  untersucht  werden,  so  mt 
eineClasse  je  100 Ziffern  besitzen,  da  alle  401  tel  200  Decimalst 
haben.  Da  nun  aber  401  »20^+1  ist,  so  ergeben  sich  im  20td! 
System  nur  4  Stellen. 

Schreibt  man  daher  Z  und  p  im  20 teiligen  Systeme,  so  e 
sich  die  folgende  Untersuchung: 


(12)  (16)    und    p 
1.  KL 


Z«l    (12)     2    0     (13)     4 

4.  Kl.   3.  Kl.     2.  Kl. 

es  ist: 

[(12)ri6)  +  20]-[(13)4+l(12)]  «  0; 

daher  ist  die  Zahl  Z  durch  p  teilbar. 


Der  Proberest,  seine  Anwendung  bei  UniersiicIiiiiigeB 
Aber  Teilbarkeit  der  Zahlen. 

In  einigen  altem  Lehrbüchern  der  Arithmetik  findet  sieb 
Verfahren  angegeben:  mit  Hilfe  des  Proberestes  die  Teilbarkeit 
dekadischen  Zahl  durch  irgend  eine  Primzahl  zu  untersuchen.  1 
Untersuchungen  sind  aber  in  diesen  Werken  ohne  Bew^  di 
geführt.  Da  nun  dieses  Verfahren  in  theoretischer  Beziehung 
ohne  Interesse  ist,  und  da  die  praktische  Anwendung  dieser  Met 
zur  Lösung  vieler  arithmetischer  Aufgaben  dient,  so  wird  \m 
Beweis  für  dieses  Verfahren  im  a  teiligen  Zahlensystem  versuch 

Es  soll 


eine  im  a  teiligen  System  geschriebene  Zahl ,  wobei  a,  &,  c,  d  .. 
Anzahl  der  Einer,  Zehner  ...  vorstellt,  auf  die  Teilbarkeit  d 
die  Primzahl  p  untersucht  werden;    bedeutet  m  eine  vorläufig 
unbestimmte  ganze  Zahl,  so  muss,  da 

mp  +  [p  — 1]  +  1  =mp+p«jp[m  +  l] 

ist,  der  Ausdruck  wp4-[;>— 1]+1  durch  p  teilbar  sein.    Es  ist 
weiter 
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a{mp+ip-^l]+l\'-  a{mp+p[p^l]\+a     .    .    .(23) 
p  teilbar.    Wählt  man  nun  fttr  ein  gegebenes  p  die  Zahl  m  so, 

kctor  er  enthält,  so  ergibt  sich  durch  den  Quotienten: 

fnp+[p  —  l] 


dberest. 


^ß    .   .    . (24) 


mmt  man  für  er  »  12  und  fiXv  p  =^27  im  12  teiligen  System 
ßben  an,  so  ist  nach  Gleichnng  (24),  da  für  m  =  6  gewählt 
muss,  der  Proberest  ß  *=^  16. 

enso  sind  für  dasselbe  Zahlensystem  z.  B.  fttr   die  Zahlen: 
15,  17,  35  u.  s.  w.   der  Reihe  nach  die  Probereste:    33,  21, 
,  15. 

ir  das  dekadische  System  ist  z.  B.  f Or  p  »  17  nach  Gleichung 
i  m  =  2  sein  muss,  der  Proberest  /?  =»  5. 

entsprechen  den  Primzahlen:  7,  11,  13,  19,  23,  29,  31,  37 
der  Reihe  nach  die  Proberestc:  2,  1,  9,  17,  16,  26,  3,  11 
fort 

T  Proberest  ß  kann  in  zweckmässiger  Weise  bei  den  Untcr- 
;en  aber  die  Teilbarkeit  durch  die  Primzahl  p  benutzt  werden. 

erden  die  Gleichungen  (22)  und  (23)  durch  die  Subtraction 
den,  und  bezeichnet  man  diese  Differenz  mit  /?,  so  ist: 

=  [a+a^+««c+«»d+aV+  ...]— {a[iiip+(p  — l)]  +  a}. 

ich  einfacher  Reduction  ist: 

R  =,  ab+tt^e+a^d+ti^f'^'  ...  —  a[iiip-j-(p— 1)]. 

hreibt  man  fflr  mp-f  (p  —  l)  in  diese  Gleichung  den  Wert  a/3, 
h  aus  der  Relation  (24)  ergibt,  so  ist 

^4.«*^+«»^+  aV+...— ««/?  =-  «[(*— ai8)+«e+iAi+«V+...] 

oan 

b — aß  =  A (25) 

endlich 

Ä=a[^-f  ac+«»d+«y+...] (26) 

an  sieht  sofort,  dass  R  eine  Zahl  bedeutet,  die  eben  so  Tiele 
besitzt  wie  Z,  nur  steht  immer  an  Stelle  der  Einer  eine 
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Null,   Während  die  Anzahl  der  Zehner  darch  die  Relation  (i 
stimmt  ist.    Schreibt  man  für  den  Factor 

so  geht  die  Gleichung  (26)  über  in 

R=  ttr 

i2  ist,  da  a  prim  gegen  p  ist,  nur  dann  durch  p  teilbar,  weni 
Vielfaches  von  p  ist 

Zieht  man  von 

den  aus  Gleichung  (23)  sich  ergebenden  Wert,  wenn  für  a  d 
A  geschrieben  wird,  also  den  Ausdruck 

ab,  wobei  berücksichtigt  werden  muss,  dass  der  letzte  Ausdruck 
ein  Vielfaches  von  p  ist,  da 

A\mp-]^{p  —  1)]  '\-A  =  -^[»fp-J-p]  =  -4/)fm-|-  1] 

ist,  und  bezeichnet  man  diesen  Rest  mit  r,,  so  ist: 

r,  =  ^  +  ac+«*r/+oy+  ...  —  {^[m|)-f- (/>  —  !)] -f-^} 
=  ttc+ahl+€^f+  ...  —A[mp+{p-\)l 

Schreibt  man  für  mp-\-(p  —  1)  den  Wert  o/J,  so  ist 

Schreibt  man  für 

B-\-ad-\-  oV+  •••  =  ^t^ 

wobei  B  i^  c  —  Aß  gesetzt  wurde,  so  ist 


r,  =  «r j 


Ist  nun  r^  durch  p  teilbar,  so  ergibt  sich  unter  Berücksii 
der  durchgeführten  Entwicklung,  dass  auch  Z  ein  Vielfache 
vorstellt. 

Man  sieht  sofort,  dass  dieses  Verfahren  immer  auf  den 
gebenden  Rest  angewendet  werden  kann ;   die  Rechnungsfühm 
über  in  die  Subtraction.    Der  Proberest  dient  vor  aUem  zur 
der  zweckentsprechenden  Vielfachen  von  p. 

Die  hieraus  sich  ergebende  Regel  lautet: 
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I  eine  Zahl,  die  im  a  teiligen  System  geschrieben 
f  die  Teilbarkeit  durch  die  Primzahl  p  unter- 
?erden,  so  bilde  man  mit  Hilfe  des  Proberestes 
r  Ziffer  an  der  Stelle  der  Einer  [Gleichung  (23)] 
Ifache.  Zieht  man  nun  dieses  Product  von  der 
,  die  aus  allen  Ziffern  mit  Ausschluss  derEiner 
t  wird,  so  erhält  man,  falls  die  Zahl  durch  p 
wäre,  als  Rest  ein  Vielfaches  von  p.  Man  setzt 
peration  so  lange  fort,  bis  der  sich  ergebende 
t  Leichtigkeit  erkennen  lässt,  ob  derselbe  ein 
hes  von  der  Primzahl,  ob  also  die  Zahl  durch  p 
ist. 

Professor  J.  Hann  entwickelte  in  Schlömilchs  Zeitschrift 
ematik  und  Physik  1.  Heft,  1877.  Seite  54  Gesetze  über 
it  dekadischer  Zahlen  durch  7  und  13,  und  folgerte  hieraus 
erkenswerte  Ergänzungsgesetze  *)  [Seite  58  und  59].  Das 
m  Professor  J.  Hann  entwickelte  Teilbarkeitsgesetz  kann 
als  ein  specieller  Fall  der  Untersuchung  der  Teilbarkeit  de- 
Zahlen durch  Primzahlen  mit  Hilfe  des  Proberestes  ange- 
•den. 

ei  die  im  12  teiligen  System  geschriebene  Zahl  656(10)5 
eilbarkeit  durch  17  zu  untersuchen.  Da  nun  17.6-|-16  « (11)0 
itet  der  Proberest  (11). 

rsucht  man  also  656(10)5,  so  muss  vermindert  werden 
)  =    4  7     ',       die  sich  ergebende 

6523  vermindert  um  das  Product 

l)  «     29  liefert  die 

625.  Wird  diese  letze   Differenz 

t  um  5.(11)      »47        ,        so  folgt  daraus  das  Endre- 

17.  Diese  sich  ergebende  Diffe- 

mit  Leichtigkeit  die  Teilbarkeit  durch  die  gegebene  Zahl 


let  man  die  leicht  ersichtlichen  Abkürzungen  an,  so  ergibt 
nde  Schreibart: 


:8e  Ergänzungen   fanden   im   Jahre    1874    und  1875  im  Archiv  tod 

den  Abhandlungen    „Beiträge    zur    Theorie    periodischer 

>rüche    v.    Karl    Broda     [56.    Teil,    1.    Heft],  Beiträge   zar 

unrein    periodischer    Dccimalbrüchc    [57.  Teil  Seite  297] 

r  o  d  a*^  ihre  Begründung  und  Anwendung. 


z' 
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666(10)5 
2    3 
25 
17 

Untersucht  man  1(10)358532(11)  auf  die  Teübarkeit  dorcl 
wobei  beide  Zahlen  im  12  teiligen  Systeme  geschneben  siod,  so  i 


1(10)358532(11) 
343 

^^V6 
36  >^^ 

79l" 

210  Proberest 

58 

209~ 

873    . 

124  :  37  -  4, 

der  {lest  0 

,  daher  teilbar. 

Im  dekadischen  Systeme  sei  zu  nntersucheu  die  Zahl  10807 
auf  die  Teilbarkeit  durch  13  und  62572558  in  Beziehung  auf 
so  ist 


108076514 
15 

^^V6          ^^ 

=  62572558 
6927' 

137       ., 
136^" 

16 

90  Proberest 

405 

410    Prob 

17 

für  13 

335 

rcat  Ülr 

738 

028 

Ol 

274 :  137  = 

=  2 

91 :  13  =- 

7 

Die  Zahl  Z  ist  demnach  durch  13  und  Z^  durch  137  teilbar 
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Miscellen. 


1. 

A«fg»b6  filber  KerelselmStte. 

Unsere  Aufgabe  sei  folgende. 

Einen  Rotationskegel,  dessen  Axo  auf  der  horizontalen  Projec- 
ioBfiebene  senkrecht  steht,  nach  einer  Hyperbel  so  zu  schneiden,  dass 
MnroU  die  horizontale  als  auch  die  verticale  Frojection  gleichseitige 
Hyperbeln  werden.  Diese  Aufgabe  soll  auf  rein  constructivem 
W^;e  gelöst  werden. 

Denkt  man  sich  durch  die  Spitze  des  Kegels  eine  Ebene  parallel 

xa  der  zu  suchenden  gelegt,  so  wird  derselbe  nach  zwei  Erzeugenden 

Tirallel  zu  den  Asymptoten  der  Hyperbel  geschnitten.    Der  Winkel, 

den  diese  einschliesscu,  projicirc  sich  nun  den  Bedingungen  der  Auf- 

fiibe  gemäss  auf  beiden  Projectionsebcnen  als  rechter. 

Die  Spitze  des  Kegels  sei  S  (Fig.  1.),  seine  Basis  ij,  X  und  T 
&  verlangten  Erzeugenden.    Die  Durchstosspunkte  der  beiden  £r- 
'■  landen  mit  der  Halbirungsebene  des  zweiten  Baumes  seien  resp. 
■ili.    Betrachten  wir  nun  die  Strecke  x^yi^  so  knüpfen  sich  an  sie 
^nde  Bedingungen: 

1.  die  Endpunkte  x^y^  liegen  im  Schnitte  des  Kegels  8^  B  mit 
^  Halbirungsebene ; 

2.  muss  die  Gerade  x^y^  den  Kegelschnitt  berühren,  welcher  als 
^trsle  Projection  des  Kreises  K  auf  diese  sich  ergibt; 

3.  die  Strecke  x^y^  wird  im  Punkte  Ä^  halbirt  von  der,  in  der 
^binmgsebene  zu  denkenden  Geraden  H^^  deren  Protection  (hori- 
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zontale  und  verticale)  H^\  /f/'  im  Halbirungspankte  von  S^S\  h\)l\ 
senkrecht  auf  diese  errichtet  ist;  denn  iPi"yi"(^i'yi')  ^^  DurchmeBW 
des  Kreises,  der  auch  durch  iS"Ä'  geht,  weil  Winkel  y^S'x^"  xd 
Vi" S'xi"  rechte  sind.  Da  nun  or^'y"{x^'yt)  die  ParallelprojectiMT« 
^1^1  is^  so  wird  auch  x^y^  von  H^  im  Punkte  O^  halbirt 

Es  wäre  also  in  der  Halbiruugsebeue  eine  Sehne  des  Kegd* 
Schnittes  B^  zu  construiren,  die  von  H^  halbirt  wird,  und  K^  berfliit 
Zur  einfacheren  Constructiou  projiciren  wir  das  Ganze  von  &  an 
auf  die  horizontale  Projectiousebcno  zurück  und  erhalten  dadurch  die 
Kreise  B  und  A';  ferner,  wie  aus  Fig.  1.  ersichtlich,  H  parallel  ar 
Projectionsaxo  durch  S"  und  die  Gerade  6?,  die  Projcction  der  W: 
endlich  fernen  Geraden.  Die  Reihe  yiA^^i^i  ist  eine  hannonisdhe, 
daher  auch  ihre  Centralprojection  yPxO,  Die  Gerade  xy  muss  selhrtr 
verständlich  den  Kreis  K  berühren. 

Alle  Sehnen  des  Kreises  B^  welche  von  G  und  //  harmonisd 
geteilt  werden,  umhüllen  bekanntlich  einen  Kegelschnitt,  der  wieUBr< 
leicht  ersichtlich  seinen  Mittelpunkt  in  S'  haben  und  dessen  eine  An 
notwendig  &'b  sein  muss.  Die  Grösse  der  andern  Axe  ergibt  aick 
aus  folgender  Betrachtung:  Sei  Q.  der  Pol  der  Geraden  H  (Fig.  i) 
in  Bezug  auf  den  Kreis  B^  so  finden  wir  zwei  entsprechende  Punkte 
der  projectivischon  Reihen  H  und  G^  indem  wir  irgend  einen  Punkt» 
des  Kreises  Sl  mit  dum  Punkte  Q  und  O  verbinden  und  den  Schnitt 
von  Qm  mit  G^  den  von  S'm  mit  H  aufsuchen.  Die  Verbindungslinie 
t  dieser  zwei  Punkte  ist  nun  eine  Tangente  an  unsem  Kegolscbnitl 
Führen  wir  eine  beliebige  Gerade  er,  senkrecht  auf  //,  und  ziehen  die 
Geraden  ß  und  y,  so  liegen  alle  die  Punkte  fi  in  einer  Geraden  pA* 
rallel  zu  H.  Der  Schnittpunkt  M  mit  dem  Kreise  Sl  gibt  uns  dau 
die  zu  suchende  Scheiteltangente,  somit  auch  die  Grösse  der  zweit»  Aift 

Es  handelt  sich  schliesslich  noch  um  die  gemeinschaftlichen  Tii- 
genten ,  xy  des  K  und  der  Ellipse  E,  Die  directe  Ermittlung  dieser 
Tangente  ist  aus  Fig.  3.  zu  ersehen.  Fig.  4.  gibt  die  vollstibidi|e 
Construction  der  angegebenen  Lösung. 

Ist  der  gegebene  Kegel  kein  Rotationskegcl,  8ond(»ii  dne  Kegel- 
iläche  2^  überhaupt,  wobei  ^S'  ein  Brennpunkt  oder  ein  UmfangqNOkt 
der  Basiscurve  ist,  so  bleibt  die  Lösung  im  Princip  ganz  anverftnderti 
der  Kreis  K  geht  hierbei  im  erstem  Falle  in  einen  Kegelschnitt  über, 
im  zweiten  degenerirt  er  zu  einem  Punkte. 

Wien.  Josef  Herzog. 
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2. 


Ceitre  de  gmM  dm  p^rlmdtre  d'an  quadrlUti^re  qneleonqne  et 
3ntre  de  gruiM  dm  Tolume  d'un  trone  de  pyramide  polygronale. 

1.  Le  centre  de  gra>it^  de  la  sarface  d'un  quadrilatöre  quel- 
)Bqne  a  ^t^  d6tennin^  par  Poncelet,  au  moyen  d'une  construction 
issi  simple  qu'  ^l^ganto.    Cclui  du  p^rim^tre  d'un  quadrilatdro  pout 

tronver  avec  non  moins  de  facilit^. 

2.  Soient  (Fig.  1.) 

EF  =  a,     FG  =-  Ä,     GH^  c,     UE  =-  d 

I  cötes  cons^cntifg  d'un  quadrilatere ;  A,  i/,  C,  D  les  points  milieux 
ces  cdtes.  U  suffit,  pour  avoir  le  centre  de  gra>it6  du  perim^tre, 
chercher  io  point  d'application  de  la  r^sultante  de  quatre  forces 

rallMes,  de  meme  sens,  appliquöcs  en  A,  B,  C,  D,  et  proportion- 

lles  aux  cdt^s  rcspectifs  a,  ^,  c,  r/. 

Mcnons  ia  bissectricc  de  l'anglc  AFB^  qui  rcucontre  la  droite 
B  en  F*;  prenons  -4/=»  BF\ 

Comme  nous  avons 

Bf  _  AF^      ^^^  _  « 
Äf  BF'  ""  BF"  h 

lera  le  point  d'application  de  la  r^sultante  des  deux  forces  a  et  ft, 
ipliqu^  en  A  et  B. 

On  ferait  voir  de  meme  quo,  si  Ton  m6ne  la  bissectrice  HH'  de 
iBgle  CHD^  laquelle  rencontre  CD  en  U\  et  que  l'on  prenne 
ft  =  DH\  le  point  h  sera  le  point  d'application  de  la  r^sultante 
B8  deux  forces  e  et  r/,  appliqu^es  en  C  et  D. 

n  s'ensnit  que  le  centre  de  gravitd  du  p^rim^tro  de  notre  quadri- 
it^  est  8itn6  sur  la  droite  /A. 

Henons  de  meme  la  bissectricc  GG'  de  l'angle  BGC^  laqnelle 
CBcoatre  BC  en  Cr',  et  prenons  Bg  »  CG' ;  pnis  tirons  la  bissectrice 
Sfi*  de  l'angle  DEA^  laquelle  rencontre  DA  en  /:',  et  prenons 
^  -"  DEf.  Le  centre  de  gravitc  de  notre  perimetre  appartiendra 
^  ä  la  droite  ye.  Donc  le  centre  de  gravite  du  p^rim^tre  de  notre 
toadrilat^e  EFGH  se  trouvc  ä  l'intersection  O  des  deux  droites 
ipetA 

3.  Proposons-nous  de  ddtemiiner  le  centre  de  gravitä  du  tronc 
k  Pyramide  polygonale  ABCde  (Fig.  2.). 
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Prolongeons  les  faces  laterales  jasqn'  k  leur  intersection  u 
mune  S,  Nous  formons  ainsi  les  deux  pyramides  semblables  iSii£ 
Sabd  dont  la  diff^rence  est  dgalo  ä  notre  troBC  ABCde. 

Si  nons  joignons  le  sommet  S  an  centre  de  graviti  C?  de  la  b 
ABD  par  la  droite  SG^  celle-ci  coupera  la  base  sup^rienre  ahd  i  \ 
centre  de  gravit^  ^,  et  contiendra  en  memo  temps  le  centre  de  $ 
vit^  O  de  notre  tronc  de  pyramide. 

Designous  par  Hi  la  hantenr  da  tronc,  par  B^  et  b*  ses  ^ 
bases,  et  par  x^^  y^  les  distanccs  de  son  centre  de  gravite  O 
plans  de  ces  bases. 

Represeutous  cn  meme  temps  par  ^  et  A  les  baateurs  des  ( 
pyramides  SABD  et  Sabtl^  par  K  et  o  les  volnmes  de  eelles-ci  et 
Kj  le  volnme  da  tronc  de  pyramide. 

Les  moments  de  la  grande  pyramide  F,  de  la  petite  pyrami< 
et  da  tronc  F|,  par  rapport  an  plan  de  la  base  inf6riearo  ABD^  se 

on  a  par  soite  reqaatiou 

I VH  =  {v(4Jl—  3h)  4-  Fj«! , 
qai  donne 

(1)  4Fi«j  =  Fi/— v(4ff— 3A). 

Les  moments  des  memes  corps,  par  rapport  an  plan  de  la 
sap^rieare  abd^  seront 

de  Sorte  qne  Ton  a  anssi  T^qaation 

qni  denne 

(2)  4F,j^,  =  K3i/— 4Ä)  +  t?Ä. 

Prenant  la  difF6rence  entre  les  6qaations  (2)  et  (1),  on  ob 
r6galit6,  apr^s  division  par  2, 

2  Fi(yi  -  a-i)  «=  V(H  -  2*) +K21f-  Ä). 
Paisqoe 

F=jÄ»/f,    v=^ib%     Fi=KÄ«+^+Ä«)^i, 
cette  ^galit^  peat  s'6crire 

(3)  2(1?»+  2?ft+Ä»)i7i(y,  — ar,)  -=  2?>i7>—  2irS^A+MMb^M 


ör,  ia  Proportion  evidente  j^   =  ,jj     donne    üVt^^b-lI^  =  0-^ 
fir  coos^oent  le  second  membre  de  (3)  rcvient  ü 

«  B^m—  2Hh + Ä»)  —  J«(Ä  «  —  2Hh  +  A«) 

L'öqnation  (3)  devient  ainsi 

et  donne 

yi+^i yijz^i  «     ?.^i ??!     _ 

2(B^+Bb'\'b*)       B*  —  b*       B^  +  2Bh+3b^  ""  *dB^+2Bb-{-b^* 

On  tire  de  celles-ci  Ic  rapport 

xi     'B^+2Bb+Sb^ 
y,  ^  b*+2Bh+3B^' 

qjai  d£terroine  la  position  dn  centre  de  gravitd  O  sur  la  droitc  Gg. 

Georges  Dostor. 


3. 
Smrfaee  d*an  polysTone  sph^riqne  ^toil^  queleonque. 

1.  Seit  le  polygone  sph^rique  6toil6  ABCD,.,  de  n  cöt6s  et  de 
Pesp^ce  p. 

Prenons  an  point  /  dans  Tint^rieur  du  polygone  spb^riqne  con- 
Texe,  qni,  par  le  prolongement  des  cöt^s  de  p  en  7},  a  produit  le 
polygone  ^toü^  ABCD,,,  de  l'espece  p,  Joignons  le  point  /  ä  tous 
les  sommets  du  polygone  6toil6  A'B'C'D\ ..  de  n  c6t^s  et  de  l'espece 
p — 1.  N0U8  d^composons  notrc  polygone  ABCD,.,^  de  Tespöcc  p^ 
em.  n  qvadrilat^rcB  sph^riqnes,  tels  quo  AA*IE\ 

La  rarbce  de  co  quadrilaterc  est  6gale  ä 

A^AA'I^  AE'I+  A'IE'^  2n 

oft  o  represente  la  mesure  de  Tangle  droit.    Comme 

rangle  AA'I=  n  —  IA'G, 
rangle  AE'I=  n  —  IE'B, 
OD  B  Id  quadrilat^re 

Tatt  ixm.  28 
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00 


AA'IE'  «  A  —  (1A'G'\-IE'B)+A'll^. 

Jia  sonimc  des  sorfaces  des  n  quadrilatöres,  tels  qne  ^^'^\1 
qui  composent  la  surface  Sn,p  do  notre  polygone  etoil^  de  « (A^ 
et  do  Tespecc  /),  sera  donc 

,S„.p  =-  Z,A  —  Z{IA'G'\-JF^B)  +  Z.A'IEr. 

Mais  Z.A  est  la  somnie  des  angles  do  notre  polygone  Mtti: 
somme  quo  uoos  pouvons  d^signer  par  £n,p\  de  mSme  ^(/il'ff-f'^^^l 
est  ]a  somme  des  angles  du  polygone  6toil^  A'B'C'D'.,.  de  » 
et  de  Tespt^cc  ;>  — 1,  on  est  ^gal  h  2^n,j>-i;  d'aülenn  Z.A'Iß  Olj 
la  somme   de  tons  los  angles  formes  antoar  da  point  /,  tau|idlBl 
somme  est  egale  a  2%,    Donc  il  nous  vient 

(I)  Sh,p  =  Zn,p — 2»ti.|i— 1-J-2J5. 

On  cu  conclut  qne: 

Si  Ton  prend  l'angle  droit  ponr  nuite  d'angle  ctUj 
trianglo  trirectangle  ponr  unit6  de  snrface,  l'aire  d*nt| 
polygone   spherique   etoile    est   egale    ä  la   somme  des 
angles  de  ce  polygone,  diminudo  de  Teichs,  aar  qnatre! 
angles   droits,    de    la    somnie    des    angles    da    polygone] 
etoile  d*un  nienie  nombro  de  cot^s  mais  de  Tosp^ce  i: 
mediatemcnt    inferieure    d'unc    unite,    qni   est   issn  dl 
memo  polygone  spheriqne  convexe. 

2.  Nous  trouverions  de  meme,  ponr  la  surface  du  polygOM] 
6toilö  A'tt'C'D',..  de  n  cöt^s  et  de  I'esp^  p— 1, 

(II)  Sh.P'-I  =  Zn,p-\  — -^H.p-a  +  ^Ä. 

3.  Si  nous  retrancbons  (II)  de  (I),  la  difference 

(III)  Sn.p  —  Äi,p-1  =   Zn.p  —  2-rM,p— l-j-^»,p— S 

exprimera  la  somme  des  quadrilateres,  tels  quo  AA'Ä'E,\  doat  li 
polygone  etoile  ABCD,..  de  Tesp^ce  p  sorpasse  lo  polygone  itoii^ 
A'B*C'D\..  de  l'espece  p-  1. 

4.  Nous  voyons  quo  la  surface  d'un  polygone  sphiriqac  iUdii 
ne  depend  pas  exclusivement  de  la  grandenr  de  ses  angles,  comnel 
dans  les  polygoncs  spheriques  convexes. 

Si  le  polygone  spherique  etoile  est  regnlier,  sa  surfSacc  est  nteei- 

sairement  aussi  une  fonction  de  l'arc  polaire,  qni  Joint  les  sommett 

ii  leur  p61e  commun. 

Georges  Dostor. 
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^MOttitioB  direete  et  ^l^mentaire  des  qaatri^meS)  einqui^mes  et 
lixitees  pnissanees  des  n  premiers  nombres  entiers. 

1.  Nons  avons  donn^,  k  la  pagc  222  da  tomc  LYII  de  ces 

Ardirety  nno  m^thodo  simple  et  öl^mentairo,  pour  calculcr  la  somme 

dn  carr^  et  cclle  des  cubes  des  n  premiers  uombrcs  entiers.    La 

Joiniiation  des  quatri^mes  puissances  des  memes  n  premiers  nom- 

kcs  entiers  se  trouve  aussi  annoucee  dans  le  litre  de  Tarticle;  eile 

a  6ii  oabliee  dans  la  compositiou  de  Tenvoi.     Nons  r^parons  cet 

oobli,  et  donnons  en  menie  temps  la  somme  des  cinqui^mes  puissances 

et  cellc  des    sixi^mes  puissances  des  n  premiers  nombres  entiers. 

Cette  demiere  somme  est  obteuuc  par  unc  methode  g^n^rale,  qui 

s'appliqno  ä  toutes  les  puissances. 

2.  Somme  des  quatriemes  puissances  des  n  premiers 
nombres  eutiers.    Puisque 

n(n+l)  (2/1  +  1)  =  2n3+3n*+n, 

Boas  avons,  en  multipliant  par  3n^-|'37i~1, 

fi(«  +  l)(2n+l)(3»«  +  3u— 1)  =  6»^4-15n*+lCb|3— «. 

Posons 

n(n  +  l)(2ii+l)  (3ny-3/*  — 1)       6ny-15»*-f  IQp»  — n  . 
^)       ^^  30'  «  -  ^^  - 

lons  aurons,  en  remplagant  n  par  n — 1, 

uis  en  retrancbant  de  (1), 

I5n*-j-15w* ^ 

Xous  pouvons  donc  6crire 

n*  =  Sn  —  <Sm-1. 

Dans  cette  identit^,  donnons  k  n  successivement  les  valenrs 

1,  2,  3,  ...,  (m  — 1),  «; 
as  obtenons  les  egalit^s 

2*  =»5,-5,, 

3*  =  ^3  —  5g, 


(n  — l)*«Ä.-i  — &.-2, 
n*  «=  Äi  —  Ä— 1. 

28» 
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Ajontant  membres  4  membres  et  suppiimant,  dans  le  secon 
membro  de  l'^galit^  r^sultaute,  les  termes  6gaax  et  de  signes  coi 
traires  qui  s'entre-detraisent,  nous  arrivons  k  l'^qnatioii 

1^+2^+3*+. ..  +  («  —  !)*+»*  =  5h, 

qui  donue,  cu  egard  h  (1), 

2ji(2n+l)(2n4-2)(3«*+3i»  —  1) 


l^  +  2*  +  3*+...  +  n*-: 


1.2.3.4/> 


Si  nous  ropresentons,  en  g6u6ral9  V^^  ^^^  !&  somme  des  poi: 
sanccs  de  degr6  a  des  n  premiers  uombres  entiers,  nous  pourroi 
^crirc 

ou 


2h^z= 


(u-l)(n4-2)]_,   , 


3.  Somme  des  cinquieuies  puissances  des  n  premiei 
Dombres  cntiers.    Nous  avons 

0»+l)=*(2««+2w— 1)  =-  2«*  +  6«»-{-5w«— 1, 

et,  en  changeant  n  cu  — ?«, 

(/*  — 1)^2m«  — 2n-~l)  =  27**  — 6n»  +  5ii*— 1. 
Posons 

ii»(/i  +  l)^(2n^+2n  —  1)  _  ^«*'  +  6l*^+^«*  — "* 
(1)  Sn^  j2      ~  ~~    "        12  ' 

nous  en  tirons,  en  reraplacant  u  par  n  —  1, 

_  2««  — Gn^4-5»*---n* 

et  parsuite,  en  prenant  la  differcnce, 

Daus   cette    identite,   rempla^ons  n   successivement   par   les 
Premiers  nombres  entiers;  il  nous  vient 

2ö  =  5,-5„ 
3^*  =  ^s~^i 


Ajoutant  et  r^duisant,  on  obtient  Tögalitd 
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l54.2*  +  3ö  +  ...  +  nS  =  Än, 

q«i  donne,  en  egard  ä  (2), 

On  a  donc 

2:»»  =  i(2H«+2n  —  1)2:  u^ 


2:-*-   .  ^--  .   x--l)(»+2) 


„6„[2:n+^ 


-Sn^. 


4.    Somme  des  sixi^mes  paissanccs  des  n  premiers 
ombres  cntiers.     Pour  evalaer  cette  somme,  dous  feroos  nsagv 
^  de  la  m^thüdo  suivanto,  qai  ne  soppose  pas  connues  les  sommes  des 
[  puissaiices  ant^rieures  des  memes  nombres,  et  que  Ton  pourrait  ap- 
yeler  )a  m^thode  des  coefficients  ind^termin^s. 

La  fonDule  du  P.  Jean  Prestet  (1675),  qui  donue  la  somme  des 
paissances  semblablos  des  termes  d'une  progressiou  aritbmetique, 
yroaTe  qae  l'expression  de  la  somme  des  puissauces  a  des  n  premiers 
Bomlnres  enüers  est  du  degr^  a-\-\  et  qu'elle  est  divisible  par  n, 
Qm  peat  donc  6crire 

\^  A^  B^  ,.,^  G  represeiitent  des  coefficients  numdriqucs,  qu'il  s'agit 
de  d^terminer. 

On  cn  d6dnit 
Ein- 1)«  =  fp{n-\)  =  g>(n)-  C)P'+^ <P"-  ^<P"'+  2^1^'" 


^•0>>>0  A,0,m}Q  äU,Ö,»»4 


Poisque 

2:n«— 2:(«~1)«=  h'\ 

PO  a  ridentite 
(4) 

,«— ip  — 2<p  +239       2.3.4^    ^2.3...5'''        2.3...6''    ^3.3...7^     ' 
I/expression  (3)  nous  donne 

g,'(n)  —  7Än^-}'&Bn^+r)Cn^+^Dn^  +  SEn^+2Fn+G, 
\g>"(n)  -=--21^«5  — 15i//i*— lOCr*^— 6/;m«— 3A';»  — F, 

■^^Tin)  —  35^n*+201^n»+10Cu2+4D»»+JE;, 
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2:3-5  9''W  —  21>1»>+6J3«  +  C, 

Mettons  ces  valenrs  dans  Tideutite  (4),  et  ordonnons  par  rap 
ä  n\  nous  ]a  transformons  dans  la  suivante 

»6  «  7An^+S{2B—7A)n^-\-b(C''3B+7A)n* 
+  (4Z>—  10C+20i/— 35vl)n3+  (3JK— 6D-f  IOC—  15i?+21^) 
+  (2F— 3£;+4D— 5C+6i^  — 7^)»  +  t?— 'F+i;— />-|-6'— ^- 

Pour  qnc  cetto  egalite  so  rcdoiso  a  uno  idcntite,  il  fant  c 
suftit  quo  Ton  ait  a  la  fols  les  sopt  equatiuns 

1  «  7il, 
0  =  25-7^, 
0  =  C— 32^+7^, 
0  =  4i>— lOC+20^  — 36^, 
0  «  3£— 6£)  +  10C— lo2?+21u4, 
0  =  2F—3£+4/>— 5C+6Ä— 7^, 
0=.  G—F+E-D  +  C—B+A', 
qoi  donncnt 
A^i,    5  =  i,    C«J,    Z>  =  0,    /J^ J,    F«0,     (7«, 

Sabstituons  ces  valenrs  dans  (3)-,  uous  obtenons 

.       ?J      «♦»      n^      n^       n 

-^'^   =7  +2+2  ""6  +Ö* 
ou 

,-,                          „  .       6n74-21n6+21n^— 7«»4-n 
(5)  2.n  > -^-g 

Si,  dans  cetto  formnie,  ou  rcmplaco  n  par  n — 1,  on  tronyo 

w        .X«        6n7  — 21;i«+21nö  — 7n»+n 
2:(n-ir= ^2 ' 

CO  qoi  donne  eflfectivement 

L'expression  (5)  pent  se  mettrc  sons  nne  forme  plus  simxde. 
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Le  ■HBi^nkteiir  adract  le  factcnr  n\  il  est  en  oatre  divisible  par 
•+1,  car,  81  I'oa  y  remplace  n  par  — 1,  il  se  r^duit  ä  z6ro.  On 
trcNive  ainsi  que 

C6)  £n^  = Y2 • 

Le  nom^rateor  de  ccttc  factour  est  oncore  divisible  par  2/t-|-l: 
car,  si  Tuii  romplace  n  par  — ^  daus  le  dernier  facteur,  11  se  r^duit 
4  z^ro. 

Divisant  cc  facteur  par  2w+l,  «u  trouvo  Ic  qaotient  3/** +6»' 
— 3i»-f-l;  de  sorto  que  Ton  a 

«  ^      »•(»4-l){2n+l)(3ii*+6;»3— 3i»+l) 
^'* 42 

On  sait  que 

n(n+l)(2H+l)  _   «  , 
6  ""       *  ' 

Ott  a  d'ailleurs 

3ii*  +  6w3  —  3»*  + 1  «  3«»(n  + 1  )*  —  3M(n + 1)  + 1 
3»*+6n3  — 3n+l  =  122:n»  — 62;n  +  l. 

Ob  peat  ilonc  6crire  que 

Ä«  ==  4^i&ii»[122:n3  — 62:«+!]. 

5.    Soinme  des  carr^s  des  n  premiers  nombres  ontiors 
yar  la   m^thode  des  coefficients  iud^terminds.     La  in6- 
precMeaie  fooniit  tr^s  rapidemeut  la  somme  des  carres  des  n 
nombres  naturels. 


Posant 

a 

\>a  on  tire 

^n«— Z(n— 1)-  =  3yl/i*— (3^  — 2i^)/i+^— /?+C, 

"*  »«  =  3.4»«—  (3^— 22^)»+  A'-B  +  C. 

Cette  identitä  donne 

On  tronve  donc  que 

11%       ^^_Y_^\''       2»3+3»«+n 
r"*  ""3 '•"2  "*"6"'  6 
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i,._ -g j 

c'eBt-Ä-dire 


ce  qui  est  la  formule  cüunoe. 


6 

Georges  Doitoi. 


5. 

Neue  BereclinniiK  des  Volumens  einen  PriniiatvMs. 

Allu  Matbciuatiker  noscrer  Zeit  habeu  das  BedürfQisa  bä  in 
Aufstellung  von  Beweisen,  LJtsuugen  oder  Formela,  solche  womGgbil 
zu  wäblcD,  die  allgemein  gültig,  sich  anf  ein  ganzes  System  derii 
niatbcmatiBCbe  UntcrsnchuDg  gcbrachtcu  GrOsaen  bezieht  Am  di^ 
som  Bedttrfoiss  ging  auch  wohl  die  Berechnung  des  Frismatoids  dirtk 
Steiner  und  Wittstiiu  hervor;  es  siud  ja  Obelisk,  SpheniBh,  Aili- 
Obelisk,  Anti-Prisma,  Ponton,  schief  abgeacbnittenes  Parallelepipedii 
etc.  spedelle  Fälle  davon,  auch  ISast  sich  jedes  schief  sbgeschnittot 
Prisma,  Ikosaeder,  Dodekaeder  nach  der  Forme)  des  Prismatoidi  to 
rechnen.  Überhaupt  alle  diejenigen  dnrch  Ebenen  begrenzten  Körper. 
welche  parallele  Grundflächen  haben,  unter  denen  auch  eine  in  OK 
Kaute  oder  Schneide  ausgeben,  also  gleich  Null  sein  kann. 

Die  Einführung  des  Prismatoids  in  die  Stereometrie  gewim 
immer  mehr  Freunde  von  der  Ansicht,  dass  man  sich  nicht  b^lga 
müsse  mit  der  Berechnung  des  Koppe'schen  ObcUak,  sondern  b«  dt 
Volumen-Bestimmung  der  Körper,  dem  Prismatoid  als  aUgeoemUt 
Körper  den  Obelisk  und  die  zugebörcndcn  übrigen  nnterzaordnea. 

BiBlaug  war  es  gchräucblich  zur  Berechnung  des  Prismatoids  ■ 
auch  des  Obelisks,  die  beiden  Gruudflächeu,  die  mittlere  Dorchsctaütl 
ligur  und  die  Höhe  des  Körpers  zu  benutzen,  nach  der  Formel: 

Mir  lag  immer  bei  der  Berecliuuug  dieser  Körper  der  Gedanke  na 
ob  sich  wol  eine  Formel  geometi'isch  ableit«n  lasse  (J.  K.  Bed 
hat  in  seiner  Combinatorik  diese  Frage  bebandelt),  in  der  cntwe 
nur  2  Durchschnittsflächen  vorkommen  oder  sogar  nnr  eine,  di 
wäre  die  al^;emeine  Form: 
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^e  ist  mir  gelangen,  jedoch  das  letztere  nicht,  weil  a  irra- 
io  wird,  wodurch  auch  die  Formel  ihren  Wert  für  die  Praxis 

rsatz.  Legt  man  durch  ein  dreiseitiges  Prisma  ABCDEF 
.  2.)  die  beiden  Diagonal-Ebenen  DCB  und  DEC  und  einen 
araUel  zu  der  einen  Grundfläche,  in  einem  Abstand  hx  von 
m  Grundfläche,  wenn  man  unter  x  einen  absoluten  echten 
rsteht,   so  ist  die  dreiseitige  Pyramide  BCDE  gleich  der 

mit  der  Höhe  des  Prisma  und  der  Grundfläche    w~t^ r- 

Dar(l — x) 

:   Bezeichnet  mau  die  Höhe  des  Prisma  mit  h  und  KHLM 

)  ist 

Dh 


Vol. 


6a:(l  —  x) 


eis.    Es  ist  KHLM  ein  Parallelogramm,  dessen  Inhalt  durch 
isgedrflckt  werden  kann.    Bezeichnet  man 

GH'^  a,    JG  =^h,     HJ^c 

GK  -=  ax^     GM  ^-  hr,     KM  -=  ex 

It  sich  in  Fig.  2. 

dHGJi  dKGM=  c^ic^x^ 


i  man 
ist 


JHGJ  =  JABC  =  d 

JGKM^d.x^ 

JMLJ=^  -^(1— ar)2 

aUelogr.  HLMK^  .^[1— x*— (1— a;)*]  =  2x{l  —  x)d 
HLMK=^  D  gesetzt,  so  ist 

^-     _^__ 
2a:(l— ar) 

die  beiden  Pyramiden  BDCA  und  BDCE  gleiches  Volumen 
v'^en  gleicher  Grundfläche  BDC  und  gleicher  Höhe  der 
;  und  G  über  der  Grundfläche  BDC^  so  ist 

-amide  ABCD  =  ^^^  =^  ^-  -  Pyramide  BDCE 

«  .^  D  h  Dh 

Pyramide  BDCE  =  ^-(Y  — j  •  3  =  ei(rri) 
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Aufgabe.  Das  Yolamcn  eines  Prismatoids  zm  berechnen,  tit 
einer  Grandfläcbe,  der  Höhe  und  der  Dnrcbschnittsfl&cbe  in  einem 

Abstände  hx  von  jener  Grundfläche. 

Gegeben:    DEFV  «=  g,    Höhe  =-  A,    HJKLMNO  -»  jD. 

Auflösung.  Man  wähle  den  Puukt  S  (s.  Fig.  3.)  in  der  Grund- 
fläche ABCy  die  ein  beliebiges  Polygon  sein  kann,  beliebig  nnd  vc^ 
binde  <S  mit  den  Punkten  Z>,  A\  F  und  6r,  so  entsteht  die  Pyramide 
DEFGS^  deren  Grundfläche  gleich  g  und  deren  Höhe  gleich  h  ist» 
demnach  ist  das  Volumen  dieser  Pyramide 

DEFGS^  ^ 

Ferner  entstehen  dreiseitige  Pyramiden  ABSD,  BCSE^  CASG  elc; 
diese  Anzahl  Pyramiden  wird  bestimmt  durch  die  Anzahl  der  Seitei 
der  Grundfläche  ABC,,.^  die  Spitzen  dieser  Pyramiden  liegen  in  den 
Ecken  der  oberen  Grundfläche  und  die  Summe  der  GmndflA^en  die- 
ser Pyramiden  bildet  die  untere  Grundfläche  des  Prismatoids.    Dem- 

nach  ist  das  Volumen  dieser  dreiseitigen  Pyramiden  =  -^  • 

o 

Es  bleiben  noch  die  4  dreiseitigen  Pyramiden  BDES,  CEFS^ 
CGFS  und  AGDS  zu  berechnen  übrig. 

Nach  vorigem  Lehrsatze  ist: 

Pyramide  BDES  —  g^j"—/)  ^^^^^' 

h 


11 


11 


1» 


CEFS 


CGFS 


AGDS 


Also 


(k(l— x) 

Ä 

6x(l  —  x) 

Ä 

6x(l— x) 


LMRQ 


MRTN 


HPTO 


BDES+CEFS+CGFS+AGDS  =  ^-^~-\JKQP'\'LMQR 

+  MRTN+HPTO] 

Weil  nun 

JHPJ+KQL+NTO  =  x^lABS+BCS+ACS]  —  a^.ABC  «  «*.(? 

und  der  Inhalt  von  PQBT  =  g{i  —x)*  ist,  so  ist  die  Summe  der 
Parallelogramme 

JKQP-\-LMRU-\-  MRTN -{-HPTO  =  D—  Gx*—g{l—x)* 
Das  Volumen  der  zuletzt  betrachteten  4  Pyramiden  ist  also 
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il  nun  alle  vorhin  berechneten  Pyramiden  das  Prismatoid  aos- 
;ben,  so  ist 

V^l-  =f +f +Ml^-^)  t^--^'-^^'-^^'^ 

_k\g(3x—l)      G(3x^2)  D      ] 

imt  man  x  als  Variable  an,  so  lässt  diese  Formel  zu  g  und  O 
ndlich  Tide  Darchschnittsflächeu  zu ,  so  erhält  man  für  x  =  \ 
itzti 

Vol.  ^-^[G+g+'^D]  wie  bekannt 

»t  man  aber  G  in  jeuer  Formel  verschwinden,  also  setzt  mau 
^  =  O,  80  ist  ac  =  ü,  und  für  diesen  Wert  von  x  erhält  man : 

Vol.  =  J(l^+3Z)) 

jr  setzt  man   ^^-^ =  0,  so  ist ,«  =  i,  ftü:  diesen  Wert  von  x 

X 

ilUt  man: 

Vol. -|(G^+3/>) 

Weil    nun   im  Sphcnisk  (Keil)   die   eine  Grundfläche  zu   einer 
hncide  wird,  so  ist  ^  »  0,  also 

Vol.  =  1*2) 
länft  parallel  der  Schneide,  auf  ^  der  Höhe  von  derselben. 

Hamburg,  im  November  1878. 

Th.  Sinram. 


6. 

Beitragr  zur  Ellipse. 

Lehrsatz.    Teilt  man  die  eine  halbe  Mittellinie  eines  Parallelo- 
MH  —  a  in  einem  beliebigen  Verhältniss   (s.  Fig.  1.)   und 


•%H  »»  6    in    demselben   Verhältniss,    so    dass   MJ  »  -»    DK  »  - 

n  n 

ind   verbindet  E  mit  J  und  G  mit  iT,  so  ist  der  Schnitt  P  dieser 
»eiden  Linien  EJ  und  GK  ein  Punkt  einer  Ellipse. 


Beweis.    Man  ziehe  PN\\  MG  nod  Pl.\\  DC,  dann  ist 

I)  Jl/iV  =.  x  —  JJV+  ^  oDd 

II)  yw  — y-6  — *+Ari 

Weil  nan  ^JAfKco^SPJ,  so  ist  "•.SJ  =  b:!i,  demnach  •''V  =  ^ 

„      ,.     ^KDOro/^KLl',  „    „  *:ifX,  =  «:(«— jr),   ,.  Jri,=~- 
DicsG  Werte  fur  JN  uiiil  ^/,  in  Uleiubnng  I)  und  II)  sabstitnirt  gieht 


I) 


,:+j 


II,  ,  =  i-^+'^ 


Dicst-n  Wert  für  j 
l)    x  = 


und  hieraus    II)    s  = 


oder 


"■+1 


4«".. 


ntBO  auch     i'ic^ 


4(1*6««* 
■    "(.•+1)'  ' 


(.>  +  !)' 

":-  (.'+r)" 

Beido  Gleichungen  addirt: 

.,■;'+ l,V 
Hieraus  crgiebt  sicli 

Weil  mm  diese  Gleichung  die  einer  Ellipse  in  Bezug  auf  ihre  eaiyi 
girtcn  Durchmesser  Uli  =  2a  und  AW  —  2A  ist,  so  ist  der  PnnJrt 
ein  Punkt  einer  KIlipse. 

Aus  diesem  Lehrsatze  ergi<'l)t  sich  die  OonstructJon  der  \afgAt 
„Einem  gegelieiieii  Parallelogramme  eine  Ellipse  herOhrcud  einn 
schreiben." 

Man  teile  .\Hf  und  I/l>  (Fig.  'J.)  in  n  gleiche  Teile,  hezeie^ 
die  Punkte  von  //  ans  auf  JiM  untl  JiD  mit  1,  2,  3 ...  und  mit  li 
'Ja,  :{a  ...  Dann  verbinde  man  /v  mit  den  Punkten  1,  Ü,  3...  U 
den  Punkt  Cr  mit  den  Punkten  In,  i^a,  3b  ...,  so  geben  die  Sdtmt 
der  Linien  AI  mit  c/ia,  ferner  der  Linien  £2  mit  G2a,  n.  s.  f.  Paik 
der  Ellipse. 

Hamburg,  Decembcr  187»*.  Th.  Sinram. 
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7. 

£iii|re  Aufgraben  aus  der  Combinationsreclinttiisr. 

ffie  gross  ist  die  Anzahl  der  Complcxionen ,  welche  sich  bilden 
••öl  ao8  a  Elementen  einer  Art  und  b  Elementen  einer  andern  Art, 
,^  der  Classenexponent  n  ist  und  wenn  vorgeschrieben ,  dass  zu 
^  Complexion  von  den  Elementen  der  ersten- Art  (w  —  m)  Ele- 
^te  ond  von  der  zweiten  Art  m  Elemente  benutzt  werden  sollen. 

Aafldsuug.     Aus  a  Elementen  der  ersten  Art  lassen  sich  Va 


n—m 


iatiouen  zur  (m  — m)teu  Classc  ohne  Wiederholung  bilden  und  aus 
/j  Elementen  gleich  Vö  Variationen.    Jede  der  zuerst  erhaltenen 

m 

itionen  der  (74— frt)ten  Classc  lässt  sich  mit  jeder  Variation  der 

Classe  zu  einer  neuen  Complexion  der  nten  Classe  zusammen- 

1;    daher  ist  die  Anzahl  dieser  Complcxionen  der  nten  Classe 

>iud  z.  B.  für  die  a  Elemente  der  jü»iuen  Art,  Vocale  ael,..  ge- 
.  ttiid  für  die  A  Elemente  Consouanten  bcd,,,,  so  würden  Com- 
mon der  5ten  Classe  folgende  Formen  haben,  aelalj  eahcd.,,^ 
Anzahl  =  Va.Vb  ist. 

>ian  können  aber  die  Elemente  e  und  ^,  c  und  c  etc.  zu  neuen 
»lexioueu  zusammengestellt  werden  und  es  kommt  darauf  an,  zu 
;hneu,  wie  viele  neue  Complexioneu  aus  jeder  der  obigen  sich 
Q  lassen;  es  ist  dann  jenes  Product  Va,Vb  mit  der  Anzahl  der 

n  Formen  zu  multipliciren. 


ti—n%    m 


Man  findet  diese  Anzahl  der  Versetzungen  aus  der 
Eahl  der  Permutationen  von  n  Elementen,  unter  de- 
i  sowohl  {m  —  n)  gleiche  und  auch  m  gleiche  Elemente 
'kommen. 

Dio  Elemente  jeder  Ai*t  dürfen  in  den  Variationen  unter  sich 
it  mehr  permutirt  werden,  z.  B.  ae  nicht  mehr  in  «a,  weil  diese 
jcbiedeneu  Formen  als  auch  bcd^  bdc  etc.  schon  unter  der  An- 
l  der  aufgestellten  Variationen  Va.Vb  enthalten  sind,  und  daher 

t  man  die  (»  —  »»)  Elemente  der  einen  Art,  ebenso  die  m  Bie- 
te der  anderen  Art  unter  sich  als  gleiche  Elemente  an,  und  wird 
r  die  gesachte  Anzahl  der  Complcxionen 


I)      Va.Vb 


.     Pn  =   Va.Vb. r(  7*   \  =  Va.Vb.Cn 

(ii~iift)gleiche      n—m    m  l»— ml       «— w    m       m 

m         n  \   m   / 


44() 


MisaÜen, 


Wenn  n  =  m  d.  h.  wenn  zn  den  Complexionen  nnr  Elemente 
zweiten  Art  genommen  werden  sollen,  so  wird  in  Formel  I) 


Va  =  Va  =  1     und     P/n\  = 
M—m  0 


also  ist  dann  die  Anzahl  der  Complexionen  =^  Vb. 

N 

Wenn  dagegen  t»  *=  0  d.  li.  wenn  zu  den  Complexionen  nur 
mente  der  ersten  Art  genommen  werden  sollen,  so  wird  aus  Fomwl 

--  Va. 


u 


Wird  angenommen,    dass   die  gegebenen   Elemente   der 
Gruppen  mit  Wiederholung  variirt  werden,  so  ist  die  AdzaU 
Variationen 

Wenn  «  =  ä,  so  ist  die  Anzahl  der  Complexionen   a"  i    j 

Sind  mehr  als  2  Gruppen  von  Elementen  gegeben,  z.  R  Ol 
von  a,  A,  c  ...  Elementen,  und  es  sollen  Complexionen  von  « 
menten  gebildet  werden,  so  dass  aus  der  ersten  Gmppe  p 
benutzt,  aus  der  zweiten  ^,  aus  der  dritten  Gruppe  r  n.  8.  w. 
so  ist  die  Anzahl  der  nebcneiuauder  aufzustellenden  Variationen  gi( 

I)      I'a.  Vb,Ve  ... 
P       q       r 

Es  können  auch  hier,  wie  vorhin,  die  Elemente  der  Terschk 
nen  Gruppen  in  diesen  Zusammenstellungen  wieder  zn   neuen 
plcxionen  umgestellt  werden,  nur  nicht  die  Elemente  in  den  eii 
Variationsformen.     Die  Anzahl  der  Umstellnngen  dar  Elemente 
der  Form  I)  zu  neuen  Complexionen  ist  gleich  der  Permnl 
von  n  Elementen,  unter  denen  sowohl  p  gleiche,  q  gleiche  a.  s.  w.  ni 
Daher  ist  die  Anzahl  der  Variationen 

=  \"a.Vb,Vc  ...  P/n' 

P       q       r 


wenn  />  +  (/+»•+  ...  =  n  ist 

Sollen  die  gegebenen  Elemente  mit  Wiederholung  variirt 
so  erhält  man  die  Formel 


^Va.^Vb.^Vc  ...  P/n\, 

P  9  r  I  p 


aP.bV.ö^ 


...  P/n\ 
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Wentt  a  «•  ^  a>  «*>-... ,  so  ist  die  Anzahl  der  Complexionen 


a?'P/n 


Hamburg,  im  Februar  1879.  Th.  Sinram. 


8. 

Tramforaiatloii  der  LeibnitzVhen  Reibe  für  die 

Ladolph*6ebe  Zahl*). 

Die  bekannte  Reihe  von  Leibnitz 

ist  we^en  ihrer  geringen  Convcrgenz  znr  Berechnung  von  n  wenig 
L  brauchbar;  ans  ihr  lässt  sich  aber  eine  weit  stärker  convergirende 
^Beihe  ableiten,  wie  folgt. 

1^         Mau    vereinige  den  2i(;ten  Term  einmal  mit  dem   (2^-|-l)ten, 
Hiamal  mit  dem  (2^— l)ten;  dann  erhält  man  bzhw.: 


^r  ^ 


n      *=*  2  *=«  2 

?=1  — -T 


4  »ro(4*+3)(4Ä:+5) 

Sanune  beider  AusdrQcke  gibt,  jenachdem  man  von  ersterem  die 
oder  s weite  Form  anwendet: 


i=b(4fc+l)(4A;+3)(4*+5) 
4  2     *=»  4  2 


3.5^^=0  (4^•+5)(4ifc+7)(4ik+9J 

9K  *=»  4   2 


f 


Ton  Jetzt  an  nehme  man  immer  die  halbe  Summe  beider  Ansdrflcke, 
in  erster  und  zweiter  Form,  wo  die  zweite  aus  der  ersten 


^   Bereit«  nritgcteilt  hn  4.  H.  d.  XV.  Bandes  der  ,,Blfttter  ftkr  das  Bai- 
risebo  Ojinoaiial-  nnd  Realfehulweien,*' 
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durch  Abtrennung  des  Anfangsterms  und  Substitution  von  l''\-l 
h  hervorgeht.    Dann  kommt  nächstes  mal: 

2-     ^■T~*"^tr'o(4A-+l)(i*+3)...(4it+7) 

"*"  1 .3+  r.3.5. 7  "*"tfo  (4Z•+5)(4^-  +  7)  . ..("4Z-+ 11) 

2  ~-^  +  1.3  +  ir3.5      k=o(4it+3M4A:+5)..;(4Jt-4-9) 
und  nach  m  maliger  Wiederholung: 

2  ""  l  +  i.3'^"l.3.r)+*   i.3...(2n+i) 
*=*  4.(n+2)! 

n       1       1!  2!  »!  J?.f*^±l)- 

2  "*  1  +  1.3  +  1.3. 5+ •••i;3...(2n+l) "+"1.3.;. (2»+3) 

_*=»  4(;*+2)! 


*=o  (4il  +  3) (4Ä;+5) . . . (4^-f- 2n+7) 

Die  Richtigkeit  des  allgemeinen  Resultats  ergibt  sich  leicht,  indc 
man  das  Verfahren  noch  einmal  wiederholt. 

Setzt  mau  in  der  letzten  Gleichung  n— 1  für  n,   so  zeigt  sie 
dass  \n  zwischen  folgenden  Grenzen  enthalten  ist: 

ifo  1 . 3 7. . (2it+ 1) ^  2  ^ i .3...(2»i+i)  +*5) iT37.~ (ät + ij 

I)a  die  Diifereuz  beider  Grenzen  für  w  =  ao  verschwindet,  so  i! 
womit  wir  zu  unserm  Ziele  gelangen, 

2  ■"it=ol.3...(2^•+l) 
Der  Quotient  zweier  successiver  Terme 

2^•+ 1 

hat  den  Grenzwert  ^,  mithin  convergirt  die  Reihe  im  nnendliclM 
gleich  stark  mit  der  Reihe  der  Potenzen  von  i,  vorher  noch  stärke 
Die  Berechnung  zeigt,  dass  20  Terme  eine  Genauigkeit  aaf  6  Bnic 
stellen  ergeben. 

Würzburg.  Friedrich  Polster. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Bouwstoffen  voor  de  gcschiedcnis  der  wis-  cn  natuurkundigo 
Dscliappcn  in  do  Ncderlandeu.  Door  D.  Bicrcns  de  Haan, 
^edrukt  uit  de  Verslagcn  cn  Modedeeliiigcn  der  Kon.  Akademie 
Wetenschappen,  Afd.  Natuurk. ,  2«  Recks,  Decl  VIII.  IX.  X.  ^n 
(l^iet  in  den  Handel).    1878.    421  S. 

Das  Vorliegende  ist  ein  Beitrag  zur  Gcscliicbte  der  Logarithmon- 
?ln  und  der  Kreisbereclinung,  welcher  sich  auf  den  Anteil  der 
^derlande  an  der  Bearbeitung  und  Herausgabe  beschränkt,  inuer- 
Ib  dieser  Grenze  noch  keine  Vollständigkeit  beansprucht,  vielmehr 
a  Zweck  verfolgt  Unbekanntes  und  Wenig-bekanntes  ans  Licht  zu 
eben,  falsche  Angaben  zu  berichtigen  und  falsche  Urteile  zu  be- 
reiten. Die  darin  gegebenen  Nachrichten  über  die  vorhandene  Litto- 
^,  über  die  Verfasser  und  deren  wissenschaftliches  Wirken  sind 
ciur  reichhaltig,  am  ausführlichsten  sind  die  Einzelheiten  der  Aus- 
sen behandelt.  Eine  Liste  holländischer  Logarithmentafeln  führt 
«Ten  61  auf,  einige  in  Leipzig  und  Berlin,  eine  in  Peking,  die  übri- 
^  in  Holland  erschienen.  Der  Gebrauch  der  Logarithmentafeln  fand 
M  nach  ihrer  Erfindung  in  England  Aufnahme  in  den  Kiederlan- 
^,  wo  bei  Empfohlung  und  Einführung  in  den  Schulen  das  Motiv 
^nraltete,  dem  mathematischen  Studium,  vor  welchem  sich  Viele  der 
^08«en  Rechnungen  wegen  fürchteten,  das  Abschreckende  zu  benehmen. 
U  diejenigen,  welche  zuerst  dafür  tätig  waren,  sind  D.  Henrion, 
^echiel  de  Docker  und  Adriaan  Vlack  genannt.  Von  A.  Vlack  und 
Qdolph  van  Genien  handelt  ein  grosser  Teil  der  Schrift.        H. 
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Das  Mathematische  im  Talmud.  Beleuchtung  und  Erläut 
der  Talmudstellen  mathematischen  Inhalts.  Von  Dr.  B.  Zu( 
mann.    Breslau  1878.    A.  Hepner.    63  S. 

Schon  das  mosaische  Gesetz  enthält  manche  Masshestimm 
die  mathematische  Betrachtungen  veranlassen.  Der  Talmud 
wendet  sogar  mathematischen  Scharfsinn  an,  um  ans  dem  mosa 
Gesetze  mit  Profit  ein  anderes  zu  machen.  So  folgert  er  z. 
dem  erlaubten  Sabbatwege  ein  kreisförmiges  erlaubtes  Feld,  v 
delt  dies  in  ein  Quadrat,  und  gewinnt  so  nach  den  Ecken  zu 
kleinen  Zuwachs  des  Weges.  Dies  ist  nicht  der  einzige  FaD,  de 
directe  approximative  Angabe  des  Kreisinhalts  und  der  Kre; 
veranlasst  hat ;  die  Kreistlüche  soll  danach  2  ^^^  umschriebeue 
drats  sein.  Genauer  wird  die  Quadratwurzel  aus  5000,  nämlich 
+  Rest,  ermittelt.  Der  Verfasser  schliesst  aus  einer  Stellt 
Weisen  können  den  Rest  nicht  finden  —  dass  die  Irrationalil 
Wurzel  erkannt  sei.  Maximalbestimmungen,  die  nicht  als  solcli 
gesprochen  sind,  ergeben  sich  durch  Conjectur  zur  Erkläroi 
scheinend  willkürlicher  oder  widersprechender  Massvorschriftei 
Ganze  ist  äusserst  populär  vorgetragen.  ] 


Käfi   fil  Hisäb    (Genügendes   über  Arithmetik)    des  Abu 
Muhammod   Ben   Alhusein  Alkarkhi  nach  der   auf  der   Herz< 
Gothaischen  Schlossbibliothek  befindlichen  Handschrift  bearbeit 
Dr.  Adolf  Hochheim,   Professor.     I.    Halle  a.  S.     1878. 
Nebert.    4».    24  S. 

Diese  Schrift  geht  einer  andern,  betitelt  Fakhri,  desselbe 
bischen  Verfassers  voraus,  welche  bereits  von  F.  Woepcke  i 
Uebersetzung  herausgegeben  war.  Der  Uebersetzcr  erklärt  dj 
übergebenc  Handschrift  für  eine  ohne  Sorgfalt  ausgeführte 
Die  hier  gelehrte  Arithmetik  besteht  aus  Regeln  des  decimalen 
nens,  dessen  Vorteile  in  ziemlich  schwerfälliger  Weise  in  Anwc 
kommen,  immerhin  aber  erkannt  sind.  Ziffern  werden  nicht  gcbi 
daher  ist  auch  von  Anreihung  der  einfachen  Zahlen  successive 
nungen  nicht  die  Rede  und  für  die  Einführung  der  Null  ke: 
dürfniss.  Vielmehr  wird  bei  zusammengesetzten  Zahlen  jede  Oi 
für  sich  behandelt,  und  nur  vorgeschrieben  alle  Zahlen  gleichei 
nung  an  einen  besondern  Platz  stellen.  Vieles  wird  voransj 
oder  stillschweigend  dem  Schüler  überlassen,  wo  man  wol  £rk 
erwartet  hätte.  Die  Multiplicatioa  der  Potenzen  von  10,  als 
tirende  Ordnungszahl,  wird  als  selbstverständlich  unerwähnt  gel 
Ist  das  Product  zweier  einfacher  (einziffriger)  Zahlen  zusammeng 
z.  B.  70.500  =  35000,  so  wird  nichts  von  Absondornng  der  2 
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30000  und  5000  gesagt;  man  könnte  vermuten,  an  decimalo 
g   solcher   Producte    sei  überhaupt    nicht   gedacht  worden. 

werden  Rechnungsvorteile  wie  Substitution  von  1000,  J  für 
Multiplication  besonders  hervorgehoben,  die  Auffindung  des 
men  Teilers  zweier  Zahlen,  nur  mit  wiederholter  Subtraction 
ision,  in  correcter  Weise  gelehrt.  Eigentümlich  ist  das  Ver- 
T  Bruchrechnung.  Nenner  dürfen  nur  einfache  Zahlen  2  bis 
orcn  Producta  sein.    Wo  andere  Brüche  rosultiren  würden, 

eine  kurze  Bemerkung  sagt,  approximative  Rechnung  statt- 
Als  genügend  hat  wol   der  Verfasser  den  Inhalt  der  gegen- 

Schrift  für  den  vulgären  ^Gebrauch  bezeichnen  wollen  im 
z  zu  dem,  was  den  Gelehrten  an  Arithmetik  bekannt  war. 

H. 

nann  Grassmann,  sein  Leben  und  seine  Werke.    Von  Victor 
^l    Leipzig  1878.    F.  A.  Brockhaus.    82  S. 

vorliegende  Schrift,  welche  das  Leben  eines  Mannes  be- 
dem  der  Verfasser  nach  allem  nicht  nur  innig  zugetan  ist, 
an  dessen  geistige  Erhabenheit  er  auch  fest  glaubt,  tut  dies 
in  vollkommen  unvcrhülltcr  Weise :  sie  lässt  Tatsachen  reden, 
L.eser  in  gleichem  oder  auch  in  sehr  abweichenden  Sinne  zu 
olle  Freiheit  behalt  H.  Grassmanu  ist  in  verschiedenen  Ab- 
seincs  Lebens  in  3  Wissenschaften  tätig  gewesen,  der  Theo- 
ithematik  und  Philologie ;  ihnen  entsprechen  die  3  Abschnitte 
is.  In  der  mathematischen  Periode,  auf  die  wir  uns  be- 
Q,  giebt  es  von  Anfang  bis  Endo  fast  nur  von  Miserfolgen 
iten:  Gr.  wurde  nicht  verstanden  und  fand  keine  Nachfolge, 
et  aber  blieb  er  nicht.  Von  seinem  Hauptwerke,  der  linealen 
mgslehre,  auf  dessen  Wert  das  ganze  Gewicht  gelegt  wird, 
luss,  Grunert  und  Möbius  Kenutuiss  genommen  und  sich  gegen 
ber  ausgesprochen.  Alle  3  lehnen  ein  Urteil  ab;  nur  eine 
Verwandtschaft  der  Ideen  mit  Gauss,  Möbius,  Steiner  und 
i  wird  anerkannt.  Dieser  Verwandtschaft  scheint  Schlegel 
^osse  Bedeutung  zuzuschreiben.  Der  wesentliche  Unterschied 
berührt,  dass  jene  Autoreu  mit  gutem  Grunde  und  nicht  etwa 
ngenheit  den  Boden  der  bewährten  mathematischen  Begriffe 
ssen,  während  Gr.  der  Allgemeinheit  a  priori  eine  infellectu- 
't  beimisst,  und  im  Denken  des  Allgemeinen,  noch  ehe  es  als 
i  bestimmt  nachgewiesen  ist,  eine  Leistung  sieht.  Gr.  setzte 
chicksal  keinen  Stolz  entgegen,  sondern  unterzog  sich  allen 
nd  betrat  alle  Wege,  die  sich  darboten  um  die  ihm  versagte 
lung  zu  erringen.  So  führte  er  z.  B.  nachdem  alles  andre 
li  schien,  auf  Grunert's  Rat  die  nutzlose  Arbeit  durch,  seine 
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AnsclianungBlclirc  in  die  Euklid'scliG  Form  nmzDgestalteD.  D 
nigcn  Boiapiolc  der  Anwendung,  die  er  anfanglich  gegeben  h 
nügten  nicht  die  Fruclitbarkoit  seiner  Lehre  darzntan;  sie  e 
nur  Bekanntes  und  Elementares;  C3  muasten  neue  wissenst 
Resultate  daraus  liervorgcheii.  Hauptsächlich  aus  diesem  Mi 
meto  er  sich  Bjiecicllercu  mathematischca  Untersucfaangen ,  i 
Arbeiten  Über  Curvcn-  nnd  Flilchenlchrc,  Mechanik,  Zahle 
Optili  und  eiuigos  auJore,  deren  die  Liste  30  aufzählt,  bewcii 
Begabung  in  der  exactou  Wissenschaft.  Sie  norden  als  £ 
seiner  Ansdelmungslehrc  dargestellt;  in  gntem  Glauben  bfilt 
Schlegel  deren  Fnjchtbarkeit  für  glänzend  bewährt.  Da  jedi 
mit  keinem  Warte  seine  eigene  Auffassung  der  Ausdehnungsli 
legt,  noch  irgcudno  ausspricht,  dass  sie  ihm  nicht  so  anT{ 
sei  wie  dem  Publicum,  so  wird  er  auch  wol  darbbcr  nicht  eni 
können,  ob  jene  Proüuctivität  wirklich  ans  dem  vcrmcintlichci 
entsprang,  uder  Gr.  seiue  Erzeugnisse  in  den  fur  alles  bereit 
ncn  grossen  leeren  Kaum  der  Ausdchnungslehre  oinftigte,  oh 
Fnhigkcit  dorn  I'rincip  verdankte,  oder  neben  und  ungeacht 
Gci»  tos  rieh  tu  Dg  liohalten  liatlo.  Gr.  ist  ein  Meister  der  Log 
nicht  der  klaren  und  gründlichen,  sondern  di-r  kunstfertigen, 
ihm  daher  leicht  suiuc  Arbeiten  in  die  gewünschte  Beziehung  z 
Auch  erklürt  es  sich  wol  daraus,  dass  seine  Aufstellungen  \o 
Seite  bestritten  worden  sind.  lu  einer  Arbeit  sct^it  er  auch  di 
ton'sclicn  Quat^>ruioncu.  iu  eine  und  zwar  subüi'diuirte  Beziel 
Ausdchnuugslehro.  Diese  Verwandtschaft  kauu  man  ihr  w< 
stehen.  Wie  zum  Schluss  or/ühlt  wird,  erlebte  er  es  soeben  nc 
mehrere  Mathematiker  —  die  ersten  waren  Günther  und  P 
die  Ausdchnnngslehro  ans  Licht  gezogen  und  ihre  hohe  Wi 
Öffentlich  ausges])rocben  haben.  Eine  ähnliche  Anerkennung 
schon  iu  den  ersten  Jahren,  als  iliin  dio  Jablonowski'schc  Ges 
iu  einer  Aufgabe,  die  sehr  gut  zu  seinon  Ideen  passtc,  den  I 
Uilte. 


Carlo  Malagola,  Della  vita  e  dolle  opcre  di  A 
Urcoo  detto  Codro.  Studi  e  riccrchc.  In  Bologni 
Tipografia  Fava  e  Goragnanl.    187a  —  XX,  699  S. 

Es  mag  vielleicht  auf  den  ersten  Blick  eigentümlich  a 
wenn  in  einer  mathematischen  Zeitschrift  ciuo  Arbeit  bcsprodi 
welche  von  einem  Professor  der  griechischen  und  lateiniBchen 
an  der  Universität  Bologna  handelt.  Wenn  aber  dieser  Philo! 
Lehrer  des  Coppernicus  gewescu  ist,  wenn  ein  Capitel  des 
nur  von  dem  Aufcuthalt«  dieses  Mannes  in  Bologna  handelt,  voi 
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Stadien,  seinen  Lehrern,  und  den  Studenten,  welche  nach- 
nit  ihm  zusammen  derselben  Nation  angehörten,  dann  wird 
itamliche  dem  Natürlichen  weiclien  und  die  Erwähnung  des 
n  dieser  Stelle  sich  als  selbstverständlich  herausstellen. 

nio  Urceo  mit  dem  Beinamen  Codrus  war  zu  seiner  Zeit  einer 
itendstt»n  Graecisten,  dessen  Vorlesungen  von  Studirenden 
iltatcn  besucht  wurden,  ja  so  eifrig,  dass  die  Studenten  aus 
•n  Colle^cn  fortliefen,  nur  um  ihn  hören  zu  können.  Zuerst 
\\  in  seinem  Copernico  auf  die  hohe  Wahrscheinlichkeit 
Jieser  eminente  Mann  der  Lehrer  des  Coppernicus  im  Griechi- 
vesen  sei.  Darauf  sich  stützend  hat  Herr  Malagola  alles 
iRCstellt,  was  für  eine  solche  Lehrerschaft  spricht.  Wenn 
luch  nicht  der  actenmässige  Beweis  geführt  ist,  auf  den  wir 
-eben  des  Coppernicus  so  vielfach  verzichten  müssen,  so  ist 
71  noch  an  der  betreffenden  Tatsache  zu  zweifeln.  Bei  den 
hungen  in  [den  Archiven  Bologna*8  und  anderswo  nach  Do- 
über  Codrus,  fand  Herr  Malagola,  durch  das  Glück  begün- 
dem  Familieuarchiv  des  Grafen  Malvezzi  aus  dem  Hauso 
e  vollständigen  Acten  {l''2^y^)  c.  bis  zur  Mitte  des  vergangenen 
prts)  der  Natio  Germanorum  zu  Bologna.  Dieser  Na- 
örte  nun  auch  Nicolaus  Coppernicus  an,  welcher  im 
)6  aufgenommen  wurde,  und  auch  dessen  Bruder  Andreas 
licus,  der  1498  in  dieselbe  eintrat.  Aus  Eigentümlichkei- 
le  statutenmässig  bei  der  Einzeichnung  in  die  Matrikel  der 
rgeschrieben  waren,  ergibt  sich  sicher,  dass  beide  bei  ihrem 
loch  nicht  Domherrn  von  Ermland  waren.  Unter  Zuhilfo- 
1er  sonst  bekannten  Tatsachen  entwickelt  nun  Herr  Mala- 
interessantcs  Bild  von  den  Studien,  welche  Coppernicus  in 
geführt  hat.  Statutenmässig  musste  er  als  Mitglied  der  deut- 
tion  die  Rechtswissenschaft  studiren.  Wir  lernen  nun  die 
?nnen,  welche  in  der  Zeit  des  Aufenthaltes  des  Coppernicus 
iche  und  weltliche  Recht  lehrten,  wir  erfahren,  welche  Cd- 
sen  wurden,  und  wenn  wir  auch  nicht  bestimmen  können, 
ivon  Coppernicus  gehört  hat,  so  ist  doch  für  die  Kenntniss 
Idungsganges  viel  gewonnen.  Auch  über  die  beiden  Profes- 
elche man  als  seine  Lehrer  in  Mathematik  und  Astronomie 
1  gewohnt  ist,  Domenico  Maria  Novara  und  Scipio  dal  Ferro, 
wir  auf  Grund  von  Actenstücken  eingehende  Nachrichten, 
►etreff  des  letztern  wird  z.  B.  das  Todesdatum  richtig  ge- 
uch  Nachrichten  von  allen  Professoren  der  Mathematik  und 
ie  zu  des  Coppernicus  Zeit  sind  angegeben. 

Documento  im  Anhange    (XXI  —  XXXI)   enthalten  aus  den 
r    Deutscheu  Nation   zunächst  Urkunden    über    Lucas 
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Watzelrode  (1470—1473);  über  sonstige  Canonici  und  Cler 
crmländcr  Diooccse  (1374—1500).  Dann  kommt  eine  hochint^ 
Abhandlung  über  die  Geschichte  der  Natio  Gcrmanorun 
logna.  Es  folgen  die  Urkunden  über  Nicolaus  Coppemic 
Domenico  Maria  Novara,  über  die  übrigen  Professoren  der  An 
zu  Bologna  von  1483  bis  1501  (woran  sich  aus  den  Statatei 
tistenfacultät  die  Bestimmungen  über  die  zu  lesenden  FS 
schliessen);  über  Scipiono  dall  Ferro,  Andreas  Coppem: 
schliesst  sich  an  eine  Nach  Weisung  über  die  anderweitig  1 
deutschen  Studenten  in  Bologna  von  1496  bis  1500,  welche 
Natio  Germanorum  angehörtx^n;  dann  ein  Abdruck  der 
der  deutschen  Nation  von  1490—1500,  endlich  Documenta 
colaus  von  Cusa,  der  ebenfalls  der  deutschen  Nation  zu  Bo 
gehörte. 

Das  Capitel  über  Copperuicus  und  die  Anhänge  XXl 
deren  Inhalt  oben  kurz  angegeben  ist,  soll  Ende  des  Jahre 
auf  Kosten  des  Copperuicus  -Vereines  zu  Thorn  herausgegebe 
Wenn  wir  noch  einen  Wunsch  aussprechen,  so  ist  es  der, 
in  Deutschland  ein  Verleger  finden  möge,  um  die  Acten 
sehen  Nation,  wie  sie  das  Malvezzi'sche  Archiv  enthält,  pu 
zu  machen.  Er  würde  sich  um  die  Geschichte  der  Wissi 
hohes  Verdienst  erwerben. 

Thorn.  C  u 


Bulletino  di  bibliograiia  e  di  storia  delle  scienze  mate 
üsiche.  Pubblicato  da  B.  Boucompagni.  Tomo  XI.  R 
Tipografia  delle  sc.  mat.  e  fis. 

Der  Inhalt  der  ersten  6  Hefte  ist  folgender. 

1.  Heft.  E.  Millosevich:  Ueber  das  Leben  und  die 
von  Giovanni  Santini. 

2.  Heft.  Schluss  des  Vorigen.  B.  Boucompagni:  I 
eines  Briefes  von  Prof.  Angelo  Genocchi  über  Herausgabe  ( 
von  Cauchy. 

3.  Heft  Adolf  Mayer:  Geschichte  dos  Princips  der 
Wirkung.  Ins  Italienische  Uebersotzt  von  G.  B.  Biadego 
Ber.  241.  p.  3.)  —  M.  Curtze:  Neue  Copernicana  aus  Up? 
trag  gehalten  im  Copernicus -Verein  für  Wissenschaft  und 
Thorn  am  4.  Juni  1877.  Ins  Italienische  übersetzt  von 
ragna.  —  Zugaben  und  Anmerkungen  dazu. —  E.  Giord 
logna):  Die  6  Cartello  mathematischer  Herausforderung  crs 
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Ge  allgemeine  AnflösuDg  der  kubischen  Gleichungen  von  Ludovico 
•^errari  nebst  den  6  Gegcn-Cartellen  in  Erwiderung  von  Nicolö  Tar- 
igiia  enthaltend  die  Lösungen  der  von  der  einen  und  andern  Seite 
^teilten  Aufgaben.  Gesammelt,  autographirt  und  publicirt  von  E. 
.  Mailand  1876.  Luigi  Ronchi.  Bericht  in  italienischer  Sprache 
n  M.  Gantor  nach  seinem  deutschen  Bericht  in  Schlömilch  Zeit- 
ir.   XXn.    133—150. 

4.  Heft.    M.  Cantor:  Briefwechsel  zwischen  Lagrango  und  Euler. 
Italienische   übersetzt   von   A.  Favaro.   —   F.  Siacci:   fitude 

lorique  et  critiquo  sur  le  probleme  de  la  rotation  d'un  corps  solide 
our  d'nn  point  fixe,  par  Ph.  Gilbert,  Professeur  ä  Tuniversit^ 
loliquc  de  Louvain.    Bruxelles  1878.    F.  Hayez. 

5.  Heft.  G.  Garbicri:  Lehrbuch  der  Determiuantentheorio  für 
lirendc,  von  Dr.  Siegmund  Günther.  Durchaus  umgearbeitete, 
nehrte  und  durch  eine  Aufgabensammlung  bereicherte  Auflage, 
ingen  1877.    Eduard  Besold. 

6.  Heft  A.  Favaro:  üeber  die  von  Dr.  Carlo  Malagola 
nstaltete  Ausgabe  einiger  Documento  bezüglich  auf  Nicolaus  Coper- 
s  und  auf  andre  Astronomen  und  Mathematiker  des  15.  und  16. 
hnnderts  (s.  p.  4 — 6). 

Pablicationsverzeichuissc  im  2.,  4.  und  6.  Heft.  H. 


Methode  und  Principien. 

Kant  und  Helmholtz  über  den  Ursprung  und  die  Bedeutung  der 
manschanung  und  der  geometrischen  Axiome.  Von  Albrecht 
luse.    Lahr  1878.    Moritz  Schauenburg.    94  S. 

Das  Vorliegende  ist  nach  Vorgang  von  Schmitz-Dumont  (vgl.  litt. 
.  232.  p.  41.)  die  zweite  Erscheinung,  welche  davon  zeugt,  dass 
Helmholtz  gelungen  ist  das  Schweigen,  welches  die  Philosophen 
historischen  Schulen  bisher  allen  principicllen  Fortschritten  ent- 
enstellten,  zu  durchbrechen.  Der  Verfasser  giebt  die  beliebte 
lime  ganz  und  mit  einemmale  auf  und  stellt  den  Gegensatz  zwischen 
i  neuen  Empirismus  und  der  Kant'schen  Lehre  in  das  hellste  Licht, 
sagt:  y,Helmholtz  hat  Kant  in  den  Grundlagen  seines  Systems  an- 
riffen,  als  er  die  Unveränderlichkeit  und  apodiktische  Sicherheit 
geometrischen  Axiome,  auf  denen  Kaut  fusst,  leugnete.  Hat  nun 
nholtz  Recht,  und  ist  das  Kaut'sche  Fundament  falsch,  so  fällt 
it  auch  der  Inhalt  und  die  Methode,  welche  hieraus  notwendig 
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hervorgewachsen;  dann  ist  femer  die  jahrhundertlango  Rieht 
deutschen  Philosophie  eine  verfehlte,  and  es  bleibt  uns  nicht 
res  übrig,  als  die  deutsche  Jugend  wiederum  in  die  Schale  d 
länder  zu  schicken  zum  Studium  der  Philosophie,  einer  Phil 
welche  man  bisher  durch  Kant  und  seine  Schüler  für  widerh 
verbessert  hielt." 

Diese  Aeusserung,  so  entschieden  wie  heutzutage  selten  < 
nommen  wird,  verdient  zunächst  eine  Antwort.  Auch  wer 
holtz  in  vielen  Punkten  nicht  llecht  hat,  und  auch  im  ande 
wenn  der  schroffe  Gegensatz  zwischen  ihm  und  Kant  nicht  2 
ist,  bleibt  es  wahr:  „Die  jahrhundertlange  Bichtu 
deutschen  Philosophie  ist  eine"  von  Grund  aus  „\ 
te".  Will  der  Verfasser  diesen  von  der  Geschichte  seit  Jal 
gefällten,  durch  den  andauernden  Zustand  der  neuern  philosc 
Doctrin  documentirten  Urteilsspruch  jetzt  noch  als  einen  so 
scheinen  lassen,  an  die  bisher  niemand  gedacht  hätte,  der 
als  Consequeuz  der  in  Rede  stehenden  Lehre  sich  drohend  d 
Will  er  uns  glauben  machen,  er  habe  von  den  erfolglosen  Best 
der  Philosophen  nach  dem  Falle  der  Hegerschen  Autorität  d 
und  das  Ausehen  der  Philosophie,  sei  es  auch  mit  Concess 
den  Empirismus,  zu  retten  nichts  gewusst?  Die  Blosse  ist 
als  dass  sie  zugedeckt  werden  könnte.  Soll  die  Philosophie  de 
einer  Wissenschaft  verdienen,  so  muss  sie  allseitig  anerkan: 
cipien  haben.  Statt  dessen  sehen  wir  nur  eine  Menge  princ 
weichender  Schulen,  die  oinaudtT  nicht  bekämpfen,  sondern 
um  nicht  ihre  eigene  Schwäche  zu  verraten.  Diesem  Zusta 
nur  ein  Ende  gemacht  werden  durch  Verzichtleistung  auf 
Cartesius  auf  Kant  übergogaugenen  Vorurteile  und  Chimän 
auf  einem  solchen  gereinigten  Boden  einfache,  unausweichl 
voraussetzungslüse,  darum  jede  Spaltung  der  Ansichten  aussei 
Principien  erbaut  werden  können,  ist  in  der  Schrift:  „Hopp< 
tung  der  psychologischen  Bogriffsanalyso"  Bergmann,  Philo: 
Monatshefte  IV.  p.  85.  u.  161)  —  dargetan,  und  von  keiner 
Versuch  gemacht  sie  zu  widerlegen,  vielmehr  von  zwei  n 
Lehrern  der  Philosophie  die  unmotivirto  Weigerung  darauf  ci 
öffentlich  ausgesprochen  worden.  Gegen  diese  Schrift  mi 
Krause  sich  wenden,  wenn  er  sich  bewogen  findet  Kant  in  i 
nehmen.  Dann  würde  er  auch  ersehen,  dass  seine  Folger 
deutschen  Jugend  bliebe,  wenn  die  Kaut'sche  Richtung  eine 
wäre,  nichts  anderes  übrig  als  die  Schule  der  Engländer  zu 
gänzlich  fehl  geht.  Allerdings  haben  die  Bakonianer  sich 
Cartesi sehen  Irrtümern  rein  erhalten.  Aber  ist  es  denn  n 
ist  es  natürlich,  dass  die  Jugend  das  Erlernen  der  Philosop 
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tmrt  fflit  der  Geschichte  an&ngt?  Wer  wissenschaftliche  Schrift- 
teUer  ferstehen  and  heurteilen  will,  mnss  doch  vorerst  mit  den 
jfuigsgründen  der  von  densolhen  behandelten  Wissenschaft  im  Rei- 
M  sein.  So  sehr  hat  sich  Kranso  an  den  heutigen  Zustand  der 
Mtrin  gewöhnt,  dass  er  die  leider  übliche  Art  des  Vortrags,  welche 
BT  Meinungen  registrirt,  statt  Aufgaben  zu  lösen,  für  die  einzig 
(iSÜche  hält  —  Ob  Kant  und  seine  Schüler  die  Philosophie  der 
l^der  widerlegt  oder  verbessert  haben,  lässt  der  Verfasser  un- 
tichieden;  für  ersteres  konnte  er  wol  keine  Stelle  aufweisen,  doch 
ch  letzteres  bringt  er  nur  als  Meinung  der  Kantianer  vor,  und 
»e  geht  ans  hier  wenig  an.  Daher  bedarf  es  auch  nicht  der  Aus- 
inmg,  wie  sehr  K.  jene  Philosophie  missverstanden  hat,  wie  blind 
an  deren  Gmndgedanken  vorbeigegangen  ist. 

Weiterhin  im  Vorwort  verrät  der  Verfasser,  dass  und  warum  er 
ürolchen  Angriffen  gegen  die  Kant'sche  Lehre  gegenüber  geschwie- 
1  hat,  and  es  erst  der  glänzende  Name  des  berühmten  Natur- 
schers  ist,  der  ihn  zum  Reden  treibt.  Das  wusste  man  auch  wenn 
nicht  gesagt  wäre.  Gegen  weit  mehr  directe  Angriffe  schien  ihm 
I  Ignorircn  die  sicherste  Verteidigung.  Auch  bei  Helmholtz  ist  er 
nit  zufrieden  Mängel  seiner  Darstellung  aufzudecken,  die  allerdings 
ifigen,  den  Urteilsspruch  gegen  Kant  für  diesmal  noch  unwirksam 

machen.  Er  giebt  als  Resultat  der  Prüfung  von  „H.  Helmholtz: 
{RÜär- Wissenschaftliche  Vorträge"  —  an,  dass  die  Gründe  gegen 
int's  Lehre  von  H.  gewonnen  wurden  1)  dadurch  dass  er  Denkfehler 
der  formalen  Logik  begeht-,  2)  dass  er  gegen  die  transscendentale 
»gik  verstösst ;  3)  dass  er  Tatsachen  der  Erfahrung,  welche  gegen 
1  sprechen,  ausser  Augen  gelassen  hat.  Solche  Vorkommnisse  mö- 
n  sofort  eingeräumt  sein,  einen  wichtigen,  nicht  bloss  formellen 
.4der  enthüllte  schon  Schmitz-Dumont;  es  liegt  ein  sachlicher  Denk- 
Uer  vor,  den  beide  Gegner  gemeinsam  begehen,  und  dieser  ist  ent- 
keidend. 

Soviel  zor  Erwiderung  auf  das  Vorwort.  Der  Verfasser  wendet 
A  die  grösste  Sorgfalt  und  Ausführlichkeit  an,  die  Unvereinbarkeit 
r  R'schen  and  K.'schen  Lehre  nachzuweisen  —  ohne  H.  einen  Vor- 
irf  darüber  zu  machen,  dass  derselbe  ihm  diesen  Nachweis  nicht 
rch  offenes  Auftreten  gegen  K.  erspart  habe.    In  der  Tat  würde 

durch  einen  solchen  Vorwurf  nur  in  Erfahrung  gebracht  haben, 
3  wenig  ein  anbefangen  Denkender  geneigt  sein  kann  zur  philoso- 
tsdien  Basirang  der  Raumlehre  den  unfruchtbaren  Umweg  über 
ot  za  nehmen.  Er  stellt  tabellarisch  7  Fragen,  daneben  die  Ant- 
rt  nach  H.,  daneben  die  abweichende  nach  K.  auf  und  untersucht 
:  da  an  jede  Frage  einzeln.  Z.  B.  1.  Frage.  Auf  welchen  Bedin- 
gen raht  überhaupt  die  Möglichkeit,  dass  wir  Raumanschauungen 
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bekommen  können.  Antw.  II.  Sie  ist  in  der  Empfiiidaiig  ci 
als  Localzeichen.  Antw.  K.  Sie  ist  vor  der  Empfindung  vor 
d.  h.  ist  a  priori.  Gleich  auf  die  Tabelle  folgt  ein  Capitel 
Bild''  — -  welches  darauf  ausgeht,  die  K.'sche  Disjanetiou  physi« 
zu  interpretiren.  Was  auf  Grund  einer  GehirntÄtigkeit,  hervoi 
durch  eine  Organrcizuug  im  seelischen  Leben  entsteht,  hc; 
schauung,  der  Auteil  der  letztern  Empfindung,  (bzhw.  Wahmc 
der  Anteil  der  erstem  Form  der  Anschauung.  Hieraus  wird 
doppelt  unklarer  Schluss  gezogen:  Da  das  Gehirn,  seine  Ei§ 
und  Tütigkeitsart  früher  sein  muss,  als  letztere  durch  Organ^ 
beeinflusst  werden  kann,  so  ist  die  Form  der  Anschauung 
dio  Empfindung  a  posteriori.  1)  Warum  man  nicht  das  Ges 
Vertauschung  beider  Rollen  anwenden  kann,  ist  hieraus  gar 
ersehen.  2)  Krause  coufundirt  das  einmalige,  relative  Vo 
dem  absoluten  a  priori  (einen  gleichen  Fehler  macht  Kant), 
nur  bewiesen,  was  niemand  leugnet,  dass  der  einzelnen  En 
eine  gewisse  Structur  und  Eigenschaft  des  Gehirns  (warum  ui 
des  Organs?)  vorhergeht.  I)a.«s  wir,  mitton  im  Leben,  vor  j( 
pfinduug  schon  eine  entwickelte  Raumanschauung  besitzen,  i 
neues.  Wie  diese  entstanden  sei,  wird  weder  von  Kant  i 
Krause  zu  erklären  versucht.  Kant  behauptet  ihr  ab sol  Utes 
also  ihre  Unerklärbarkeit,  das  heisst  doch,  solange  der  Bew< 
er  kann  sie  nicht  erklären.  Krause  hat  nur  durch  die  genar 
fusion  der  Begriffe  den  Schein  erweckt,  als  wenn  er  die  Frag* 
hätte.  So  steht  denn  die  K.'sche  Ansicht  zu  jeder  empu 
allein  in  dem  Verhältniss  der  absoluten  ünkenntniss  zu  e 
kenntniss  von  vielleicht  noch  fraglichem  Werte,  nicht  abei 
zweier  divergirenden  Aufstellungen;  sie  verhalten  sich,  wem 
das  geringste  leistet,  wie  Null  zu  einer  positiven  Grösse.  Eii 
Leistung  liegt  aber  unbestreitbar  vor  in  den  von  Riemann  er 
i  empirischen  Beschränkungen  des  Raumbegriffs.  Durch  si( 
wiesen,  dass  der  Raunibegriff  unterschiedliche  Elemente  entl 
hin  erklärungsbedürftig  ist.  Sofern  das  absolute  Apriori  all 
rung  negirt,  ist  die  K.'sche  Behauptung  leer  von  allem  s 
Inhalt,  und  es  ist  ebenso  logisch  incorrect,  wenn  II.  mit  s; 
Ausführungen  eine  Lehre  widerlegen  will,  die  sachlich  gar  i 
stirt,  an  deren  DonkmOglichkeit  er  wahrscheinlich  selbst  nicl 
deren  Sinn  er  jedenfalls  gar  nicht  in  Betracht  zieht,  wio  es  : 
Krause  formell  Ansicht  gegen  Ansicht  stellt,  während  er  > 
Gedankeninhalt  der  von  ihm  vertretenen  ganz  fraglich  lässt 
diesen  gemeinsamen  Fehler,  der  den  ganzen  Streit  als  eine 
Donquixote's  gegen  Windmühlen  erscheinen  lä5st,  verschwi 
einzeln  vorkommenden  Fehler  dermasscn,  dass  ein  Leser  uu 
das  Interesse  behalten  kann  die  langen,  fieissig  gearbeiteten 
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r  oft  gar  nicht  wol  erwogenen  Worte  H.'s  zu  verfolgen.  Was  der 
f^r  z.  B.  bezüglich  auf  1.  Frage  über  die  Localzeichcn  anführt, 
offenbar  nicht  hinreichend  die  Meinung  H.'s  daraus  zu  entnehmen. 
Atsdestoweniger  lässt  er  sich  keine  Mühe  verdriessen  in  der  un- 
rtwwienen  Lehre  formelle  Widersprüche  nachzuweisen.  Zu  nähe- 
HitteilaDgen  bietet  sich  kein  Aulass,  da  ein  solches  Yerfahren 
te  allgemein  instructives  zu  Tage  bringt.  H. 


Der  Winkel  als  Grundlage  mathematischer  Untersuchungen.  Zu- 
I  ein  Beitrag  zur  Theorie  der  Quaternionen.  Von  Professor 
nyerzagt    Wiesbaden  1878.    C.  W.  Kreidel.    4^.    23  S. 

He  Schrift  beginnt  mit  der  geschichtlichen  Entwickolung  des 
?grifs.  Soweit  es  sich  um  die  Einführung  der  negativen,  ge- 
.^nen,  irrationalen,  stetigen  und  complexen  Zahlen  handelt,  lässt 
in  der  höchst  klaren  und  treffenden  Darstellung  nichts  ver- 
1.  Bis  dahin  ist  die  Erweiterung  keine  frei  gewählte,  sondern 
urch  natürlich  vorliegende,  nicht  willkürlich  gestellte  Probleme 
erte.  Kein  Autor  hat  hier  einer  Neigung  folgend  darauf  ein- 
it;  im  Gegenteil  hat  mau  sich  noch  lange,  nachdem  die  Not- 
jkeit  einleuchten  musste,  gegen  die  Anerkennung  gesträubt, 
itage  unterliegt  es  keinem  Zweifel  mehr,  dass  die  genannten 
terungen  den  Fortschritt  der  Wissenschaft  bedingen.  Jetzt  kann 
ragen,  (wenn  auch  die  Frage  müssig  ist,)  ob  dem  Zahlbegriff 
femero  Erweiterungen  bevorstehen  und  nach  welcher  Seite  hin? 
le  möchten  in  diesem  Punkte  Propheten  sein  oder  zu  den  Er- 
;ehörcn,  die  deren  Bahnen  betreten.  Statt  der  Probleme  sind 
alogien,  durch  welche  sie  sich  leiten  lassen.  Wie  ursprünglich 
}rade  Linie,  so  war  nach  Aufnahme  der  Complexen  die  Ebene 
irstellung  des  Zahlenbereiches.  Es  blieb  übrig  nach  demjenigen 
sgriff  zu  fragen,  der  durch  den  Raum  dargestellt  wird.  Die 
suchung  führte  auf  die  Quaternionen;  diese  sollen  nun,  wie  man 
mt,  den  ferneren  Entwickelungsgang  der  Arithmetik  und  mittel- 
er Analysis  bezeichnen.  Der  Verfasser  bemerkt  ausdrücklich, 
iie  Quaternionen  insofern  nicht  in  gleichem  Falle  mit  den  vor- 
tienden  Erweiterungen  sind,  als  sie  durch  kein  Problem  gefor- 
rerdon.  Zu  viele  täuschende  Betrachtungen  indes  wirken  dahin, 
nan  der  Bemerkung  kein  Gewicht  beilegt.  Die  Frage,  für  deren 
g  man  die  Quaternionen  hält,  scheint  keine  willkürlich  herbei- 
me  zu  sein,  weil  sie  sich  selbst  darbietet.  Man  übersieht  dabei, 
Ler  Analogieschluss  an  sich  ein  täuschender  Fehlschluss  ist,  dass 
lalogic  nichts  zu  rechtfertigen  vermag,  und  die  Untersuchung, 
sicher  sie  etwa  als  Fingerzeig  dient,  wenn  sie  nicht  willkürlich 
loU,   ihre   Rechtfertigung  als   ausserdem   gegeben  voraussetzt 
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Ferner  wird  der  frühere  Widerstand  gegen  Zulassung  von  Elementen, 
die  sich  nicht  reell  aufweisen  lassen,  jetzt  umgokchrt  zur  Geltung 
gebracht,  um  diejenigen,  welche  von  einer  neuen  Einführung  und 
Tiicoric  exacte  Begriifc  verlangen,  einer  Beschränktheit  der  Auffas- 
sung zu  zeihen  und  der  Fähigkeit  allgemeinere  Ideen  /u  verfolgci 
den  Schein  absoluter  geistiger  Ueberlegcuheit  zu  verschaffen.  Dm 
kommt  ferner,  dass  die  Hoffnung,  es  möchten  kQuftigo  ProbleiHe 
durch  die  jetzige  Arbeit  gelöst  werden,  diese  zu  rechtfertigen  scheiut 
Der  Schade,  den  eine  solche  überhand  nehmende  Prophetie  bringt, 
ist,  dass  über  den  künftigen  Problemen  die  gegenwärtigen  vernach- 
lässigt werden,  dass  man  sich  der  Strenge  mathematischer  Logik  ent- 
wöhnt, und  die  Verlockung  zu  unwissenschaftlicher  Einmischung  ia 
die  Mathematik  mehr  und  mehr  zunimmt. 

Vom  llaupttcile  der  Arbeit,  welcher  eine  Fortbildung  der  Qna- 
ternionentheorie  durch  Einführung  des  Winkels  statt  der  Strecke  ent- 
lullt, möge  es  genügen  die  Titel  der  Paragraph(»n  aufzufahren:  §,  4. 
Die  Addition  und  Subtraction  der  Winkel.  §.  5.  Anwendung  der  Sum- 
mationsmethoden  auf  Winkel.  §.  6.  Die  Quotienten  und  Productc  von 
Winkeln.  H. 


flinsheit  und  Einheit.  Ein  Beitrag  zur  Lösung  der  Frage: 
Welches  Gesetz  lie^t  den  Naturerscheinungen  zu  Grunde?  Von 
II.  de  Grousilliers.    Berlin  1878.     7G  S. 

Der  Verfasser  trügt  seine  Gedanken  Über  Keform   der  Xatur^ 
Wissenschaften  vor.    Der  grösstc  Teil  der  Schrift  beschäftigt  sich  mit 
UnvoUkommenheitcn  der  vorhandenen  Theorien,  die  niemandem  Te^ 
borgen  sind,  was  er  selbst  stelienweis  einräumt.   Was  au  dieser  Kritik 
das  Bekannte  überschreitet,  so  wie  das  wenige,  was  für  positive  iaf- 
stelluug  ausgegeben  wird,  ist  unklar  gedacht  und  ausgesprochen.  So 
wird  z.  B.   gesagt:  durch  blosse   Bewegung  könne  ein  Punkt  kciae 
Linie  erzeugen,   es  müsse  noch   eine  Richtung   hinzukommen.    Wß 
Titel  der  2  Teile  der  Schrift   sind:   1)  Entwickelung  des  Gesetz«; 
2)  Anwendung  des  Gesetzes  auf  Physik  und  Chemie.    Im  Anfang  dcf 
2.  Teils  wird  die  Aufstellung  der  Gesetze  für  geschehen  ausgegcb« 
wo  solche  stehen,   und  wii^  sie  lauten,  sucht  mau  im  1.  Teile  vcj 
gebcns.    Der  Grundgedanke  des  Ganzen  ist,  alle  Schwierigkeiten, 
denen  sich  die  Theorien  befänden,  kämen  nur  von  ihrem  folscl 
Ausgangspunkte  her.     Hiernach   scheint   er  von  der  Entwickelui 
geschichte  der  Wissenschaft  keine  Ahnung   zu  habeu  und  anf 
platonische  Ideen  zurückznvt^rfallen.    Um  den  Titel  zu  erläuteru 
soll  Einheit  die  beliebig  gewählte,  Einsheit  die  unteilbare  Einheit 

I 
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Methode  und  Principien. 

e  mathematischen  Elemente  der  Erkenntnisstheorie.  Grundriss 
Philosophie  der  mathematischen  Wissenschafton.  Von  0. 
itz-Dumont.    Berlin  1878.    Carl  Duncker.    452  S. 

ie  „Erkenntnisstheorie"  welche  den  ersten  Abschnitt  des  Baches 
zeigt  gegenüber  der  gewöhnlichen  Logik,  welche  man  in  neue- 
?iit  hunfig  diesen  Namen  beilegt,  einen  bedeutenden  Fortschritt 
rdient  rühmlichst  hervorgehoben  zu  werden,  dass  sich  der  Ver- 
entschliesst ,  dem  subjectivcn  Lcbenselemeuto  bei  Grundlegung 
logischen   Doctrin   Beachtung   zu   schenken.    Die   Anerkennung 
5  intellectuellen  Wertes  ist  ausgesprochen.     Das  Erlebniss  der 
chlichen  Seele,   Empfindung  und  Gefühl,   ist  Tatsache,   unab- 
ig  von  aller  physiologischen  causalen  Herlcitung.     Von    einem 
von  Dingen  als  Grund  der  Empfindung  ist  bei  diesem  Ausgangs- 
t  noch  nicht  die  Rede.    Das  Sein  ist  erst  Deutung  der  Empfin- 
,  diese  Deutung  kann  irrig  sein,  die  Welt  der  Dinge  ist  vormals 
n  begrenzt  worden  als  heutzutage.    Der  Dualismus  von  Denken 
Sein  ist  verworfen;   der  uranfängliche  Gegensatz  ist  Empfindung 
Denken.    Auch  weiss  und  erklärt  an  einer  Stelle  der  Verfasser, 
er  principiell  auf  anderm  Boden  steht  als  Kant.     Allein  von 
'Verzichtleistung    auf  die   vererbten  Vorurteile   und   Chimären, 
einer  gründlichen  Selbstbeobachtung,  die  alle  elementaren  Schwie- 
iiten  gelöst  haben  würde,  bleibt  er  weit  entfernt.    Er  hängt  noch 
?r,  was  am  meisten  ins  Gewicht  fällt,  an  der  Chimäre  eines  ab- 
3n  Wissens,  das  vom  absolut  gewissem  Anfang  auf  absolut  sicho- 

U  LXIIL    Heft  2.  2 
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rem  Wege  gewonnen  werden  soll.  Es  ist  ihm  also  der  Gedan 
nicbt  gekommen,  so  deutlich  es  auch  der  Entwickelangsga 
Naturwissenschaften  vor  Augen  stellt^  dass  man  von  sehr  ung< 
Anfang  durch  sehr  ungewisse  Zwischenglieder  zu  einem  Syste 
tiven  Wissens  von  befriedigender  Gewissheit  gelangen  kai 
überhaupt  die  Gewissheit  des  Anfangs  zu  der  des  nachmalig 
stems  nicht  das  mindeste  beitrügt.  Er  weiss  mit  der  Tatsa< 
Empfindung  nichts  besseres  anzufangen  als  zu  constatiren:  I 
ein  unmittelbares,  nicht  erst  durch  Umgestaltung  im  Denken, 
dinglichen  Begriffe,  gewonnenes  und  dadurch  dem  Irrtum  aus 
tes,  vielmehr  unzweifelhaftes  Wissen.  Bei  aller  richtigen  Bcj 
und  Selbstbeobachtung  ist  ihm  doch  der  Unterschied  zwiscli 
Tatsache,  als  dem  der  Erkenntuiss  bedQrftigen  Gegenstai 
Denkens  und  dem  Wissen  von  der  Tatsache  entgangen.  Ansi 
Tatsache  in  ihrer  Eigenheit  zu  studiren,  seine  Begriffe  ihr 
zu  bilden  und  durch  sie  zu  controliren,  eilt  er  nur  sie  sein 
gewurzelten  Begriffen  unterzuordnen,  damit  sie  dieselben  als 
Btössliche  sanctioniren  soll.  Diese  Eile  macht  sich  in  sein 
griffsbestimmungen  sehr  bemerklich.  Er  hat  die  Variabilit 
Bewusstseins  nicht  aufgefasst,  daher  scheint  ihm  Bewusstsc 
Tatsache  eins  zu  sein.  Ebenso  fliesst  ihm  die  Wahrnehmung  i 
Empfindung  zusammen.  Hier  ist  schon  der  vulgäre  Sprachg< 
schärfer  als  der  Philosoph.  Wir  nehmen  Dinge  wahr,  abe 
Farben  und  Töne.  Mit  welchem  Rechte  man  so  unterscheidet 
ihm  freilich  entgehen,  wenn  er  schon  die  Empfindung,  man  den 
an  den  Musikgenuss,  ein  Wissen  nennt,  mithin  die  zum  Wis 
forderlichen,  transformirenden  Dcnkacte  gar  nicht  beachtet  ha 
er  den  Gedanken  gefasst  hat  vor  allem  die  Grundbegriffe,  tibe: 
Inhalt  sich  das  gemeine  Denken  keine  Rechenschaft  giebt, 
erster  Bosinuuung  dunkel  erscheinen,  die  aber  von  den  Phile 
der  historischen  Schule  auch  nicht  erklart,  sondern  in  Resi 
apriorisch  genannt  worden  sind,  zur  Klarheit  zu  bringen,  s 
schon  eine  Tafel  der  Bogriffe  auf,  von  der  man  nicht  sieht, 
herkommt,  an  der  man  keine  Spur  entdebkt,  dass  er  durch  c 
ausgehenden  Betrachtungen  irgendwie  belehrt  worden  wäre.  3 
nnd  manches,  z.  B.  die  häufige,  jedesmal  ganz  massige  Citin 
IdenÜtatssatzos,  doutec  darauf  hin,  dass  die  anfänglichen  ganz 
licheu  Concossionoa  an  den  Empirismus  bloss  den  Zweck  hatten 
Augriffe  abzuwohrou,  dass  er  aber  dabei  nicht  im  Sinne  hat! 
L<kgik  auf  die  i»syohischo  Genesis  zu  stützen,  vielmehr  nach 
liiudeutang,  als  ob  ihm  au^h  deren  Gebiet  nicht  fremd  sei,  2 
malen  Logik  lurückkehron  wollte.  Um  so  mehr  ist  dann  Gr 
erklären,  dass  jene  Concessioneu  noch  lange  nicht  ausrcichenc 
sie  gering  sind  gegen  die  abrigen  Fragen  der  empiristiscbeo 
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r  nicht  eiDgcgangen  ist,  dass  er  also  den  Angriffen  nach 
»gestellt  bleibt. 

at  zeigt  sich  dann  auch  die  Behandlung  des  eigentlichen 

mathematischen  Elemente,  ganz  unabhängig  von  dem 
i  Anfang.  Zuerst  sind  wol  hierzu  zu  rechnen  die  Be- 
it  und  Raum.  Zeit  soll  hier  sein  die  Empfindung  als 
Porm  der  Ausdehnung,  nichts  weiter,  denn  alles,  was 
;  gar  nicht  von  der  Zeit.  Der  Verfasser  erkennt  also 
ches  im  Zeitbegriff,  dieser  wird  so  aufgefasst,  als  wäre 

Abstraction  vom  Räume;  Gegenwart,  Unterschied  von 
:  und  Zukunft  haben  darin  keine  Stelle.  Etwas  näher 
fassor  auf  den  Raum  begriff  ein.    Der  empirische  Raum 

als  gleichzeitig  verscbiedcnc  aber  gleichwertige  Em- 
?s  ist  soweit  ganz  richtig,  nur  fehlt  dabei  das  Specifische, 
luloru  Begriffe  untergeordnet  werden  kann.  Man  sieht, 
nalc  Logiker  mit  dem  Specitischen  nichts  anzufangen 
arum  davon  schweigt.  Dass  er  auch  ohne  dasselbe  zu 
lenden  Erklärung  gelangt  sei,  wird  er  wohl  selbst  nicht 
;  denn  es  sind  nur  schwache  Versuche,  mit  denen  er 
istrebt.  Er  leitet  die  Mehrheit  der  Dimensionen  durch 
ken  mehrerer  Sinnesorgane  her  und  wählt  zu  diesen, 
erfahren  das  er  Helmholtz  abgelernt  zu  haben  scheint, 
deren  jedes  als  gleichtönend  empfände,  was  das  andere 
rnptindct.  Daraus  würde  in  der  Tat  eine  doppelte  Man- 
hervorgehen.    Er  irrt  aber  sehr,  wenn  er  meint  dadurch 

des  Raumes  von  "2  Dimensionen  dargestellt  zu  haben, 
on  von  manchem  andern,  was  nicht  zutrifft,  ist  das  ro- 
tem an  feste  Axen  gebunden,  einen  nach  allen  Seiten 
n  Punkt  drehbaren  Raum  kann  er  auf  diesem  Wege 
gewinnen.    Während  nun  aus   der  Annahme  die  Mög- 

gleichzeitigcn  Empfindung  einer  beliebig  vielfachen 
;eit  folgen  würde,  bchaui)tet  er  im  Gegenteil  mit  jener 
wiesen  zu  hoben,  dass  eine  mehr  als  dreifache  nicht 
und  fügt  nur  \:(n-h  zur  Unterstützung  hinzu,  4  Dimen- 
teten  keine  Vertauschung  in  jedem  Sinuc  mehr.  Was 
L,'anz  nichtigen  Grund  betrifft,   so  können  allerdings  4 

wenn  keine  fünfte  dazukommt,  nicht  durch  Bewegung 
auschung  gelangen,  doch  die  Folge  ist  dann  bloss,  dass 
a  4  Dimensionen  der  analogen  Beschränkung  unterliegt 
i  von  3  Dimensionen,  die  ohne  eine  vierte  auch  nicht 
ng  aus  der  Stellung  (1,  2,  3)  in  die  Stellung  (3,  2,  1) 
len.  Indes  scheint  der  Verfasser  dieses  Argument  nicht 
Beweises  aufgestellt  zu  haben,  vielmehr  das  Verfahren 
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aus  seiner  früheren  Schrift:  „Zeit  und  Raum  etc."*)  wied 
nehmen,  wo  er,  ohne  einen  Versuch  eines  Beweises  gemacht 
den  Beweis  als  Titel  aufführt  und  dann  immer  wieder  als 
citirt,  wahrscheinlich  in  dem  Vertrauen,  dass  die  meiste 
Leser  das  Frühere  nicht  kennen.  Factisch  steht  auch  l 
da,  was  sich  als  präsumtive  Beweisführung  deuten  Hesse, 
kommt  die  Schrift  in  dem  Abschnitt :  „Die  analytische  Fori 
in  ihrer  Anwendung  auf  Raumbegriffe"  —  auf  den  Gege 
grosser  Ausführlichkeit  zurück,  wo  sie  Riemann's  Sätze  t 
will.  Allein  hierin  kommt  kein  neues  Argument  zutage.  . 
enthaltene  reducirt  sich  auf  die  Auseinandersetzung,  das 
a^,  ...  geometrisch  nur  deuten  könne  als  Producte  einer 
...  und  einer  Linie,  einer  Fläche  oder  eines  Körpers,  je< 
liehe  Bcgriffsbildung  von  a\  a^  ...  als  neuen  Raumcinheite 
Deutung  überhaupt  ganz  ausser  Acht  gelassen.  Soll  nun 
hauptung  sich  auf  vorhergehenden  Beweis  stützen,  so  ist 
nie  gegeben  worden.  Ist  das  Gesagte  als  Beweis  gemeint 
eine  reine  petitio  principii.  Dennoch  bleibt  es  möglich, 
Verfasser  jene  Ausführung  als  bündig  erschienen  ist;  es  < 
aus  der  Befangenheit  in  der  formalen  Logik,  die  ja  Viel 
teilen.  Nach  ihnen  ist  die  Vernunft  keiner  Erweiterung 
vor  dem  Betreiben  der  Wissenschaften  den  Kreis  ihrer  1 
grenzte,  ist  ihnen  ewiges  Denkgesetz;  in  denselben  Kreis 
jede  Neubildung  cingepasst  werden;  geht  das  nicht,  so  ist  s 
Erst  mit  diesem  Abschnitt  schliesst  der  erste  Teil  des  j 
zweite  soll  nun  die  mathematischen  Elemente  der  Reihe  u 
dein.  Das  Inhaltsverzeichniss  verspricht  eine  recht  reich 
örterung  der  interessantesten  Fragen.  Doch  beim  Lesei 
führung  tindet  man  sich  geradezu  in  den  April  geschickt 
weiliger  Breite  und  ganz  oberHächlicher  Auffassung  werden  < 
aller  Zweige  der  Mathematik,  ihre  Einführungen  und  die 
ihrer  Zeichen  durchgesprochen,  ohne  ein  anderes  Result 
sich  der  Leser  daraus  zu  ziehen  nicht  umhin  kann,  dass  d< 
der  Mathematik  sehr  fern  steht.  Gleichwol  giebt  er  sich 
als  ob  er  den  Mathematikern  st43ts  neue  Wahrheiten  et 
die  sie  nie  gedacht  hätten.  Von  philosophischer  Kritik  i 
die  Rede;  selbst  die  „metaphysischen  Couclusionen",  die  ( 
lassen  uns  in  dieser  Beziehung  gänzlich  leer.  B 


*)  Litt.  Bcr.  CCXXXII.  p.  41. 
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Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

orie  der  algebraischen  Gleichungen.  Von  Dr.  Jul.  Pcter- 
)ceDt  ae  der  Polytechnischen  Schule  in  Kopenhagen.  Kopen- 
178,  Andr.  Fredr.  Host  u.  Sohn.    335  S. 

Bach  ist  eine  selbständige  umfassende  Bearbeitung  der  wich- 
18  jetzt  bekannten  Sätze  und  Methoden  aus  der  Theorie  der 
jen.  Der  Vortrag  ist  ausführlich  und  leicht  verständlich; 
lichts  vermissen,  was  zur  Anleitung  ohne  weitere  Hülfsniittel 
wird.  Welche  Seiten  der  Theorie  und  in  welcher  Ordnung 
delt  sind^  ergiebt  das  luhaltsverzeichniss ;  es  wird  daher  zur 
isirung  genügen  nur  dieses  vorzuführen.  Allgemeine  Eigen- 
1er  algebraischen  Gleichungen  (Lehre  von  den  Complexen), 
;en  zwischen  Wurzeln  und  Coeflicienten,  Elimination,  Trans- 
.  In  Betreflf  der  Auflösung:  kubische,  biquadratische,  bino- 
leichung,  Beweis  der  Unmöglichkeit  algebraischer  Auflösung 
rleichungen,  Zerlegung  rationaler  Polynome  in  rationale  Fac- 
)e]sche  Gleichungen,  Gleichungen  welche  mittelst  Quadrat- 
lufgelöst  werden  können.  Zur  numerischen  Auflösung:  Ab- 
;  der  Wurzeln,  Berechnung  der  Wurzeln.  Substitutionen, 
Theorie  von  Galois  und  deren  Anwendungen.  H. 


Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 

't  %  =  0 
Georg  Macher.    Halle  a.  S.  1S78.     Louis  Nebert.    4^. 


jt  das  Ziel  der  gegenwärtigen  Arbeit  den  für  das  Innere 
}ises  und  einer  Kugel  geltenden  und  bekannten  Potentialr 
einc  n  fache  Mannichfaltigkeit  zu  erweitern,  in  dieser  Gestalt 
iren  und  zu  beweisen.  Der  erste  Schritt  hierzu  ist  die  Her- 
}S  folgenden  Satzes.  Bezeichnet  u  eine  reelle  Function  der 
Veränderlichen  x^,  ar,,  ...  a-,,,  die  für  das  gesammto  Gi?biet 

;  durch  2?«^  ^  R^,  einschliesslich  dessen  Begrenzung,  ein- 

d  stetig  ist,  und  deren  erste  und  zweite  partiellen  Derivirton 
nnere  des  Gebietes  bis  in  jede  Nähe  zur  Begrenzung  hin 
den  Bedingungen  der  Eiuwertigkeit  und  Stetigkeit  genügen 
)bige  Differentialgleichung  befriedigen;  dann  ist  der  Wort 
den  durch  die  x  als  Coordinaten  bestimmten  Punkt  gleich 
metischen  Mittel  aus  allen  denjenigen  Werten,    welche  u 
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für  die  Begrenzung  von  S  annimmt.    Demnächst  wird  bewicseii, 
u  für  alle  Punkte  im  Gebiete  8  nur  nur  abhängt  von  seiner  Bw 
mung  an  der  Grenze  des  Gebiets   und  von  der  Lage  jedes  Pti 
Es  wird  dargestellt  in  der  Form 


u  =  - 


N  ff  U 


wo  dO  ein  Element  der  Begrenzung  von  5,  7?  deren  Kadius, 
Abstand  des  laufenden  Punkts  vom  Anfangspunkt,  u'  den  gt>g< 
Wert  von  u  au  der  Begrenzung,  ^  eine  gewisse  Function  der 
unabhängigen  (^ordinaten  bezeichnet.  Im  Folgenden  werd( 
ferner  geforderten,  oben  in  der  Voraussetzung  ausgesprochenen 
Schäften  der  Function  u  nachgewiesen,  und  gezeigt,  dass  es  ui 
einzige  solche  Function  geben  kann,  schliesslich  der  resultiren« 
aufgestellt. 


Astronomie. 

Die  Bewegung  der  Himmelskörper  um  ihre  Axen.  Yoi 
Greiffenstein,  Districtseinnehmer  zu  Gross-Umstadt.  Dai 
1878.    H.  L.  Schlapp.    42  S. 

Der  Verfasser  bemüht  sich  die  llotiitionsgeschwindigkeiti 
einzelnen  Planeten  und  Trabanten  theoretisch  abzuleiten.  J 
stützt  er  sich  einesteils  auf  die  Laplace'scho  Hypothese  üb 
Entstehung  des  Planetensystems,  audernteils  auf  eine  Maximal 
nung.  Befindet  sich  nämlich  die  OberHüchc  eines  rotirenden 
genen  flüssigen  Rotationsellipsoids  im  Gleichgewicht,  so  sind 
Grössen ,  Centrifugalkraft  für  den  Radius  =  1  und  Quotient  d 
centricität  des  Meridians  durch  die  halbe  Rotationsaxc,  durc 
ander  bestimmt,  und  es  zeigt  sich,  dass,  wenn  letztere  Grösse 
erstere  ein  Maximum  hat.  Die  Annahme,  dass  sich  dieses  Ms 
wirklich  einstellt,  liefert  dann  die  gesuchte  Bestimmung.  D( 
stand,  dass  die  Himmelskörper  nicht  homogen  sind,  wird  na 
lieh  durch  Reduction  des  Fehlers  berücksichtigt. 
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Physik. 

Theorie  der  Wärme.  Von  J.  C.  Maxwell,  Professor  an  der 
iTereität  in  Cambridge.  Nach  der  vierten  Auflage  des  Originals 
Deutsche  tibertragen  von  Dr.  F.  Auerbach,  Assistent  am  physi- 
lischcn  Kabinet  der  Universität  in  Breslau.  Mit  41  Holzschnitten, 
eslau  1877.    Maruschke  u.  Berendt.    324  S. 

Selten  wird  wol  die  Uebertragung  eines  für  den  Unterricht  in 
em  fremden  Lande  bestimmten  Buchs  ins  Deutsche  in  Deutschland 
OD  Erfolg  haben,  weil  die  Lehrweise  und  derogemäss  die  Anforde- 
rn an  ein  Lehrbuch  in  verschiedenen  Staten  und  Nationen  zu 
t  von  einander  abweichen.  Das  gegenwärtige  ist  eine  von  jenen 
enen  Erscheinungen  des  Gegenteils:  es  unterscheidet  sich  nur 
ch  Eigenschaften,  die  bei  uns  zwar  oft  hintangesetzt,  aber  von 
m,  denen  es  mit  einer  gründlichen  Ausbildung  Ernst  ist,  geschätzt 
^en;  es  kann  daher  auch  unseren  Lehrbüchern  in  andern  Zweigen 

Physik  in  jeder  Beziehung  als  Muster  dienen.  Was  der  Uober- 
ÄT  im  Vorwort  zuerst  hervorhebt,  würde,  wenn  es  zuträfe,  den 
rt  der  Arbeit  nicht  gerade  erhöhen.  Er  stellt  es  nämlich  als  eine 
3se,  nur  schwer  zu  erreichende  Leistung  des  Buches  dar,  dass  es 

der  hohem  Mathematik  unkuudigen  Leser  bis  auf  den  höchsten 
adpunkt  der  Wärmetheorie  führe.  Für  den,  welcher  mathematische 
"sik  treiben  will,  ist  es  nicht  zuviel  verlangt,  dass  er  der  höheren 
thematik  nicht  unkundig  sei.  In  allem,  was  er  von  jener  kennen 
it,  wird  ihm  diese  Unkunde  ein  wesentlicher  Mangel  sein.  Allein 
i  Berücksichtigung  Unkundiger  reducirt  sich  in  Wirklichkeit  nur 

folgendes.  Einesteils  sind  die  Wörter  „Differential"  und  „Inte- 
l"  durch  andre  ersetzt,  letzteres  durch  „Mittelwert" ;  ihre  Begriffe 
ncn  nicht  aus  der  Theorie  entfernt  werden.  Andernteils  kommen 
le  grossem,  ausgeführten  Ilechnungen  vor,  aber  bloss,  w^eil  sich 

Buch  auf  Grundlegung  der  Principien  beschränkt.  Die  Anwen- 
g  der  Diagramme  endlich  ist  für  den  Kundigen  ebenso  wichtig, 

für  den  Unkundigen;  sie  ersetzt  weder  die  Rechnung,  noch  wird 
durch  diese  ersetzt.  Dagegen  verdient  hervorgehoben  zu  werden 
sorgfältig  exacte,  durchweg  corrccte  Darstellungsweise  ohne  Um- 
reife. Hierzu  kommt  das  charakteristische,  dass  gar  keine  physi- 
schen Vorkenntnisse  vorausgesetzt  werden,  vielmehr  die  Erklärung 
§  dessen,  was  zum  Verständniss  der  Wärmetheorie  erfordert  wird, 
em  Umfange  gerade  in  dem  es  nötig  ist,  nicht  bloss  aus  der  ele- 
taren  Wärmelehre,  sondern  auch  aus  der  Dynamik,  Elasticitäts- 
rie,  über  Wellenbewegung,  u.  s.  w.,  vorausgeht  Hierauf  bezüglich 
len  wir  mit  dem  Uebersetzer  in  dem  Urteile  übereinstimmen,  dass 
Lösung  dieser  Aufgabe  nur  einem  Manne  gelingen  konnte,  den 
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seine  eignen,  durchgreifenden  Untersachnngen  und  Entdeck 
allen  Zweigen  der  Physik  auf  einen  Standpunkt  führten,  von 
ein  einheitlicher  Ueherblick  über  das  beherrschte  Gebiet  ers 
wird.  Ausser  den  oben  angedeuteten  vorbereitenden  AI 
zeigen  folgende  die  Vielseitigkeit  der  Behandlung  des  Gege 
Therraometrie,  Caloriractrie,  Isothermen,  adiabatische  Liniei 
maschiiien,  Relationen  zwischen  Volumen,  Druck,  Tempe 
Entropie,  latente  Wärme,  Thermodynamik  der  Gase,  dy 
Aoquivalont  der  Wärme,  Straluug,  Ström ungserschcinungeu 
leituug,  Molecularthcorie.  Bei  dem  geringen  Umfang  des  Bu( 
natürlich  nicht  das  gesammte  vorliegende  Material  dargebotc 
der  Lehrstoff  enthält  in  jedem  Punkte  nur  das  Wesentlicl 
ist  dessen  Erörterung  geeignet,  von  allen  Gegenständen  ri 
griffe  zu  geben.  Auch  die  erforderlichen  numerischeu  Aug 
lieh  ohne  Nachweis,  sind  sorgfältig  stets  beigefügt. 


Theorie  der  Elasticität,  Akustik  und  Optik.    Von  Prof. 
mann  Klein,  Gymnasiallehrer  in  Dresden.    Zugleich  als  5i 
zu  dem  Lehrbuch   der  Physik  von  Dr.  Paul  Reis.     Mit 
schnitten  im  Text.    Leipzig  1877.    Quandt  u.  Händel.    5iN 

Der  Verfasser  nennt  das  Gegenwärtige  eine  Erweitei 
jeden  Lehrbuchs  der  Experimentali)hysik  und  will  es  im 
an  das  von  Reis  bearbeitet  haben.  Wie  dies  zu  verstehen 
wol  ersichtlich.  Der  Gegenstand  ist  so  heterogen,  der  ^ 
des  Lesers,  für  <lessen  Gebrauch  es  nur  bestimmt  sein  kam: 
er  freilich  kein  Wort  sagt,  so  verschieden,  dass  Erweiterunj; 
auf  das  andre  keinen  Sinn  hat.  Das  genannte  Lehrbuch  ist 
len  unter  pädagogisch  didaktischem  Gesichtspunkt  und  mit 
auf  die  niedere  iMitwickclungsstuf«*.  in  der  Mathematik  vei 
gegenwärtige  Buch  enthält  ausschliesslich  analytische  Rechnu 
sich  daher  auf  jenes  nicht  stützen  und  hat  es  auch  factisch 
Punkte  zu  tun  versucht.  Es  finden  sich  nur  die  Paragr 
Reis  über  das  gleiche  Thema  citirt,  mitunter  eine  P'oru 
entlehnt,  deren  Ilerleitung  gerade  hierher  gehört  hätte, 
von  dieser  offenbar  ebenso  unnötigen  wie  unzutreft'enden  Recl 
ab  und  betrachten  die  Arbeit  gemäss  ihrer  wirklich  dargebc 
ßtung,  so  bedurfte  sie  wol  eher  einer  Rechtfertigung  von  au 
Der  Verfasser  erwähnt,  dass  in  den  hier  nicht  behandelte 
der  Physik  ausführliche  Bearbeitungen  existiren,  nicht  aber 
analytischen  umfassenden  Werke,  mit  welchen  seine  eigne  j 
currirtc ;  in  Betreff  der  Elasticität  und  Optik  wenigstens  wii 
nicht   in  Abrede   stellen,  dass  wir  solche  bereits  besitze: 
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meifibtf  musste  man,  wenn  das  Bach  einen  Zweck  haben  sollte, 
Mkodisdien  Fortschritt  erwarten.  Von  den  Mängeln  des  Rechnangs- 
W&krens  brauchen  wir  gar  nicht  zu  reden;  denn  man  vermisst  in 
dBB  mchtlgsten  Punkten  Ordnung  der  Gedanken  und  Klarheit  der- 
■UNO,  dass  es  nicht  lohnen  würde  im  einzelnen  zu  bessern.  Die 
Lekre  yon  der  Wellenbewegung  beginnt  in  den  ersten  successiven 
Teflen  über  getrennte  Gegenstände  jedesmal  mit  Formeln  ohne  An- 
pbe,  auf  welche  materielle  Basis  sie  sich  beziehen,  ob  das  Bewegte 
eis  Holecül,  ein  System  vieler  oder  ein  Continuum  ist,  Formeln  deren 
San  kaum  erraten  werden  kann ;  als  dynamische  Formel  wird  citirt, 
IM  an  seiner  Stelle  (Seite  14)  eine  statische  Formel  ist.  Nach  einem 
»khen  Anfang  in  der  Grundlegung  der  Theorie  brauchen  wir  wol 
laf  das  Weitere  nicht  einzugehen.  H. 


Grundzttge  der  Electricitätslehre.  Zehn  Vorlesungen  gehalten 
lOr  den  Mitgliedern  des  ärztlichen  Vereins  in  München  von  Dr. 
Äf.  von  Beetz,  ord.  Professor  der  technischen  Hochschule  in  Mün- 
iben  und  ord.  Mitglied  der  k.  ßaier.  Akademie  der  Wissenschaften, 
Ehrenmitglied  des  ärztlichen  Vereins.  Mit  56  Holzschnitten.  Stutt- 
!irt  1878.    Meyer  ü.  Zeller.    109  S. 

Diese  Vorlesungen  geben  auf  kleinstem  Räume  das  Wichtigste 
ins  der  Elektricitätslehre,  die  Theorie  im  Auschluss  an  die  Experi- 
oente  mit  den  einfachst  denkbaren  Apparaten,  in  leicht  fasslichem 
Tortrage  und  derart  geordnet,  dass  eine  jede  einen  theoretischen  Ab- 
dmitt  zum  Abschluss  bringt.  Die  2  ersten  betreffen  die  Reibungs- 
Mrtricität  und  die  gewöhnlichen  Verstärkungsapparate,  die  3  folgen- 
ien  die  Contactelektricität  und  die  Ströme,  die  5  letzten  die  gegen- 
Qtigen  Wirkungen  zwischen  Strömen  und  Chemismus,  Wärme, 
bgnetismus.  H. 


Die  Messung  des  Feuchtigkeitsgehaltes  der  Luft  mit  besonderer 
Mcksichtigung  des  neuen  Procenthygrometers  mit  Justirvorrichtung. 
on  Dr.  Karl  Koppe  in  Zürich.  Mit  1  Holzschnitt  und  2  litho- 
iphirten  Tafeln.    Zürich  1878.    Friedrich  Schulthess.    57  S. 

Die  kleine  Schrift  erörtert  in  befriedigender  Vollständigkeit  das 
inze  Wesen  der  Hygrometrie.  Sie  erklärt  das  Verhalten  des  Wasser- 
jnpfe,  bespricht  ihre  zwei  Aufgaben:  das  Maximum  der  Dampf- 
umang  als  Function  der  Temperatur  zu  bestimmen  und  die  jewei- 
e  Spannung  in  geschlossenem  Räume  oder  in  der  Atmosphäre  zu 
!8sen  —  auf  ihrem  empirischen  Standpunkt,  zeigt  in  historischer 
twickelung  die  Methoden,  welche  angewandt  worden  sind  um  immer 


i 


uoiDiattcr  zu  aen  Annaien  cier  rnysiK  una  i^nemie  nerai 
von  G.  und  E.  Wiedemaun.     Leipzig.    Jobann  Ambrosius 

Von  dem  neuen  Jabre  an  sollen  die  Beiblätter  zu  den 
der  Physik  und  Chemie,  herausgegeben  von  G.  und  E.  Wiec 
deren  Zweck  es  ist,  eine  möglichst  vollständige  Uebersicht 
Gang  der  Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der  Physik  zu  bieten,  d 
feratc  über  die  laufende  periodische  Litteratur,  die  Publicat 
Ichrter  Gesellschaften,  Dissertationen,  Programme  u.  s.  f.  : 
wiederum  eine  Bereicherung  dadurch  erfahren,  dass  sie  in  de 
ihres  Litteraturberichtes  zunächst  auch  die  meteorologischen 
sikalisch-geographischen  Abhandlungen  mit  aufnehmen  werd< 

In  wie  hohem  Maasso  die  „Beiblätter"  der  gestellten 
schon  jetzt  entsprechen,  dürfte  schon  daraus  erhellen,  dass 
den  Inhalt  von  70  bis  80 ,  der  Hcdactiou  regelmässig  zu 
wissenschaftlichen  Fachzeitschriften  und  Akademioberichten 
schiedensten  Nationen  regelmässig  referiren. 

Eine  fernere,  den  Abonnenten  gewiss  willkommene  Er 
der  „Beiblätter"  wird  seitens  der  Vorlagshandlung  dadurch  a 
dass  sie,  ausser  jener  Revue  der  periodischen  Litteratur  ; 
nach  Möglichkeit  vollständige  Bibliographie  der  das  Gebiet  d( 
Meteorologie  und  physikalischen  Geographie  berührenden,  ue 
neuen  Bücher,  Programme,  Dissertationen  u.  s.  w.  ebenfalls 
tionen,  und  zwar  nach  den  in  Originalen  vorliegenden  E: 
bringen  wird. 

Alle  Förderer  und  Freunde  der  Physik  sind  geboten, 
strebungen  in  die  weitesten  Kreise  zu  tragen  und  durch  gef^ 
Sendung  der  meist  nur  in  wenige  Hände  gelangenden,  oft  bc 
Willen  sonst  nicht  zu  beschaffenden  Dissertationen  und  Gel 

Schriften  zu  fördern  an 

die  Verlagshandlimg 
von  Job.  Ambr.  Barth  in  Le 
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Vermischte  Schriften. 

Atti  deUa  R  Accademia  dei  Lincei,  anno  CCLXXV.  1877—78. 
Serie  terza.    Transanti  volume  II.    Roma  1878.    SaWiacci. 

Tkt  AnCang  der  Transanti  ist  im  243.  litt.  Bericht  p.  35.  be- 
ipocben.  Es  ist  hinzuzufügen,  dass  die  7  Monate,  December  bis 
liBi,  je  ein  Heft,  die  übrigen  5  Monate,  Juli  bis  November,  wo  keine 
Bitzongea  stattfinden,  keins  erscheint.  Aus  dem  1.  Volum  ist  zu  er- 
glBien  der  Inhalt  des  7.  Hefts. 

6.  Bellavitis:  lieber  die  Auflösung  der  numerischen  Congruen- 
Kn  imd  die  Tafeln,  welche  die  Logarithmen  der  ganzen  Zahlen  für 
;  die  Tersduedenen  Moduln  geben. 

6-  Battaglini:  lieber  Bewegung  auf  einer  Linie  2.  Ordnung. 

£.  Caporali:  Sätze  über  Curven  3.  Ordnung. 

A  Paoli:  lieber  Stuart  Mill's  ideologische  und  psychologische 
Begriffe. 

De  Gasparis:  lieber  die  Berechnung  des  Parameters  in  den 
:  Rtnetenbahnen. 

Der  Inhalt  des  2.  Volums  an  mathematischen  Arbeiten  ist  fol- 
^Jttder. 

Betti:  lieber  eine  Erweiterung  der  allgemeinen  Principien  der 
^b^iuimik. 

Cerruli:  lieber  die  Transformation  einer  beliebigen  quadra- 
ttehen  Form  in  sich  selbst. 

Cerruli:  Neues  allgemeines  Theorem  der  Mechanik. 

Brioschi:  lieber  einige  Formeln  in  der  Theorie  der  elliptischen 
'Wtionen. 

6.  As  coli:  Neue  Untersuchungen  über  die  Fourier'sche  Reihe. 

De  Gasparis:  lieber  eine  bemerkenswerte  Relation,  welche  sich 

"^  einer  doppelten  Transformation  von  Variabein  zeigt. 

H. 


Noovello  Correspondauco  Math^matiquo ,  rcdig^e  par  Eugene 
'ttalan,  Professenr  ä  l'universite  de  Li6ge,  avec  la  collaboration 
e  MM.  Mansion,  Laisant,  Brocard,  Neuberg  et  Edouard 
ncas.    Tome  quatri^me.    Liege  1878.    E.  Decq. 

Der  Inhalt  der  letzten  Hälfte  an  Abhandlungen  ist  folgender. 

H.  Brocard:  Elementare  Bemerkungen  zum  Pell'schen  Pro- 
5111.     (Forts.) 
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E.  Litcas:  Ucber  ein  Gmndprincip  der  Geometrie  andTrigom- 
inetrie.    (Forts,  u.  Schluss.) 

H.  Poetuia:  Vcbor  eiuc  arithmetisdio  Aufgalie. 

S.  Kcalis:  Bcmcrknng  Qbcr  einen  arithmetischen  S.itz. 

E.  Lucas:  Ueber  die  Theorie  der  uameriscIieD  einfach  periofi- 
sehen  I'unctionCQ.     (Forts,  u.  Scbluss.) 

C.  Le  Paige:  Ucber  eiueu  Satz  von  Catalan. 

F.  Protbr  LFcbcr  die  Reihe  der  Primzahlen. 
Mennessou:  Ueber  den  Kreis  di-r  9  Pnnkte. 

P.  Mnnsion:  Ueber  die  bamioniscbo  liucare  TrausformatiiKi- 
H.  Van  Aubol:  Ueber  eiuen  geometrischen  Ort 
De  Tilly:  Ueber  die  I.üsung  der  Aufgaben,  welche  ConstnHlJo- 
non  im  Räume  orfordern,  mit  Lineal  und  Zirkel. 

G.  de  Longcbainiis:  Satze  über  die  Normalen  der  centristiu!« 
Kegelschnitte. 

E.  Lucas:   IJemerkuug   über  die  Aufgabe  280,   betrcfcnd  fi« 
Trisectiou  des  Winkels. 

E.  C  0  s  a  r  0 :  Einige  Eigciisclmfteu  der  durch  u=^  Jt 

gpBtellten  Curve. 

V,  Bouniakoivski:  Neue  Fälle  der  Teilbarkeit  derZaUenml 
der  Form  2-"'4-l-  I 

Tchobychcf:  Ueber  eine  Transformation  numerischer  Reib«. 

Genoccbi:  Ueber  eine  Formel  von  Libri. 

E.  Lucas:  Ueber  die  Zerlegung  der  Zahleu  in  Biquadrat«. 

S.  Realis:  Bemerkung   Über   einige   unbestimmte  GleichnngCB 
(Forts.) 

J.  Keuborg:  Ueber  die  Addition  der  cUiptiBchen  Functionen. 

E.  Catalan:  Zerlegung  oinea  Kubus  iu  4  Kühen. 

II.  Van  Aubol:    Zwei   allgemeine   Eigenschafteo    der   Cnne 
3.  Grades. 

Falk;  Ueber  eine  Eigenschaft  der  Detcnninantoa  null. 

F.  Protb:  Ucber  einigo  Identitäten. 

J.  Nenberg:  Ueber  eine  Transformation  der  Figuren. 

G.  Dostor:  Ueber  die  Summen  der  jiten  Potenzoa  der  n  enti 
ganzen  Zahlen. 
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bulaire  technique.  Technisches  Yokabnlar.  Für  technische 
Jten,  sowie  zum  Selbststudium  für  Techniker,  Studirende 
Jtrielle.    Von  Dr.  Wershoven.    Leipzig,  1878.   Brockhaus. 


blos  die  eigentlich  technischen  Gebiete,  wie  Maschinen- 
isenbahnbau,  Hüttenkunde,  Keramik,  Zuckerfabrication  etc. 
em  Werkchen  behandelt,   sondern  auch  die  Naturwissen- 
Physik,  Mechanik  und  Chemie.     Die  in  diesen  Gebieten 
nden  technischen  Ausdrücke  sind  französisch  und  deutsch 
gestellt,  und  zwar  nach  den  Materien  —  nicht  alphabetisch 
let,   ähnlich  wie  im  Yocabulaire  syst^matique  von  Ploetz. 
Ordnung,   ohne    beim  Nachschlagen  eines   einzelnen  Aus- 
nbequem  zu  sein,  bietet  den  grossen  Vorteil,  dass  dadurch 
oatische  Erlernen  ermöglicht  wird  und  dass  man  die  techni- 
sdrücke  über  das  bestimmte  Capitel  beisammen  hat    Wer 
ielsweise  eine  französische  Abhandlung  über  elektrische  Be- 
über  Barometer,  Luftballon,  Akustik,  Brechung  des  Lichtes, 
istmmente,  Elektrisirmaschinen,  Telegraphie,  Wärmetheorie 
will,  und  vorher  das  betreffende  Capitel  des  Buches  auf- 
durchliest, dem  wird  nicht  mehr  die  Lectüro  durch  bestän- 
oft  doch  vergebliches  Nachschlagen  in  Wörterbüchern  ge- 
verleidet werden.    Das  verdienstliche  Werkchen  verdient 
iturwissenschaftlichen  Kreisen  die  warme  Empfehlung,  welche 
[mischen  Kreisen  bereits  gefunden  hat.    Trotz  des  kleinen 
ist  es  ausserordentlich  reichhaltig ;  die  äussere  Ausstattung 
lieh. 

lu.  F. 
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Lehrbücher,  Sammlangen  und  Tabellen. 

ir-  and  Uobungsbuch  für  den  Unterricht  in  der  Algebra  an 
ien,  Real-  nnd  Gewerbeschulen.  Von  Dr.  H.  Heilermann, 
r  der  Realschule  in  Essen,  und  Dr.  J.  Diekmann,  Ober- 
tm  Gymnasium  in  Essen.  1.  Theil.  Die  vier  Grundrechnun- 
ie  linearen  Gleichungen.    Essen.    G.  D.  Baedeker.    117  S. 

i  Verfasser  finden,  wie  sie  im  Vorwort  als  Gesichtspunkt  für 
rbeitung  des  gegenwärtigen  Lehrbuchs  aussprechen,  dass  in- 
sr  Fortschritte  der  Wissenschaft  eine  Kluft  angewachsen  sei 
Q  der  mathematischen  Schulbildung  und  den  Anforderungen 
idiums  der  hohem  Mathematik.  Die  Schule  mit  einem  noch 
hnteren  Pensum  zu  belasten  sei  unmöglich;  wol  aber  könne 
irweise  mehr  als  bisher  zur  Vorbereitung  für  das  Studium  ge- 
irerden.  Worin  besteht  nun  jene  Kluft?  Die  Einbildung,  dass 
iritt  Ton  der  niedern  zur  hohem  Doctrin  ein  abschreckend 
sei,  wird  in  der  Tat  vielfach  gehegt;  sie  kann  sich  aber  nur 
geschickten  oder  rtlcksichtslosen  Vortrag  der  Principien  der 
s  stützen.  In  Wirklichkeit  bedürfen  letztere  zu  ihrer  Begrttn- 
ir  einen  kleinen  Teil  der  Schuldoctrin,  und  zwar  gerade  den- 
,  welcher  fUtt  die  Schule  selbst  unbedingt  notwendig  ist.  Weit 
:  eine  Lücke  zu  lassen,  ist  die  Analysis  vielmehr  um  ihrer 
Sarmome  willen  genötigt  vieles  zu  wiederholen,  was  die  Schule 
limmt  Am  wenigsten  kann  aber  eine  Kluft  grösser  werden, 
och  die  Principien  bei  allen  Fortschritten  der  Wissenschaft 
^n  bleiben  und  durch  Cultivirung  der  Methode  der  Schule 
mä  B&her  gerüdrt  werden. 

JUII.    H«ft8.  9 
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Gleichwol  kann  man  den  Verfassern  beistimmen,  wenn  sie  mc 
dass  das  Bedflrfniss  eines  näheren  Anschlusses  jetzt  mehr  fQ 
wird  als  früher,  ferner  dass  eine  Schuld  auf  Seiten  des  Schule 
richts  liegt,  und  drittens  dass  derselbe  auch  ohne  Erweitenin 
J^ehrstoffs  besser  als  es  gewöhnlich  geschieht  zur  VorbereitnD 
das  Studium  werden  kann:  nur  haben  sie  wol  den  Gesichtspunkt 
recht  ins  Klare  gestellt.  Wenn  irgend  ein  Mangel  im  Schulonte 
den  späteren  Uebcrgang  zur  hohem  Mathematik  erschwerte,  s 
es  der,  dass  den  Schülern  Begriffe  beigebracht  worden  sind,  di 
bei  gründlicher  Betrachtung  als  nicht  haltbar  erweisen,  denen 
aber  den  Vorzug  vor  den  wissenschaftlichen  Begriffen  gab,  wei 
meinte,  sie  wären  den  Anfängeiii  k^chter  zugänglich.  Diese  ürd 
Praxis,  welche  geringschätzig  über  die  Forderungen  der  Wissen 
hinweggeht,  findet  in  der  Tat  jetzt^  wo  das  Studium  der  Mathe 
an  Bedeutung  sehr  gewonnen  hat,  viel  weniger  Verteidiger  als  i 
Dass  ihre  Rechtfertigung  in  ihrer  gänzlichen  Nichtigkeit  erkannl 
dass  die  logische  Nachlässigkeit  in  der  Lehrweise  als  Sch&digui 
geistigen  Entwickelung  zur  allgemeinen  Verurteilung  gelangt, 
unser  Ziel  sein ;  dürften  wir  hierin  den  Kern  ihres  Gedankens 
so  wären  wir  mit  den  Verfassern  einverstanden.  Die  Ausführun 
scheidet  darüber,  und  gerade  nicht  zu  ihren  gunsteu. 

Der  jetzt  erschienene  I.Teil  ist  ein  ideell  abgeschlossenes ( 
sofern  er  genau  und  vollständig  die  rationalen  Operationen  ui 
Die  Methode  ist  die  rein  arithmetische  mit  successiver  Erweil 
des  Zahlbegriffs.  x\dditiou,  Multiplication,  Potenzirung  folgen  eii 
unmittelbar ;  auf  sie  erst  die  iuverscn  Operationen  der  beiden  ( 
Subtraction  und  Division,  welche  eiuzelu  zur  Einführung  der  rd 
(algebraischen)  Zahlen  howie  der  Null,  und  der  Brüche  führet 
dann  die  Gleichuugen  1.  Grades.  Es  wird  beachtet,  dass  di 
Inversionen  doppelt  ausgeführt  nur  je  eine  Operation  orgebei 
Anfang  ist  die  Lehrweise  gründlich,  exact,  umsichtig,  dabei  e 
und  leichtfasslich.  Zuerst  bei  der  Multiplication  der  Negative] 
ein  falscher  Beweis  auf,  welcher  sich  auf  Vertauschbarkeit  dei 
toren  stützt,  obgleich  diese  nur  für  absolute  Zahlen  begründe 
Bliebe  dieser  Fehler  vereinzelt,  so  würde  mau  ihn  für  formell  1 
und  nur  die  Ueberschrift,  Beweis,  weglassen.  Allein  es  zeigt 
dass  die  Begründung  der  Sätze  in  ihrer  Anwendung  auf  den  i 
terten  Zahlbegriff  von  da  an  durchweg  fehlt  Auch  ist  uirgenc 
von  die  Rede,  dass  mit  dem  Zahlbegriff  auch  die  Bedentuoi 
Buchstaben  erweitert  werden  muss,  wie  es  doch  die  Aoflösoo 
Gleichungen  unbedingt  erfordert.  Gerade  hierin  hätte  sich  die 
bereitung  für  das  höhere  Studium  gut  zeigen  können.  Doch 
blQSS  Mangel  an  Erklärung  und  Begründung  ist  zu  rügen,  sende 
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fiaden  sich  aach  falsche,  handgreiflich  widersprechende  Sätze  vor. 
i^ioe  Zahl,  welche  kleiner  als  jede  aogebbare  gebrochene  Einheit 
iriadit  wird,  heisst  unendlich  klein/^  Da  nach  dem  Vorausgehenden 
«ter  einer  Zahl  nur  eine  ganze ,  gebrochene,  positive  oder  negative 
iintiiiden  werden  kann,  so  kann  ohne  neue  Erweiterung  keine  Zahl 
iriidit  werden,  die  nicht  angebbar  sei;  die  in  Rede  stehende  Zahl 
nB  also  kleiner  gedacht  werden,  als  sie  gedacht  werden  kann.  Nach 
ieiflr  nnfassbaren  Lehre  kann  es  den  folgenden  Sätzen  nichts  hei- 
k^  diss  sie  vorsichtig  genug  ausgedrückt  sind  um  keinen  Verstoss 
fand  za  geben.  So  kann  z.  B.  die  Regel  nichts  helfen,  dass  die  Null 
WB  als  Wichen  far  eine  Unendlichkleine  Divisor  sein  kann ,  wenn 
lodi  der  Schaler  sie  nicht  als  uuendlichklein  zu  denken  und  zu  be- 
hnddn  versteht  Wie  die  Regel  hier  aufgestellt  ist,  ist  sie  unrich- 
S|.  Wir  können  schreiben  =0  statt  „ist  unendlich  klein",  aber 
■rMotivirong  wardeu  Erklärungen  nötig  sein,  die  sich  für  Anfänger 
lieht  eignen.  Die  Einsetzung  der  Null  statt  der  Unendlichkleinen 
Inagegen  ist  nnr  in  stetigen  Functionen  erlaubt,  nicht  also  im  vor- 
licsgenden  Falle.  Endlich  ist  das  Symbol  ^  in  Gebrauch  für  eine 
nekt  gefundene,  sondern  erst  noch  zu  untersuchende  Grösse,  die  ent- 
ied«r  «  +  *  <xlör  =  —  oo  ist     Man  darf  dann  nur  sagen,   eine 

Brtsge  habe  die  Form  ,t;  der  Satz  (3),  wie  er  hier  steht,  ist  hin- 
legen irreleitend  und  für  ein  Lehrbuch  überflüssig.  Je  mehr  es  zu 
vttaischen  ist,  dass  schon  Anfänger  in  der  Algebra  mit  den  unend- 
idieii  Grössen  bekannt  werden,  desto  verwerflicher  ist  es,  wenn  Lehr- 
Mier,  welche  dieselben  besprechen,  den  Gegenstand  in  der  alten, 
nklaren  Weise  darstellen  und  dadurch  die  Unkenutniss  noch  ver- 
■duren.  In  T.  LV.  p.  49.  ist  gezeigt,  dass  die  Lehre  von  den  Un- 
ladlichen  kein  schwieriger  Punkt  ist  und  sich  in  der  für  Elementar- 
Uutflcher  nötigen  Kürze  befriedigend  behandeln  lässt.  Jetzt  noch 
Ge  Schüler  mit  Andeutungen  abzufertigen,  die  für  das  Verständniss 
nooreichend  sind,  lässt  sich  durch  nichts  mehr  rechtfertigen. 

Noch  möchte  ein  anderer  im  Vorwort  besprochener  Punkt  nicht 
iit  der  Aosfiührung  harmoniren.  Es  wird  zwar  darin,  entgegen  der 
ibncht  den  Lehrstoff  nicht  zu  vermehren,  eingestanden,  dass  die  An- 
Nidangen  der  Algebra  an  einigen  SteUen  über  den  hervorgebrachten 
Imfiuig  hinaasgehen,  doch  hinzugefügt,  dass  dieselben  den  Boden 
lementarer  Bezeichnung  nie  verlassen.  Solche  Ueberschreitungen 
iad  wol  die  unendlichen  Reihen  und  die  Determinanten.  Für  die 
Lifitthme  beider  Themata  fehlte  jedes  Motiv.  Sie  sind  in  Wirklich- 
st 2  nene  Einfdhrungen,  deren  Fruchtbarkeit  unmöglich  an  den 
iBz  spedellen  Beispielen  erhellen  kann;  namentlich  wird  die  Deter- 
linantenlebre  bei  unmittelbar  allgemeinem  Anfang  leichter  und  besser 
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verstanden,  als  wenn  specielle  Rechnungen  vorik^^heD,  die  au  iei 
Perspective  des  Anfängers  gesehen,  im  Gredanken  dass  sie  auf  htt« 
Ordnungen  ausgedehnt  werden  sollen,  nur  einen  sehr  abschreekeidei 
Eindruck  machen  können.  Dass  die  Bezeichnungen  elementar  Min 
ist  augenscheinlich  unzutreffend. 

Im  ganzen  gieht  die  Arbeit  mehr  als  gewöhnliche  Selbstfiadigkii 
und  Klarheit  kund ,  bis  auf  gewisse  Grenzen  jenseit  deren  die  Ya 
fasser  den  Stoff  wol  nicht  recht  bewältigt  haben.  ä 

Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Geometrie  an  höheren  Leh 
anstalton.  Von  II.  Koostler,  Oberlehrer.  Drittes  Heft  Die  Ach 
lichkeit  der  Figuren.  Mit  24  in  den  Text  eingodnickten  Holzschnitte 
Halle  a.  S.    1878.    Louis  Ncbert    48  S. 

Wenn  wir  die  Ikstinimuug  des  Buchs  darin  sehen,  die  Sfttze  ei 
/uprägcu  und  zur  Uobung  Gelegenheit  zu  geben,  so  empfiehlt  es  A 
durch  Reichhaltigkeit  an  Aufgaben.  Der  Lehrstoff  selbst  ist,  k 
Aufgaben  vorausgehend,  nicht  bloss  ziemlich  kurz,  sondern  auch  Ui 
sichtlich  der  Dotinitiouou  und  Beweise  ohne  Sorgfalt  bebandelt  Ueb( 
die  lucomnicnsitrabilität  wird  mit  Stillschweigen  hinweggegangen,  i 
Anfang  scheint  sie  ausgeschlossen  zu  sein,  weiterhin,  wo  dies  nid 
denkbar  ist,  bleibt  sie  unberücksichtigt,  der  angeführte  Grund  il 
die  Irrationalitüt  dos  Verhältnisses  von  Krois  nnd  Dnrcbmesscr  i 
unrichtig.  E 

Die  Geometrie  des  Progynniasiums.  Von  Wilhelm  Bnnkofe] 
Professor  am  Progymnasium  in  Bruchsal.  I.  Theil:  Geometrie  de 
Tertia.  Mit  11,  II.  Thcil:  Geometrie  der  Sekunda.  Mit  5  hthogn 
phirtcn  Figureutafeln.     Freiburg  i.  Br.    1879.    Herder.    4«.    14»  I 

Das  Buch  zeichnet  sich,  wie  es  dem  Leser  sogleich  imponiren 
entgegentritt,  durch  reiche  Eutfaltuug  des  Gegenstandes,  erschöphnd 
Vielseitigkeit  und,  wenigstens  im  Anfang,  durch  corrcctcn  Ausdnc 
und  klare  Auffassung  aus,  so  dass  es  den  Eindruck  ungewöbnüdM 
Beherrschung  dos  Lehrstoffs  macht  Kommt  dann  mitten  in  die« 
musterhaften  Darstellung  ein  Punkt  vor,  dessen  Behandlung  nid 
genügen  kann,  so  wird  man  geneigt  sein  dem  Verfasser  sw 
trauen,  dass  er  den  Mangel  im  Auge  behalten,  die  Schuld  n 
weitern  Verlaufe  abtragen,  keinenfalls  aber  das  uusuroichend  ft 
stimmte  zur  Basis  wichtiger  Folgerungen  nehmen  wird.  In  <BeM 
guten  Erwartung  findet  man  sich  sehr  getäuscht:  Iftsst  er  ( 
einmal  an  Bündigkeit  fehlen,  so  schreitet  er  auf  demselben  Veg 
fort,  der  Riss  erweitert  sich,  und  bald  sieht  man  die  grösste  logiick 
Kluft  unter  der  Decke  der  bestechenden  Systematik  und  der  erobert« 
allgemeinen  Anschauung  versteckt.    Ein  solcher  Punkt  Ist  der  Be 


LiUerarücher  Bericht  COLI.  30 

friff  der  Richtung.  Dass  derselbe  sich  nicht  isolirt^  uauientlich  nicht 
•be  Verbiadiiiig  mit  dem  Begriff  der  Geraden  deüuiren  lässt,  sieht 
Mi  lacht  ein ,  nud  wird  es  gern  als  eine  Sache  ohne  Gewicht  hin- 
Mimieii,  dass  hier  die  Definition  der  Geraden  sich  auf  den  noch  ganz 
ubeitimmten  Begriff  der  Richtung  stützt.  Allein  fragen  muss  mau 
fah,  woimof  nun  die  Vergleichuug  der  Richtungen  beruht  Der 
WUnl  wird  hier  zwar  nicht,  wie  es  iucorrecterweiso  oft  geschieht, 
ah  Kchtiiiigsanterschied  bestimmt,  aber  dafür  eine  ebenso  unbrauch- 
kn  aeve  Bestimmangsweisc  als  Mass  der  Menge  möglicher  Strahlen 
itiKiKn  beiden  Schenkeln  eingeführt,  und  demzufolge  mit  Zahlen  ge- 
nekaet,  die  nicht  existiren.  In  der  Tat  enthält  der  ganze  Winkel 
die  Strahlen,  die  dem  Teilwinkel  gehören,  und  ausserdem  Strahlen, 
fie  dieser  nicht  hat;  daraus  folgt  aber  nicht,  dass  er  mehr  Strahlen 
e&tliält;  denn  soviel  man  im  ganzen  Winkel  Strahlen  zieht,  kann  man 
lach  im  Teilwinkel  ziehen.  Erst  erläutei-t  durch  anderweite  Betrach- 
Ing  kann  die  relative  Strahlenmenge  einen  Sinn  erhalten.  Der 
logische  Connex  ist  verkehrt  dargestellt:  die  Grössenverglcichung  der 
Wiikel  mnsste  vorher  aus  der  Lage  der  Schenkel  deutlich  sein,  und 
ittn  war  die  Betrachtung  der  Strahlenmenge  überflüssig.  Soll  nun 
ier  Winkel,  dessen  Erklärung  wir  einmal  voraussetzen,  zur  Unter- 
lAeidimg  der  Richtungen  dienen,  so  geschieht  dies  unmittelbar,  wenn 
■r  Bichtongen  von  einem  Punkte  aus  verglichen  werden.  Wie  ver- 
lieht man  aber  Richtungen,  die  von  verschiedenen  Punkten  aus- 
fthen?  Diese  Frage  überspringt  das  Lehrbuch  mit  folgendem,  nur 
Q  einem  Punkte  auf  einer  Linie  bewiesenen,  dann  als  allge- 
lein  geltend  aufgestellten  Satze:  Zu  jederRiclitung  giebt  es  nur 
lae  einzige  senkrechte  Richtung.  Aus  ibm  folgt  dann  bald,  dass 
Kinkel  von  gleichgerichteten  Schenkeln  gleich  sind,  und  ein  Paral- 
lenaxiom  existirt  nicht  mehr.  Nur  um  lety.tere  Illusion  zu  erreichen 
80  mussten  3  Begriffsbestimmungen  dunkel  und  lückenhaft  vollzogen 
erden,  zu  deren  vollständiger  Klarlegung  es  dem  Verfasser  weder 
I  nhigkeit  noch  an  Raum  gefehlt  hätte.  Was  nach  Behandlung 
!r  Winkels&tze  den  weitx^rn  Inhalt  betrifft,  so  scheint  dieser  ohne 
Adendes  Princip  und  ohne  sichtliche  Begrenzung  so  ausgewählt  zu 
äs,  daas  eine  recht  ansehnliche  Productivität  an  Gebilden  durch 
•hebe  Synthesen  zutage  gefördert  wird,  die  der  Schüler,  wenn  ihm 
IS  Beispiel  den  Trieb  dazu  erweckt  hat,  leicht  beliebig  fortsetzen 
ÜB.  Wol  nur,  um  eine  Sache  von  Bedeutung  nicht  mit  Stillschwei- 
BB  SU  Hbergehen,  wird  sehr  bald  die  Coordinatenmethode  erörtert; 
ii  Gebrauch  derselben  kommt  nicht  vor.  Der  erste  Teil  schliesst 
ft  der  Ldire  von  der  Flächengleichheit  und  den  Verwandlungen; 
Br  zweite  beginnt  mit  der  Linienproportion  und  geht  als  I^ensum 
ii  zur  Kreisberechuung;  auf  dieses  folgt  noch  ein  Abschnitt:  Aus- 
thruqg  einzelner  Theorien,  z.  B.   der  Potenzen  und  Potenzlinicn, 
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der  harmonischon  Puuktrcibo  uud  des  harmonischen  StrahlenbüBcbcb 
n.  s.  w.,  am  Schlüsse  noch  einiges  über  Integrale  und  Differenäb 
Toni  geometrischen  Gesichtspunkt.  H. 

Lehrbnch  der  Elomentar-Mathematik.  II.  Theil.  Lehrimdite 
Elementar- Geometrie  für  den  Schnlgebranch.  Von  Johann  Kirl 
Becker,  Professor  der  Mathematik  und  Physik  am  Gymnaunmii 
Wertheim  am  Main.  Zweites  Buch:  Das  Pensum  der  OberBecondL 
Ebene  Trigonometrie  und  Planimetrie ,  zweite  Stufe.  Mit  60  in  dn 
Text  eingedruckten  Holzschnitten.    Berlin  1878.    Weidmann.    170  S. 

Der  Verfasser  hält  es  nach  eigener  Erfahrung  in  dOjflhrigai 
Unterricht  für  höchst  förderlich,  wenn  die  Schüler  ein  Lehrbnch ii 
Händen  haben,  das  für  Selbstunterricht  vollkommen  ausreicheDd  ut 
Dieser  Bestimmung  gemäss  ist  auch  das  gegenwärtig  sehr  ausfthziidi 
bearbeitet.  Es  enth.Hlt  nicht  bloss  das  Notwendige,  sondern  vorweU 
auch  viele  instructivo  Sätze,  die  mau  als  Anwendungen  der  TheoriB 
auffassen  könnte,  in  den  Lehrgang.  Die  Dednction  macht  weniger 
den  Eindruck  der  Eleganz  uud  der  Systematik  als  vielmehr  der  lUltt^ 
liehen,  langsamen  Entwickolung  auf  einer  Stufe,  wo  allgemeine  Be- 
griffe und  umfassende  Anschauungen  nicht  vorhanden  sind.  Die  Soif* 
falt  der  Bearbeitung,  welche  schon  die  vorausgehenden  Teile  des  Ge- 
sammtwerks  auszeichnete,  charakterisirt  auch  den  neuen  Teil.  Er 
besteht  aus  2  gesonderten  Abteilungen,  deren  Themata  von  eininder 
ganz  verschieden  sind.  Die  Trigonometrie  behandelt  der  Reihe  niA 
die  Goniometrie,  das  Dreieck,  das  Viereck  und  Vieleck,  worauf  Alt 
gaben  folgen.  Die  zweite  Abteilung  enthält  die  Anfangsgründe  dff 
projectivischen  Geometrie.  E 


Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  mit  Uebungs-Aufgabcn  für  hötei« 
Lehranstalten.  Von  Dr.  Tb.  S pieker,  Oberlehrer  an  der  Bealflduli 
zu  Potsdam.  Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Vtfir 
zehnte,  verbesserte  Auflage.    Potsdam  1S77.    Aug.  Stein.    328  S. 

In  der  neuen  Auflage  ist  an  einigen  Stellen  die  Wortfiusnng  irs^ 
ändert,  einige  Aufgaben  und  Figuren  sind  hinzugekommen.  Da  0^ 
steres  von  der  Erklärung  des  Kreises  gilt,  so  wäre  es  doch  einsil 
an  der  Zeit  gewesen  die  von  Euklid  vererbte,  in  logischer  wie  ^ 
praktischer  Hinsicht  unvernünftige  Deflnition  des  Kreises  als  Filet* 
statt  als  Linie  abzuschaffen.  Der  liaie  und  Anftnger  denkt  bei  dfli 
Worte  an  eine  Linie,  in  der  Schule  wird  erst  von  ihm  TorlangC,  diu 
er  es  nur  für  die  Fläche  gebrauchen  soll,  doch  nur  in  der  Erkllnng; 
von  da  au  bedeutet  Kreis  wieder  durchgängig  die  Linie;  denn  ent 
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am  Schlosse  der  Kreislehre,  bei  der  lubaltsberechnung,  kommt 
ü  die  Kreisfläche  vor,  und  hier  findet  es  jedermann  nötig  zur 
ichkoit  Kreisfläche  zu  sagen.  So  wird  denn  gedankenlos  der 
er  mit  einer  falschen  Correction  vexirt,  die  gleich  nachher  ausser 
Dg  kommt.  Eine  wesentliche  Lücke  ist  bis  zur  neusten  Auflage 
1  geblieben:  es  fehlt  die  Definition  der  Grösse  des  Winkels,  die 
loch  sehr  leicht  geben  lässt,  indem  mau  den  kleinern  Winkel 
feile  des  grossem  macht.  Dass  die  Erklärung  des  Winkels  als 
ingsnnterschied  nur  das  Motiv  zur  Einführung  des  Begriffs  an- 
nicht  aber  den  Begriff  bestimmt,  kann  doch  wol  Keinem  ent- 
,  der  es  sich  überlegt  Im  vorliegenden  Lehrbuche  dient  das 
dem  Winkclbegriff  waltende  Dunkel  zur  Erschleichung  eines  an- 
hen  Beweises  für  den  Parallclcnsatz.  H. 


)r.  Ferdinand  Kommercirs  Lehrbuch  der  Stereometrie. 
t,  umgearbeitete  Auflage.  Herausgegeben  von  Dr.  Guido 
:k,  Professor  an  der  Königl.  Bau- Akademie  zu  Berlin.  Mit  56 
1  Text  eingedruckten  Holzschnitten.    Tübingen  1878.    H.  Laupp. 

I. 

Ichon  die  2.  Auflage  ist  nach  dem  Tode  des  Verfassers  von 
i  herausgegeben,  doch  hat  derselbe  in  der  zweiten  und  dritten 
Grund  gefunden  von  tiefer  eingreifenden  Aenderungen  abzu- 
1,  so  wünschenswert  ihm  auch  manche  gewesen  wäre.  Erst  in 
cgenwärtigen  Auflage  dürfen  wir  die  Gestalt  sehen,  wie  sie  in 
Hinsicht  der  Ansicht  des  Herausgebers  entspricht.  Hervorge- 
1  sind  die  Neugestaltung  der  Figuren  und  die  systematische 
nng.  In  keinem  Stücke  ist  letztere  so  notwendig  als  in  der 
5  von  der  Lage  d«T  Geraden  und  Ebenen,  weil  mit  dieser  der 
er  völlig  vertraut  werden  muss,  wozu  die  vollkommenste  Ueber- 
ichkeit  unentbehrlich  ist.  Es  war  daher  eine  durchaus  gebotene 
essemng,  die  Sätze  über  die  parallele  Lage  zusammen  voran  zu 
n  und  die  über  die  senkrechte  und  geneigte  Lage  nachfolgen  zu 
D,  eine  Anordnung  die  auch  den  Deductionsconnex  erleichtert, 
a  ausserdem  Erklärungen ,  Lehrsätze  und  Aufgaben  in  3  geson- 
n  Abschnitten  vereinigt  sind,   so  rechtfertigt  sich   dies  wol  da- 

I,  dass  man  jede  Aufgabe,  die  sich  an  einen  Lehrsatz  anschliesst, 
Unterricht  vorausnehmen  kann.  Nur  kann  man  in  Betreff  man- 
ErklArungen  wol  Bedenken  haben,  ihnen  einen  Platz  vor  den 
»ätzen  anzuweisen,  die  zu  ihrem  Yerständniss  notwendig  sind, 
zweite  Buch  handelt  von  den  krummen  Flächen,  Umdrehungs- 
1er,  Umdrehungskegel  und  Kugel,  im  Sinne  der  Flächen  zu  ver- 

II,  das  dritte  von  den  Polyedern.    Der  grösste,  erste  Abschnitt 
Buchs  besteht  aus  Betrachtungen,  die  nicht  an  die  euklidsche 


i 


Form  gebufiden,  douh  nicht  blosse  ErkUrungen  sondaii  m 
tireode  Eigenschaften  der  Gebilde  geben ;  dann  erst  fdgeo  L 
Aufgaben  und  ein  Anhang,  welcher  die  Uebongsanfgaben  i 


Elemente  der  Mathematik  fBr  gelehrte  Scbnlen  nnd  zu 
Stadium.  Von  Dr.  J.  Worpitzky,  Professor  an  der  König 
Academie  nnd  am  Friedrich -Werderschen  Gymnasinm  i 
FOuftes  Heft:  Stereometrie.  Mit  56  in  den  Text  oingedmcl 
schnitten.    Berlin  1878.    Weidmann.    88  S. 

Die  Anordnung  d^  Lehrstoffes  ist  folgende.  Zuerst 
ständig  die  Lehre  von  der  relativen  Li^e  der  Geraden  nn 
behandelt;  einige  metrische  Consequenzen  schliessen  mch  dar 
werden  FlSchen  in  3  Beziehungen  nach  einander  botracbtel 
Kugel,  Kegel  und  Cylinder  zuerst  hinsichtlich  ihrer  Schni 
hinsichtlich  der  Volumina  von  ihnen  begrenzter  Kfirper,  ' 
sichtlich  des  Inhalts  der  Oberflächen  letzterer.  Zn  den  an{ 
Körpern  werden  auch  Pyramiden  und  Prismen  hinzngeuomi 
letzte,  kurze  Capitol  behandelt  diu  Polyeder.  Im  ganzen 
lieh  viel  Fleiss  darauf  verwandt,  logische  Erfordemiaae,  die 
der  Beachtung  entziehen,  zu  enthüllen,  znm  Ausdruck  eu  br 
ihnen  zu  genügen.  Das  bei  den  Polyedern  angewandte 
vereinigt  deren  Eigenschaften  nnd  quantitative  Bestimni 
einer  nmfasseudeu  Theorie  mit  Un^ehuug  aller  Specialbetr 


Lehrbuch  der  Physik.  Mit  einem  Anfaai^^:  Die  Oi 
der  Chemie  und  der  raathcraatischen  Geographie.  Von  Petei 
Directer  der  Realschule  erster  Ordnung  au  Münster.  Mit  3 
Text  gedruckten  Abbildungen  und  einer  Spectntltafel  in  Fai 
Fünfte,  vermehrte  und  verbesserte  Auflage.  Freibnrg  i. 
Herder.    371  8. 

Die  2.  und  3.  Auflage  sind  in  den  litt  Ber.  217  um 
sprechen,  der  Anhang  in  241.  In  der  gegenwärtigen  sind  c 
lehren  der  mathematischen  Geographie  hinzu  gekommen,  j 
fasst  die  Erscheiaungeu  an  Erde,  Sonne,  Mond,  Fizste 
Planeten,  deren  theoretische  Erklärungen  und  einige  Fo 
alles  in  grOsster  KOrzc,  aber  mit  den  notwendigen  Zahle 
auch  werden  manche  Berechnungen  mit  Hfllfe  sphäriBchM 
metrie  gezeigt. 
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pkyvk.    Bearbeitet  von  Albert  Trappe,  Professor  und 
au  der  Realschule  am  Zwinger  zu  Breslau.    Achte,  viel- 
»esserte  und  vermehrte  Auflage.    Mit  253  in  den  Text  ge- 
ibbildungen.    Breslau  (1878)  Ferdinand  Hirt.    312  S. 

.  Auflage  ist  im  236.  litt.  Bericht  besprochen.  Im  Vorwort 
värtigeo  rechtfertigt  sich  der  Verfasser,  dass  er  namhafte 
oneu  gemachte  Ausstelluugen  nicht  berttcksichtigt  habe.  In 
^fährten  Punkten  handelt  es  sich  um  Fragen  mathematischer 
t.  Hier  ist  eine  Antwort,  wie  sie  der  Verfasser  giebt,  er 
Fachgenossen  hätten  keine  Unrichtigkeiten  entdecken  kön- 
t  am  Orte.  Hätte  er  den  gerügten  Fehler  bezeichnet,  so 
Frage  sofort  entschieden  gewesen.  Hätte  aber  der  Becen- 
Darstellung  unrichtig  genannt  ohne  den  Fehler  anzugeben, 
er  Verfasser  diese  Unterlassung  rflgen  können.  Da  er  dies 
liegt  kein  Grund  vor  anzunehmen,  dass  er  den  gemeinten 
ht  gekannt  habe,  vielmehr  kann  man  die  Antwort  nur  als 
eichende  ansehen.  Von  den  im  Archiv  gemachten  Aus- 
wird der  Verfasser  gewiss  nicht  sagen,  dass  sie  zu  unbe- 
sgesprochen  seien.  Der  falsche  Satz,  dass  die  Centrifugal- 
Dentripetalkraft  aufhöbe,  ist  in  der  Tat  weggelassen;  auch 
^h  der  Verfasser  erstere  als  Kraft  nirgends  in  Rechnung 
Aber  er  hat  es  mit  keinem  Worte  dem  Schüler  gewehrt 
hier  zu  begehen  und  denselben  in  der  Meinuug  gelassen, 
entrifugalkraft  eine  Naturkraft  sei,  während  sie  eine  blosse 
3  Rechnungsgrösso  ist  Im  Archiv  steht  nicht,  wie  der  Ver- 
mutlich aus  einer  andern  Recension  citirt,  dass  sein  Beweis 
istenz  des  Schwerpunkts  auf  schwachen  Füssen  stehe;  viel- 
18  ein  solcher  gar  nicht  versucht  worden  ist  und  sich  doch 
tu  lassen.  In  der  Tat  ist  mit  keinem  Worte  der  Frage  ge- 
sich  die  vom  Aufhängepunkte  gezogenen  Verticalen  bei 
m  des  Körpers  in  einem  Punkte  treffen;  daher  kann  von 
cht  die  Rede  sein.  Fand  der  Verfasser  den  Beweis  zu 
so  musste  doch  der.  Satz  als  ein  nicht  selbstverständlicher 
[larheit  willen  ausgesprochen  werden.  Femer  ist  darauf 
n  worden,  dass  die  Principien  der  Lehre  von  Bew^[ung 
3n  in  wesentlichen  Punkten  lückenhaft  sind.  Es  kann  nicht 
a  sagen,  dass  ein  Körper  aus  Ruhe  in  Bewegung  und  aus 
in  Ruhe  nur  vermöge  einer  Kraft  übergehen  kann.  Für 
ende  ist  der  Satz  notwendig,  dass  ohne  Kraft  kein  Be- 
stand geändert  werden  kann,  es  muss  erklärt  werden,  was 
(zustand  ist,  es  muss  endlich  die  Abhängigkeit  der  Aende- 
der  Daner  der  Kraft,  ihre  Proportionalität  mit  der  2^it 
-uck  kommen.    Da  also  bei  der  neuen  Bearbeitung  so  viele 


I 


35  Litterarischer  Berieht  CCLL 

Mängel  unbeachtet  geblieben  sind,  so  wflrde  es  nichts  helfen  nod 
weitere  Verbesserungen  in  Vorschlag  zu  bringen.  H. 


Gnindriss  der  mathematischen  Geographie.    Zum  Gebrauch 
höheren  Lehranstalten  bearbeitet  von  Friedrich  Hofmann,  Fro-J 
fessor  der  Mathematik  am  k.  Gymnasium  zu  Bayreuth.     Mit  siebei 
Steindrucktafeln.    Zweite,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage,   fitjr«* 
reuth  1878.    Grau.    88  S. 

Das  Buch  lehrt  in  zusammenhangendem  Vortrag  die  Mas8b^ 
Stimmungen  auf  der  Erde,  die  Himmelserscheinungen,  soweit  sie  dl^ 
auf  von  Einfluss  und  Auweudung  sind,  nebst  populären  Erkläronga, 
mit  Voraussetzung  der  sphärischen  Trigonometrie,  und  die  Ka]6Bdfl^'| 
rechnung.  Dann  folgt  eine  reichhaltige  Sammlung  von  Anhaket 
jeder  Art.  Vorzüglich  sind  es  die  sphärisch  trigonometrischen  iit 
gaben,  welche  in  der  neuen  Auflage  vermehrt  worden  sind.  SorgMt 
in  der  Bearbeitung  ist  sehr  anzuerkennen.  E 

Zusammenstellung  der  wichtigsten  Figuren  aus  dem  Gebiete  da 
mathematischen  Unterrichts  an  Gymnasien  und  Realschulen  eutworfM 
von  Friedrich  Hofmann,  Professor  der  Mathematik  am  k.  Gys- 
nasium  zu  Bayreuth.  Mit  436  Figuren  auf  38  Tafeln.  Bayiestt 
1878.    Grau. 

Es  sind  dies  die  für  den  Schulunterricht  in  der  Planimetrie^ 
Stereometrie,  Mechanik  und  mathematischen  Geographie  erfbrio^ 
liehen  Figuren,  femer  die  auszuschneidenden  Netze  und  Moddi 
Voraus  geht  das  Verzeichuiss  aller  Masse  in  Millimeter,  nach  deiM 
jene  übereinstimmend  entworfen  werden  können.  E 


Die  wichtigsten  Sätze  und  Aufgaben  der  Planimetrie.  ZomG^ 
brauch  an  höhereu  Lehranstalten  zusammengestellt  von  Friedriek 
Hof  mann,  Professor  der  Mathematik  am  k.  Gymnasium  zu  Bif 
reuth.  Zweite,  vermehrte  Auflage.  Mit  17  Steindrucktafeln.  BayreiA 
1877.    Heinrich  Grau.    66  S. 

Das  Buch  enthält  auf  den  ersten  29  Seiten  den  Inhalt  der  Vt- 
nimetrie  in  Sätzen  formulirt,  die  sowol  Anordnungen  als  Deflnitioitt 
und  Lehrsätze  ohne  Beweis  ausdrücken.  Die  einfache,  durchweg  ca^ 
recte  Wortfassung  verdient  Anerkennung.  Ein  wichtiger  Satz,  dv 
man  vermisst,  ist  der,  welcher  die  Grössenvcrgleichnng  der  WM 
angiebt.  Der  übrige  Teil  ist  eine  geordnete  Reihe  von  ConstrsctioBi- 
aufgaben  mit  numerischen  Datis.  H. 
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Arithmetisches  und  algebraisches  Ucbangsbuch  mit  ausgeführten 
.a&terbeispiclen,  2000  Aufgaben  enthaltend.  Zum  Gebrauch  an 
ohrerseminarien,  Mittel-  und  Gewerbeschulen,  wie  auch  an  höheren 
lAraostalten  bearbeitet  von  W.  Adam,  Königl.  Seminarlehrer  in 
hi-Rnppin.    Neu-Buppin  1878.    Bud.  Petrenz.    103  S. 

Es  sind  dies  dieselben,  hier  bis  aut  die  genannte  Zahl  vermehrten 
Ai^gaben,  welche  des  Verfassers  Lehrbuch  der  Buchstabenrechnung 
nd  Algebra  enthält.    (S.  litt.  Ber.  231.  p.  30.).  H. 


Die  erste  Stufe  des  mathematischen  Unterrichts  in  einer  Bcihen- 
Dlge  methodisch  geordneter  arithmetischer  und  geometrischer  Auf- 
ibea  dargestellt  von  Christian  Harms,  Professor  an  der  Beal- 
dmle  in  Oldenburg.  II.  Abtheilung.  Geometrische  Aufgaben.  3te 
Qflage.  'Oldenburg  1877.    Gerhard  Stalling.    98  S. 

Die  erste  Abteilung  ist  im  litt.  Ber.  219.  besprochen.  In  der 
nwendong  der  daselbst  für  die  Mathematik  entwickelten  Methode, 
eiche  durch  Fragen  zur  Beobachtung  und  zum  Yerständniss  hinzu- 
iten  sucht,  auf  Geometrie  eröffnet  sich  ein  noch  viel  weiteres  Feld, 
dem  die  Constructionsforderungen  zu  den  Fragen  hinzukommen. 
eher  den  Erfolg  mögen  diejenigen  urteilen,  welche  die  Antworten 
9  Schiller  zu  hören  Gelegenheit  gehabt  haben.  H. 

Rechenbuch  für  Gymnasien,  Bealschulen,  Gewerbeschulen,  höhere 
Argerschulen,  Seminare  etc.  Von  Christ  Harms,  Professor  an 
sr  Realschule  in  Oldenburg,  und  Dr.  Alb.  Kall  ins,  Oberlehrer  am 
önigstädtischen  Gymnasium  in  Berlin.  Sechste  Auflage.  Oldenburg 
B78.    Gerhard  StaUing.    262  S. 

Das  Buch  ist  in  der  neuen  Auflage  unverändert  geblieben.  Be- 
onderheiten  sind  nicht  zu  nennen,  als  etwa  dass  die  Inhaltsberech- 
iQngen  recht  reichlich  berücksichtigt  sind.  Den  Beispielen  geht  keine 
^lüdtang  vorher.    Die  Resultate  werden  getrennt  ausgegeben. 

H. 


Elemente  der  Mathematik.  Bearbeitet  von  Kurt  Struve  in 
^rustadt  Erster  Theil:  Geometrie.  Zweiter  Theil:  Allgemeine 
^tUenlehre.  Dritter  Theil:  Ebene  Trigonometrie.  Berlin  (I)  1878. 
H.  in.)  1879.    Wiegandt,  Hempcl  und  Parey.    138  S. 

Das  Buch  zeichnet  sich  durch  logische  Strenge  in  hohem  Grade 
88.  Bei  grösster  erreichbarer  Kürze  ist  mit  höchst  anerkennenswerter 
orgfalt  und  Umsicht  darauf  geachtet,  dass  kein  zum  gründlichen  Yer- 
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sUndnüs  notweudigQg  Glied  fehlt  Vieles  ist  der  woitem  ^tufakn 
UberUssen,  aber  die  gegebene  Weisung  ist  stets  dfirart,  dass  ober  i 
Weg  kein  Z««ifel  sein  kann.  Der  1.  Teil  enthält  die  Geometrie  i 
Ebene,  vollständig  in  der  gewöbnlicben  Ansdohnnng.  Die  Element 
aufgaben  sind  am  Schliiss  znBammOB  behandelt.  Die  allgemeine  Zahl« 
lehre  ist  nach  der  rein  arithmotischen  Methode  behandelt  und  entro 
sich  auf  die  7  Operationen.  Die  Rechnung  mit  Bmchen  ist  du 
ganz  vci'gessen.  Die  Lehre  Ton  den  Gleichungen  nnd  die  Zaiilenlet 
im  engem  Sinne  sind  ausgeschlossen.  In  diesem  wie  im  3.  Teile  ä 
die  im  Gedächtniss  zu  behaltenden  Formeln  zu  Anfang  zusamme 
gestellt  U. 


Sammlang  trigonometrischer  Aufgabe».  Von  W.  G«llonkt>| 
Direktor  der  Fried ridts-Werderschen  Gewerbeschule  in  Beriin.  Zwdti 
verbesserte  Antla^.    Berlin  1878.    Plahn.    92  S. 

Die  4  Abschnitte  des  Bncbs  enthalten  nach  einander:  Au^ba 
zur  Einübung  der  nnmerisdien  trigonometrischen  Rechnangn  nd 
ihrer  einfachsten  Anwendungen  auf  Dreiecke  und  Vierecke,  tiipw 
metrische  Behandlung  zuHainmengeHetzter  Dreieckuaufgaben,  GoniOB^ 
trische  Relationen,  AnfgabL'n  aus  der  flpbJLrischen  Trigonometrie,  ii 
Schluss  stehen  die  Resultate  der  numerischen  Aufgaben.  Die  Ai^ 
gaben  sind,  ohne  den  Gesichtspunkt  des  Fortschritts  vom  Lekhn 
zum  Schwerem,  so  gruppirt,  dass  das  sachlich  nächst  Verwaodls  tf 
sammengcfasst  ist.  Es  wird  kein  bestimmter  Lehrgang  vorautgeietitj 
beispielsweiso  enthalten  des  Verfassers  ,^emonte  der  S 
<lBerlohn.    Bädekor)  die  erforderlichen  Lehren. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Zur  Geschichte  des  Malfatti'schon  Problems.  Von  Br.  Armin 
nttstein.    NördliDgen  1878.    C.  H.  Beck.    27  S.  und  2  Fig.  Taf. 

Diese  Schrift  schlicsst  sich  an  die  frühere  desselben  Verfassers 
iGeschichto  des  Malfatti'schen  Problems.  München  1871.  Schurich" 
-  in.  Letztere  enthielt,  wie  wir  aus  dem  Jahrbuch  über  die  Fort- 
Khritte  der  Mathematik  entnehmen,  zuerst  die  Malfatti'sche  Lösung, 
^  algebraischen  und  trigonometrischen  Lösungen  von  Gergonne, 
Uveraede,  T^denot,  Lehmus,  Grelle,  Gruncrt,  Schcffler,  Schellbach, 
^yley  und  Zorer,  dann  die  Lösung  Steincr's  und  eine  Kritik  der  von 
^dams,  Zomow,  Plücker,  Quidde  und  Binde  dafür  gegebenen  Beweise. 
^  Folgende  betraf  die  Steiner'schc  Erweiterung  der  Aufgabe  auf 
^  Baum  und  die  darauf  bezüglichen  Arbeiten  von  Schellbach,  Cayley 
Bd  Clebsch. 

Die  gegeüwättige  Schrift  beginnt  mit  Nachträgen  zur  ersten, 
^Icho  ausser  Vetrollständigungen  der  Mitteilungen  eine  neue  Lösung 
^^  Lechmütz  riebst  teteinfachtcr  Darstellung  von  Catalan  enthalten. 
-!•  Häuptteil:  „Seit  dem  Jahre  1871  erfolgte  Bearbeitungen  des  ein- 
^heren  und  allgemeineren  Problems  für  die  Ebene  und  den  Raum" 
beisteht  aus  2  Abschnitten,  deren  erster  über  die  analytischen  Lo- 
ngen berichtet  Mertens  (Grelle  J.  LXXVL  1873.)  zeigt,  dass  die 
Watti'sche  Lösung  wörtlich  für  das  sphärische  Dreieck  gilt.  Simons 
inxdles,  BuU.  d.  Ac.  R.  (2)  XXXVIII.  1874)  findet  die  Transfor- 
itioB,  welche  den  Gergonno'schen  Ausdruck  für  die  Radien  der 
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Malfatti'schcu  Kreise  aaf  den  Malfatti'schen  überfahrt.  C 
einfacht  die  Lechmütz'scbe  Lösung  anfs  none.  Mcrtens  i 
Z.  XXI.  297.  1876.)  wendet  mit  Vorteil  complexe  Grösse 
2.  Abschnitt  berichtet  ausfQhrlich  über  synthetisch-geomc 
weise  der  Steiner*schen  Coustructionen.  Der  erste  ist  ve 
(Arch.  LV.  211.  1873)  mit  Hülfe  Plücker'scher  Sätze 
Der  zweite  von  Schröter  ((Volle  J.  LXXVII.  230.  1874. 
der  Steiner'schen  Fordeniug  gerecht  geworden,  indem  er 
Zusammenhang  mit  den  von  Steiner  selbst  voransgeschicki 
taren  Sätzen  steht.  Affoltor  (Clebsch  Ann.  VI.  597.  1873. 
LVII.  I.  1874.)  ist  der  erste,  welcher  einen  rein  geomet 
weis  der  Steiner'schen  Constructiou  der  erweiterten  M 
Aufgabe  beigebracht  hat  Ohne  die  dabei  gebrauchten  Hl 
langt  Godt  (Grelle  J.  LXXXIV.  259.  1878.)  zu  gleichem  : 
ScUuss  sind  die  Hauptangabeu  über  das  Leben  Johann  F 
Malfatti*s,  geb.  1731,  gest.  1807,  Professors  an  der  Univ« 
rara,  zusammengestellt.  Die  ausführlichstou  Mitteilungen  J 
(ßoncompagui  Bull.  IX.  3B1.  1876.)  über  dasselbe  gegcbeu 
ist  sein  Verzeichniss  der  Schriftou  über  die  Malfatti'sche  A 
unvollständig:  es  fehlen  darin  die  Arbeiten  von  Meudthal  ui 
ferner  2  Arbeiten  von  Adams  und  die  Abhandlungen  voi 
und  Affolter. 


Het  beginsel  der  kleinste  werking  in  verband  met  de 
vergelijkingen  van  Lagrange  en  Hamilton.    Academisch 
van  A.  Kempe.    Leiden  1878. 

Die  vorliegende  Schrift  lässt  sich  als  eine  wesentlich 
Arbeit  betraehten ;  sie  stellt  die  Entwickelung  des  Principi 
sten  Wirkung  von  ihren  Auföngcn  bis  auf  die  neuste  Ze 
ständigem,  ausführlichem  Eingehen  auf  den  sachlichen 
Das  erste  Capitel.  „geschichtliche  Einzelheiten^^  handelt  jn 
sönlichen  Vorgängen,  nlSmlich  zwischen  Maupertuis  und  K 
übrigen  1  Capitel  enthalten  einzeln:  die  frühere  Auffassung 
cips,  die  von  Lagrange,  die  von  Jacobi,  das  Princip  und 
gungsgleichungen  von  Hamilton.  Der  Anfang  wird  hier  nie! 
sondern  in  Maupertuis  genommen,  und  zwar  wird  von  der 
des  Principe  auf  Herlcitung  der  Gesetze  der  Lichtbrech 
gangen. 


Giambattista  Biadogo.    Pieti'o  Maggi,   luatemati 
Veronese  (1809—1854).    Verona  1879.    H.  F.  Münster.    : 
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Der  erste  Teil  des  Buchs  enthält  die  Lehensheschreihung  des 
tro  Maggi,  der  zweite  stellt  ihn  als  Mathematiker  und  Physiker, 
dritte  als  Dichter  dar.  Geboren  1809  in  Verona,  empfing  er  da- 
it  Unterricht  nach  einander  auf  2  Gymnasien,  und  besuchte  dann 
Lycftum;  von  1827  an  studirte  er  Mathematik  zuerst  in  Padua, 
)  in  Pavia.  Die  ersten  FrQchte  seiner  Studien  erschienen  1833 
ler  Zeitschrift  Poligrafo;  1835  ward  er  Mitglied  der  Akademie  in 
)na,  1844  des  Istituto  Yeneto ;  1850  begann  er  seine  Tätigkeit  an 
UniTersität,  wo  er  1853  zum  ordentlichen  Professor  ernannt 
L  Die  Torausgehenden  Jahre  brachte  er  mit  eigenen  Studien  be- 
ftigt  auf  seinem  Landgut  zu.  Ein  grösserer  Teil  der  Erzählung 
iflt  die  politischen  Begebenheiten,  welche  auf  1848  folgten,  wäh- 
deren  die  Familie  Maggi  harte  Schicksale  erduldete,  und  Giuseppe 
ein  Bruder  des  Pietro,  mehrjährigen  Leiden  im  Gefängniss  erlag, 
der  wissenschaftlichen  Tätigkeit  dos  Pietro  Maggi  wird  im  2. 
3  besonders  seine  Beteiligung  au  der  Gründung  der  elektrody- 
ischen  Theorie  neben  Ampere,  Faraday,  Nobili  u.  A.  ausfahr- 
T  dargelegt.  Seine  Aufstellung  ward  später  von  Uolmgren  in 
ifel  gezogen,  von  Bellati  und  Tomlinson  auf  Grund  neuer  Experi- 
te  aufrecht  erhalten.  Ferner  hat  er  zur  Erklärung  der  Eome- 
3hwcife  und  des  Nordlichts  litterarisch  mitgewirkt,  desgleichen 
molecularen  Begründung  der  Chemie.  Die  Elektrodynamik  führte 
auf  geometrische,  nämlich  flächentheoretische  Untersuchunj^en,  die 
weiter  uud  weiter  vci-folgto.  Auch  über  Töne  und  Farben  und 
Interferenzen  beider  machte  er  Beobachtungen.  Das  Yerzeichniss 
3r  Schriften,  in  welchem  die  Fächer  nicht  geschieden  sind,  ist 
mannichfaltig;  charakteristisch  ist  wol,  dass  er  mit  einem  un- 
eschränkten  Interesse  sich  fremden  Bestrebungen  anschliesst,  in 
elben  aber  selbständig  productiv  zuwerke  geht  H. 


Bulletino  di  bibliogratia  c  di  storia  delle  scienze  matematiche  e 
!)e  pubblicato  da  B.  Boncompagni.  Tomo  XI.  Roma  1878. 
»grafia  delle  scienze  matematiche  e  fisiche. 

Der  Inhalt  der  letzten  6  Hefte  ist  folgender. 

7.  Heft.  D.  Bierens  de  Haan:  Notiz  über  ein  holländisches 
icmatischcs  Pamphlet  betitelt:  „Bril  voor  de  Amsterdamsche  be- 
Jlyke  gcometristen''. 

8.  Heft    Andre  Somoff:   Nekrologie  von  Joseph-Iwanowitsch 

)ff.    (Aus   dem   Russischen   ins   Französische   übersetzt   von  J. 

el).  —  B.  Boncompagni:  Yerzeichniss  der  Arbeiten  des  Prof. 

Somoff.     lieber  einen  Brief  desselben.     Wortlaut  des  Briefes. 
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Losung  der  Qae»tion  391  der  Nonrell^  Correspondaiice  math^nMitiqtt 
lY.  254.  gestellt  von  E.  Lncaf^. 

9.  Heft.  Raffaello  Cavorni:  Historischo  Notizen  Ober  die 
Erfindung  des  Thermometers. 

10.  Heft.  ß.  Boncoinpagni:  lieber  2  Briefe  des  Abtes  Doi 
Renedetto  Castelli  an  D.  Fcrdinaudo  Cesarini.  Wortlaut  dcf  Bride. 
,,Ca8telli",  nngodnickter  Artikel  aus  den  Werken  dos  Conto  ftioTJUtti 
Maria  MazzuclioUi.  betitrlt  ..Dio  Schriftsteller  Italien^". 

11.  Heft.  Antonio  Favaro:  Ueber  das  Leben  und  die  mitke- 
matisch-physikalischen  Schriften  von  Hennann  Grassmauu.  —  A.  Fi- 
varo:  Rudolf  Wolfs  Geschichte  der  Wissenschaften  in  Deutschland^ 
neuere  Zeit,  Kv  Band.  Geschichte  der  Astronomie.  Mtlnchen  1977. 
R.  Oldenbourg.  —  A.  Favaro:  Grundlinien  der  matbematisdM 
Geographie  und  elonieutürpu  Astronomie  zum  Gebi*auche  in  hohem 
Mittelschnlklassen  und  bei  akademischen  Vorträgen.  V(m  Siegmvid 
Gftnther.    München  1H7H.    Thood(»r  Ackermann. 

12.  Heft.  Edouard  Lucas:  leber  die  recurrcntc  Reihe  v« 
Fermat.  ---  Antonio  Favaro:  Geschichte  der  Mathematik  an  der 
(Inivci*sität  Padua.  Brief  au  D.  B.  Boncompagni.  —  Giovanni 
Garbieri:  Elemont^^  der  Theorio  dor  Potemiinanten  mit  tielei 
r<*lmngsaufgabon  von  V.  Mnusion.     Lfip/ig  187Ö.     B.  G.  Teubuer. 

PublicationHvor7«*ichuisso  im  «..  lr>.  und  1*2.  Heft. 

Besonders  herausgegeben  ist  der  von  Andreas  Soniolf  verftiste 
Nekrolog  des  Joseph  Iwanowitsrh  Somoff.  Letzterer  ward  gebortt 
im  Dorfe  Otrada,  Districi  Klin,  Gonvemcment  Moskau,  von  nttr«^ 
inögeuden  Eltern.  \om  Vater  für  den  Mariucdienst  bestimmt  und  aif 
dem  Gymnasium  des  Gouvernements  für  den  Eintritt  in  das  Cadctten- 
corps  vorbereitet,  wandte  sich  aber  ans  eigenem  Triebe  den  nlath^ 
matischeu  Wissenschaften  zu  und  trat  in  die  physikomatbematiBcke 
Facultät  der  Universität  Moskau  ein,  die  er  1835  mit  dem  On* 
des  „Candidaten''  verliess.  Noch  innerhalb  dieser  Jahre  beginnt  seine 
schriftstellerische  Tätigkeit,  die  von  da  an  ununterbrochen  fortdanert 
F>  gewann  zweimal  den  Preis  Demidof ,  ausserdem  den  für  dastiscbc 
iVrbeitcn  verliehenen  Sl.  Annen  Orden.  Nach  soiuor  Verheintauf 
1830  ward  er  Lehrer  an  der  Handelsschule,  1840  am  ^Jnstitut  nobte** 
in  Moskau.  Nachdem  er  181J  promovirt  hatte,  ward  er  nach  St 
Petersburg  an  die  Universität  als  Professor  Adjunctu»  betufan;  1S4T 
ward  er  ausserordentlicher,  1856  ordentlicher  Pn.»fessor,  1864  EnKv 
ritüs,  doch  ward  ihm  <las  Mandat  \S  mal  auf  5  JkhHü  verlftO|ta1; 
1867  ward  er  correspondirendes,  18(>2  ordentliches  Mitglied  der  ü* 
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üe.  Im  AnfiMi^  «^uea  letztou  Liel^euiüahres  verlangte  er  dea  Ab- 
ied  iipd  wiurd  zum  Ehropmitglicd  der  UuivorsitHt  eruaimt  Er  starb 
le  April  1876.  Vqu  seinen  ScUrifteu  sind  aufgefahrt  10  bcsond^s 
ftiiiig«gebi9oe  Werke  in  russischer  Sprache  fOr  russische  Lehran- 
tcu  bearbeitet,  und  38  Abhandlungen  in  8  verschiedenen  Zeit* 
nften.    Per  obengenannte  Brief  ist  der  Aufgabe  beigefttgt. 

Demenico  Cheüni,   cenuo   nocrologico    per   Luigi   Crenona. 
della  R.  Accademia  dei  Lincei.    Trausnnti  III.    1879. 

Domenico  Chelini,  geboren  1802  in  Graguano  auf  dem  Gebiete 
Lncca,  ward  vom  Vater  für  die  geistliche  Carriere  ausersehen, 
rend  die  übrigen  Söhne  das  Land  bauten,  und  lernte  in  Lucca 
ein.  Sein  Lehrer,  Pater  Puccinclli,  erkannte  sein  wertvolles  Ta- 
j  und  hielt  ihn,  als  nach  dem  Tode  des  Vaters  die  Brüder  ihn 
Ickforderten,  am  Studium  fest.  Er  ward  bald  in  Rom  Priester 
Weihe  empfing  er  später  1827),  studirte  am  CoUegio  Nazareno 
1819  bis  1826  und  fieng  gleich  darauf  an  daselbst  zu  lehren; 
7  ward  er  Professor  der  Rhetorik  in  Narni,  1828  Professor  der 
losopbie  ei'st  in  Pieve,  dann  iu  Alatri.  Nach  einem  Aufeutbalte 
i^eapel  eiuer  Cur  wegen  ward  er  1831  nach  dem  Collegio  Na^^a- 
>  zurückberufen,  wo  er  den  Lehrstuhl  der  Mathematik  erhielt  und 
Jahre  laug  innc  hatte.  Hier  trafen  ihn  Jacobi,  Lejeune-Dirichlet, 
iner,  Schlaefli  und  Borchardt.  Von  1851  bis  1864  war  er  Pro- 
lOr  der  Mechanik  und  Hydraulik  in  Bologna,  mit  Unterbrechung 
ch  die  politischen  Begebenheiten.  Obgleich  seiuer  Denkweise  nach 
länger  der  italienischen  Einheit,  fand  er  sich  als  Priester  ver- 
chtet  den  1861  von  ihm  gefordeiton  Staat.s«*id,  von  dem  er  bis 
ihi  entbundi'U  worden  war,  zu  verweigern.  Seiner  Stelle  enthoben^ 
;ab  er  sich  nach  Rom,  wo  er  18r»7  die  Professur  für  rationale 
Ghanik  erhielt.  Doch  187 K  üuchd(*m  Rom  Hauptstadt  war,  ward 
)li  hier  der  Eid  verlangt.  Kurze  Zeit  noch  setzte  er  seine  T ätig- 
t  an  der  sogenannten  Vaticanischeu  Universität  fort,  bis  diese  ge- 
ilossen  ward.  Am  lü.  November  1878  starb  er  als  Privat-Gelehrter, 
n  1817  an  war  er  Mitglied  der  Acadcmia  dei  Lincei,  von  1854 
r  Akademie  von  Bologna ,  von  1863  der  Societi^  Italiana.  Ausser- 
n  gehörte  er  vielen  kleineren  Akademien  und  Gesellschaften  an. 
A  seinen  Schriften  sind  52  Abhandlungen  in  8  Zeitschriften  und 
Weit  über  rationale  Mechanik  aufgeführt.  H. 

Platous  Ideenlehre  und  die  Mathematik.  Vqn  Dr.  Hermann 
iiea.  Bectorats-Prpgranim  der  Universität  Marburg.  Marburg 
(f.    N.  G.  Elwert.    1«.    31  S. 
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Dio  Schrift  bietet  zur  Besprechung  wenig  dar,  es  mag  nr  » 
wähnt  sein,  dass  der  Verfasser  dio  Idee  nach  Plato  als  HypottcM 
auffasst,  hervorgehend  aus  der  analytischen  Methode,  welche  du  6^ 
suchte  im  voraus  als  bekannt  setzt  Die  Mathematik  soll ,  wie  vo^ 
hergeht,  die  Ycrmittclung  bilden  —  zwischen  ovala  und  vdiffuiui 
zwar  in  der  Richtung,  in  welcher  dio  modcrno  erkenntnisstheoretiMb 
Einsicht  sie  fordere.  Diese  Forderung  oder  dieses  Problem  derNei- 
zeit  nennt  man  wol  treffender  dio  Sackgasse,  in  welche  die  Ktat!8cki 
Philosophie  geführt  hat.  Wir  brauchen  keine  Yennittelnog,  waäk 
ist  auch  der  Mathematik  die  unrechte  Stelle  gegeben.  Der  Yerfuier 
wttrde  wol  manches  Urteil  bestimmter  gefasst  haben,  wenn  er  im 
dem  falschen  Gegensatz  frei  gewesen  wäre.  E 


Methode  und  Prineipien. 

Geometrie  der  Ebene  (Planimetrie)  bis  zum  Abschluss  der  Puil- 
lelentheorie.  Von  Friedrich  Polster,  Kgl.  Studienlehrer.  MK 
1  lithographischen  Tafel.  (Abdruck  des  Programms  der  Kgl.  Stodici- 
Anstalt  Würzburg  für  das  Studienjahr  1877/78.)  Würzburg.  J.  St»- 
dinger.    48  S. 

Der  vorliegende  Versuch  einer  Lösung  der  Parallelenfnge  zoA- 
uet  sich  durch  grosse,  doch  leider  nur  einseitig  geübte  Schflift  ai 
Ausführlichkeit  aus.  In  den  wichtigsten  Punkten  fehlt  beides.  Dv 
Verfasser  will  durch  veränderte  Formulirung  des  9.  Euklidiseki 
Axioms  (Das  Ganze  ist  grösser  als  sein  Teil)  den  Parallelensatz  be- 
weisbar macheu.  An  dessen  Stelle  tritt  hier  als  2.  Axiom:  ,.Wi8ii 
keiner  möglichen  Lage  mit  Anderem  sich  deckt,  was  jedoch  als  GtuMi 
in  irgend  einer  möglichen  Lage  das  Andere  als  Teil  enthtit,  ^ 
grösser  als  sein  Tei^^  Diesem  Satze  zufolge  kann  auch  das  6itf0 
gleich  seinem  Teile  sein,  ein  Fall,  welcrher  im  Sinne  der  spätem  iS" 
Wendung  wirklich  eintritt,  wenn  von  2  gleichen  Winkeln  bei  parslldet 
Schenkeln  einer  innerhalb  des  andern  liegt.  Da  hiernach  dwTeü" 
begriff  des  Verfassers  mit  dem  gewöhlichen  nicht  übereinstimmt,  A^ 
mehr  im  Widerspnich  steht,  so  war  es  unbedingt  erforderlich,  dl* 
er  denselben  definirte,  und  ein  exactes  Kriterium  dafillr  an&tdttt 
Dies  ist  nicht  geschehen:  kein  Satz  handelt  davon,  und  in  derBevciS' 
fohrung  zu  §.  10.  Lehrs.  I.  (Eukl.  11.  Axiom)  sind  die  Worte:  „ibo 
erschiene  in  der  gegebenen  Lage  Wkl.  r  als  Teil  des  Wkl.  «^  -^ 
ein  Appell  an  die  vulgäre  Anschauung,  ohne  Erwähnung  irgend  eines 
Kriteriums,  als  solcher  aber  unzulässig,  weil  die  Basis  der  Begrife 
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ebt  die  gewöhaliche  ist.    Im  weseutlicheo  ist  daher  der  bekannte 

iMiabeweis  geblieben  was  er  war,   und  hiermit  das  ganze  Unter* 

Tcrfelilt.  H. 


Begriffsschrift,  eine  der  arithmetischen  nachgebildete  Formel- 
radie  des  reinen  Denkens.  Von  Dr.  Gottlob  Frege,  Privat- 
oenten  der  Mathematik  an  der  Universität  Jena.  Ualle  a.  S.  1879. 
vis  Nebert    88  S. 

Der  YerÜASser  will  die  mathematische  Logik  der  Unvollkommen- 
it  der  Sprache  dadurch  entreissen,  dass  er  für  die  Begriffe  und 
"en  Beziehungen  Zeichen  setzt.  Die  Unvollkommenheit  wird  nament- 
ti  darin  gefunden,  dass  in  der  Sprache  die  eigentlich  allein  zu  bc- 
itendeo  Elemente  mit  solchen,  welche  nur  der  Satzconstruction 
neu,  gemischt  auftreten,  logisch  bedeutungslose  Unterscheidungen, 
Iche  die  Grammatik  fordert,  die  notwendigen  verdecken  und  ver- 
lleo.  Der  Gedankeninhalt  wird  durch  je  1  Buchstaben,  die  Form, 
welcher  er  in  Beziehung  tritt,  die  Bejahung  und  Verneinung,  das 
dingtsein,  die  definitive  Behauptung,  gesondert  von  der  blossen 
Tfthmng  des  Gedankens,  u.  s.  w.  durch  Striche  bezeichnet.  Fuuc- 
mbuchstaben  dienen  dazu  die  Substitnirbarkoit  anzudeuten  und  im 
goment  dasjenige  zu  bezeichnen,  was  Substitution  zulässt  Wollen 
r  das  Unternehmen  beurteilen,  so  zeigt  sich  der  eigentQmliche  Um* 
md,  dass  sich  die  Ausführung  weit  günstiger  darstellt  als  der  ur- 
rtnglich  gefasste  Plau.  Schon  der  Titel  spricht  von  einem  „reinen 
»ken%  und  im  Vorwort  wird  der  reinen  Logik,  welche  von  der 
sonderen  Beschaffenheit  der  Dinge  absehend,  sich  allein  auf  die 
isetze  gründe ,  auf  denen  aWo  Erkenntnips  beruhe,  eine  Stelle  ein- 
Tiamt  £s  scheint  hiernach  aufUngiich,  als  botr.ichte  der  Verfasser 
ine  getroffenen  Anordnungen  als  gültig  für  das  Gedankenbereich  des 
fflzen  Lebens  und  wolle  eben  für  dieses  die  mathematischen  Denk- 
nnen  verwerten.  Lides  jener  vererbte  Irrtum  der  formalen  Logik 
eibt  ganz  ausserhalb  der  Arbeit  stehen  und  ist  auf  dieselbe  von 
aoem  Einfluss.  Der  Verfasser  geht  nicht  mit  vorgefassteu  Ideen, 
«dem  mit  der  umsichtigsten  Beobachtung  zuwerke;  er  beginnt  nicht 
it  inhaltsleeren  Formen,  sondern  beschränkt  sogar  sein  gegenwär- 
Ses  Ziel  auf  bestimmte  Zweige  der  Mathematik,  so  dass  also  die  Objecte 
^  mathematische  bleiben.  Ob  nun  durch  die  erfundene  Formel- 
«che  selbst  etwas  geleistet  ist,  möchten  wir  bezweifeln.  Viel  wert- 
üer  erscheint  uns  die  Kritik  der  mathematischen  Logik,  zu  welcher 
D  Yer&sser  seine  Arbeit  geführt  hat.  Er  ist  dadurch  belehrt  und 
sder  bdehrend.  Erst  während  derselben  ist  ihm  deutlich  geworden, 
ts  im  mathematischen  Urteil  die  Trennung  von  Subject  und  Attribut 
htig  ist;  denn,  wie  er  selbst  erklärt,  hatte  er  bei  ei*ster  Bearbeitung 
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uocb  die  ootgcgeugesetztc  Ansicht.  So  nahe  auch  die  Bemerkn^ 
liegt,  scheint  sie  doch  bisher  allen  Logikern  entgangen  zu  se» 
Hauber  z.  B.,  dessen  Verdienste  um  die  inathematische  Logik  GiMp 
in  seinem  Aufsatz  T.  LYL  p.  26.  rühmt,  begeht  noch  den  FeUoc, 
dass  er  Subject  und  Attribut  scheidet.  Dieser  Fehler  wird  vomYe^ 
fasser  allgemeiner  als  der  bezeichnet,  dass  die  Logik  sich  bisher 
immer  noch  zu  eng  an  Sprache  und  Grammatik  angeschlossen  habej 
eine  Küge  der  in  hohem  Grade  beizustimmen  ist,  sofern  sie  die  Be* 
fangenheit  charakterisirt,  mit  welcher  die  meisten  Logiker  ihr  Denkn 
von  der  Sprache  abhängig  machen.  Der  Verfasser  giebt  durch  letae 
Auffassung  seines  Gegenstandes  zu  erkeimen,  dass  er  zu  den  weniga 
gehört,  bei  welchen  der  Gedanke  über  dem  Worte  als  Richter  stekL 
Die  Kritik  tiitt  indes  nicht  bloss  in  den  anfangs  entwickelten  Grand* 
Sätzen,  sondern  auch  in  der  gesammten  Ausführung  zutage.  lHu 
Einzelne  übergehen  wii*.  Im  ganzen  ist  die  Schrift  als  anregende 
und  bahnbrechende  eine  lohnende  Arbeit.  E 


Oe  1 X  6.  Eine  mathematische  Studie.  Wissenschaftliche  Beilage 
zum  10.  und  11.  Jahresbericht  der  König  Wilhelms-Schule  zu  ßei- 
chenbach  in  Schlesien.  Von  deren  Director  Dr.  Karl  Heinricii 
Liersemann.    4^.    77  S. 

Der  Verfasser  spricht  zuerst  von  Irrtümern  und  unnötigen  Schwic- 
rigkeiteu  in  der  mathematischen  Doctrin.    Er  meint,  im  Bereich  des 
Endlichen  kämen  solche  teils  bei  einzelnen  Autoren  vor,  teils  wi/sk 
sie  weiter  verbreitet ;  immer  aber  beruhten  sie  auf  Unkcnntniss,  Ci: 
geschick  und  nachweisbaren  Fehlern;  im  Bereich  des  Unendlichea 
hingegen  gäbe   es   ernstliche   Schwierigkeiten.     Zur   HechtfertigaDj^ 
dass  wir  auf  die  lange  Explicatiou,  auf  die  Mittel  und  Einführougci, 
durch  welche  der  Verfasser  die  Schwierigkeiten  überwanden  zu  bgbei 
glaubt,   nicht  eingehen,  wollen  wir  wenigstens  den  kurzen  Nachweis 
führen,  dass  er  sich  selbst  das  Urteil  gesprochen  hat,   dass  es  and 
seinerseits  nui*  Unkenntniss,  Ungeschick  und  Fehler  sind,  was  iha  ii 
der  Lehre  vom  Unendlichen  Schwierigkeiten  sehen  lässt.    Unkenotuts 
ist  es,  dass  er  sich  bloss  auf  wenige  Autoren  bezieht,  die  gerade  is 
Punkte  des  Unendlichen  unklar  sind.     Im  Archiv  T.  LV.  p.  49.  ill 
gezeigt^  dass  idcht  einmal  für  Anfänger  der  Algebra  eine  Schwierig* 
keit  in  Begriff  und  Anwendung  des  Unendlichen  liegt    Wenn  also  der 
Verfasser  voraussetzt,  dass  bisher  niemand  darüber  Klarheit  zu  gebfis 
versprochen  hätte,   so  verrät  er,  dass  er  in  der  Kenutniss  der  Entr 
Wickelung  der  Theorie  noch  weit  zurück  ist.    Unkenntniss  oder  Un- 
geschick ist  es,   dass  bei   ihm  das  Uncndlichkleine  als  constaat  be- 
handelt wii'd.    Sei  es  dass  er  nicht  weiss,  dass  dasselbe  variabel  aäa 
muss  (weiterhin  nennt  er  zwar  das  Unendlichgrosse  variab^),  «dw 


^  er  c»  nicht  ^  variabel  zu  bj3l)^udelu  vesßteht,  er  hj|lt  §10  ^- 
dji^  kWinc  Strecke  fQr  unteilbar  und  hehi^uptet,  zi^M^^W  ^^^^ 
vij^  oifd  9«|nem  Nachbarpunkta  köptfe  l^ein  Pi^nkt  liegeu,  will  ;p- 
f  ein  durch  falsche  Betrachtung  cntst^c^^^e^  Paradoxon  d^flurch 
»n,  dass  er  die  Construction  eines  Hs^lbjpreise^  über  der  upen^lich 
si^en  Strecke  für  ui^ulässi;  erklärt,  ijveil  der  Mittelpunkt  ein  Teil- 
ijkt  sein  würde.  Ip  der  Tat  ist  ein  fester  Teilpunkt  nicht  mög- 
h.  Dies  ist  ^ber  weder  ausgesprochen,  noch  kann  es  der  letzt  gc* 
pyten  Anweadqifg  wegen  gemeint  sein,  weil  der  Halbkreis  selbstr 
r^^adlich  mit  der  Strecke  vi^iirt.  I)ie  spe))eu  erwähnte  wider- 
rf^Avqlle  Au&teUang  eiiier  ijnteiibaren  Strecke  n^ag  zugleich  als 
4eg  diene^,  d«»s  d|e  gesammte  Betrachtung  auf  logische  Fehler 
firt  ist  H. 


ZaU^nbttschcl.  Mittelpunkt.  Acquivalento  Vertretung  von  Puukt- 
8tßiaen.  Von  Wilhelm  Bunkofer,  Professor.  Beigabe  zum 
rogranun  des  Progymnasinms  zu  Bruchsal.    Id78.    4*^.    25  S. 

Nach  den  Worten  des  Verfassers  ist  es  die  Aufgabe  der  gegeu- 
ärtigen  Schrift,  den  2  Begriffeu  Richtungszahl  und  Mittelpunkt  in 
irer  eigentlichen  Heimat,  der  Geometrie,  zum  Bürgerrecht  zu  ver- 
ßlfen.  Wie  er  sagt,  fristen  diese  Stiefkinder  der  Raumwissenschaft 
ur  Dasein  immer  noch  im  Gebiet  der  Statik  und  Mechanik.  Hier 
nn  es  zunächst  auffallen,  wie  der  Verfasser  den  zalilreichcn  Schriften 
einiüber,  in  denen  sein  Gedanke  bereits  nach  verschiedenen  J^ich- 
ugen  hin  entwickelt  zur  DprchfQhrung  gekommen  und  in  Anweudung 
d)racht  ist,  namentlich  im  Hinblick  auf  die  Geometrie  von  Bella- 
itis,  sich  als  den  ersten  betrachten  konnte,  der  von  der  statischen 
^laaimiiensetzuug  der  Kräfte  Gebrauch  für  die  Priucipieu  der  Geo- 
Mlrie  macht.  Bei  allen  diesen  Unternehmungen  scheint  man  indes 
1  ibersehen,  dass  sie  vollständig  in  den  Principieu  der  gewöhnlichen 
aafjtischen  Geometrie  enthalten  sind ,  und  nur  durch  neue  Namen 
1  anscheinend  neuen  Theorien  gestempelt  werden.  Durch  Protection 
Wr  gebrochenen  Linie  auf  eine  willkürliche  Ase  wird  genau  in  dem- 
dken  Sinne  wie  dort  und  hier  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  oder 
kg  BOschels  beliebig  gerichteter  Strecken  in  Addition  verwandelt, 
Itt  Vertretende  aller  übrigen  Einführungen  orgiebt  sich  ohne  Schwie- 
igkeit.  Di^rch  jene  Namen  wird  zu  grossem  Nachteil  für  die  Orien- 
inmg  die  Illusion  gepflegt,  als  erschlösse  sich  uns  ein  neues  Bereich 
BT  Wissenschaft,  in  welchem  man  sich  erst  zurecht  zu  finden  hätte, 
D  dann  neue  Fähigkeiten,  neue  Centra  der  Betrachtung  zu  gewin- 
n,  während  man  sich  doch  in  Wirklichkeit  nur  innerhalb  der  ge- 
hnlichen  Begriffe  bewegt,  dieselben  aber  nicht  wiedererkennt,  daher 


j 


47  LüUrariacker  Bericht  CCUJ. 

den  Zusammenhaug  mit  seinem  sonstigen  Wissen  aus  den  Angci 
liert  Wie  sich  die  hier  gewählten  Namen,  Zahlenbflschel,  Bichi 
zahlen  u.  s.  w.  empfehlen  sollen,  ist  nicht  zn  ersehen,  da  Zahle 
nur  Grössen,  in  ersterem  Worte  sogar  Lineargrössen  bedeuten 
hin  nichts  unterscheidendes  ausdrücken.  Wenn  man  aber  auch 
Anordnungen  nach  persönlichem  Behagen  des  Verfassers  keine 
wand  erheben  will,  so  müsste  doch  wenigstens  das  Abweichen 
finirt  sein.  Hieran  fehlt  es  etwas.  Nur  aus  dem  Zusamme 
ersieht  man,  dass  Richtungszahlen  Grössen  sind,  wdche  dieRi 
einer  Geradon  bestimmen,  nicht  aber,  an  welche  Bestimmuni 
zu  denken  ist,  ob  an  Richtungscosinus,  deren  Reciproke,  od 
sonst.  Mindestens  dunkel  ausgedrückt  ist  z.  B.  die  Erklärung 
„Man  untei-schcide  einwertige  und  n  wertige  Punkte,  je  nachde 
ein  Punkt  oder  n  Punkte  an  Ort  und  Stelle  siud*^*  Die  Hi 
schnitte  sind:  Summe  des  Zahlenbüschels,  Aequivalente  des  2 
büschels,  Mittelpunkt  eines  Punktsystems,  Projectionen  von  B( 
und  Punktsystemen,  Mittelpuuktslinie  und  ebene  corrosponc 
Veränderungen  im  Zahlenbüschel  und  Punktsystem,  Additio 
Richtungszahleu  verschiedenen  Ursprungs,  Anhang:  die  Grass 
sehe  Methode.  ] 


Arithuietik,  Algebra  und  reine  Analysi^. 

Die  Fundameute  der  Determinantentheorie.  Zum  Gebrauc 
das  erste  Studium  bearbeitet  von  Dr.  Victor  Sersawy.  Wieii 
L.  W.  Seidel  u.  Sohn.    41  S. 

Die  gcsondortc  Herausgabe  einer  Bearbeitung  der  Fundan 
Sätze  der  Determinantenthcorio  für  Anfänger  des  Studiums, 
in  dem  Umfange  in  welchem  es  hier  geschehen  ist,  nämlich  cnü 
„Begriff  und   Bildung    der   Determinante,    die    Fundamental- 
schaften  der  Determinanten,  Anwendung  auf  die  Theorie  der  li 
Gleichungen",  ist  in  viel  höherem  Masse  ein  Bedürfniss,  als  « 
Verfasser  sich  bewusst  gewesen  zu  sein  scheint.    Er  spricht  m 
Erleichterung  d<^s  Eindringens  in  die  Theorie  selbst.      Viel  wi 
ist  es  wol,  dass  der  Studirende,  ehe  er  irgend  einen  Zweig  dei 
nendcn  Mathematik,  namentlich  die  analytische  Geometrie,  in 
nimmt,  mit  diesen   Fundameutalsätzen  bekannt  ist.  und  sich 
anfangs  an  deren   Anwendung  gewöhnt.    Hierzu  ist   es  erfor 
dass  er  sich  das  Notwendige  in  kurzer  Zeit  aneignen  kann, 
treff  der  Ausführung ,  die  im  ganzen  auf  richtigen  Grundsät 
ruht,  möge  es  genügen  einige  Verbesserungs vorschlage  zu  i 
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9  wol  im  Einklang  mit  jenen  Grundsätzen  sind.  Mit  Recht  ist  her- 
igdioben,  dass  es  auf  Dentlichheit  der  einfachen  und  doch  so  weit- 
Btfenden,  der  Determinantentheorie  eigentümlichen  Schluss^veisen 
r  allen  ankommt  In  3  Punktx)n  ist  dies  noch  versäumt.  1)  Es 
mirdio  etwas  umständliche  absolute,  nicht  aber  die  weit  frucht- 
rere  und  sehr  einfache  recnrrente  Vorzeichenregel  angegeben; 
olgo  dessen  sind  manche  Sätze  durch  lauge  Deductionen  bewiesen, 
sonst  dorch  directen  Schluss  hätten  gewonnen  werden  können. 
0er  Additionssatz,  welcher  durch  Substitution  des  Terms  für  die 
mne  direct  erschlossen  werden  kann,  ist  durch  Unterdetermiuanten 
"geleitet  3)  Ebenso  lässt  sich  die  Auflösung  der  Gleichungssysteme 
ect  mit  Toller  Determinante  bewirken,  wird  aber  hier  auch  auf 
terdeterminanten  gegründet  Es  ist  kein  geringer  Verlust,  dass 
r  Studirende  mit  3  Schlussweisen  nicht  bekannt  wird.  Ohne  die 
liditlich  befolgte  Ausführlichkeit  zu  verwerfen,  würden  wir  doch 
inditlich  des  Ganzen  es  empfehlen,  dass  der  Vortrag"  in  mehr 
icimier  Weise  stets  gerade  auf  das  Ziel  losgienge,  und  alle  Be- 
tchtuDgen  nachfolgen  Hesse.  Manchmal,  namentlich  beim  lieber- 
ng  zur  Gleichnngstheorie,  scheint  das  verbreitete  Vorurteil  mitein- 
spielen,  der  Lernende  müsse  vor  jedem  Schritte  das  Motiv  wissen. 
)m  Gegenteil  kann  man  sich  leicht  überzeugen.  Der  Lernende 
eiss  mit  dem  Motiv  nichts  anzufangen,  bis  er  den  Act  und  den  Er- 
Ig  kemit.    Erst  das  Was,  dann  das  Warum.  H. 


Ct  e  0  iii  e  t  r  i  e. 

Die  einfache  Einschreibung  der  regelmässigen  10,  14  und  18- 
^e  and  daraus  folgend  der  r.  5,  7  und  9-£cke.  Für  Lehrer  und 
«dirende  in  Gymnasien  und  Realschulen  mit  3  in  Text  gedruckten 
otechnitten.  Von  Dr.  Joseph  Weisz.  Budapest  1878.  (Selbst- 
»kg).    12  S. 

Die  hier  mitgeteilten  Coustructionsweisen  verdienen  wegen  ihrer 
läbertrefflichen  Einfachheit  Beachtung.  Die  Seiten  des  eiugeschrie- 
neu  14  und  ISecks  werden  durch  ein  bewegtes  Lineal  mit  2  no- 
ten  Punkten  erhalfen,  deren  einer,  wähi-end  das  Lineal  durch  einen 
iten  Punkt  geht,  au  einer  Geraden  gleitet,  bis  der  andre  in  einen 
eis  fällt.  Ausser  den  genannten  Stücken,  die  fast  unmittelbar  be- 
int  sind,  kommen  keine  Hülfslinien  in  Anwendung.  Auch  die  sehr 
&che  Construction  des  lOecks,  bei  welcher  natürlich  keine  Ver- 
iebung  erfordert  wird,  verdient  ihren  Platz  an  dieser  Stelle.    H. 
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V^misübte  Schriften,  ZeitecbFifteii. 

Ao^ericcku  JouriM^  üf  M^thc^latic9  pure  aud  ^plicd.  £dit.oj 
c|iit»f  J.  J.  Sylvester.  Volume  I.  B^timore  1878.  4^  38^ 
(S.  d.  248.  litt.  Ber,  p.  42.  43,) 

Ausser  den  schon  mitgeteilten  enthält  der  1.  Band  folgende  Ab 
handluugeu.  G.  W.  Hill:  Untersuchungen  in  der  Mondtheorie.  - 
F.  Franklin:  Zweipnnkt-Coordinaten.  —  W.  E.  Story:  Uebcrd« 
elastische  Potential  von  Krystallcn.  —  £.  Lucas:  Theorie  der  Ho- 
merischen einfach  periodischen  Functionen.  —  H.  T.  Eddy:  Dff 
elastische  Bogen.  —  G.  Bruce:  Bibliographie  dos  Mehrdimensionet- 
Raums  und  der  nicbteuklidischen  Grcometrie.  —  H.  T.  Eddy:  üekr 
2  allgemeine  rcciproko  Methoden  der  graphischen  Statik.  —  R  Lip- 
schitz:  Beweis  eines  Fundamentalsatzes  von  Sylvester.  —  €lif- 
ford:  Anwendung  von  Grnssmann's  Ausdehnungslebre.  —  TkCraig' 
Bewegung  eines  Punkts  auf  einem  Ellipsoid.  —  F.  Franklin:  Geber 
ein  Problem  des  Isomerismus.  —  Sylvester:  Synoptische  TaW 
der  Invarianten  und  Covarianteu  einer  binären  Form  &.  Grades.  - 
M.  L.  Holman  u.  E.  A.  Engler:  Die  Tangeute  der  Parabel. - 
Ausserdem  Noten.  Sylvester  (3.  Anhang):  Ueber  Clebsck'b  ^• 
fachstes  System  associirter  Formen"  und  deren  Verallgemeineruag.  - 
Cayley:  Zur  Theorie  der  Gruppen  u.  graphischen  Darstellung.  - 
J.  W.  Malle t:  Zur  Atomen tbeorie.  —  Franklin:  Ueber  unbestiaBte 
Exponentialfomien.  —  Historische  Data  betr.  die  Entdeckung  d« 
Atomicitätsgesetzcs.  —  Hammond:  Mechanische  Constmction  d« 
Cartesianischeu  Curve.  —  Dixou:  Neue  Lösung  biquadratisck 
Gleichungen.  —  Keudall:  Kurzes  Verfahren  der  Lösung  des  irr 
ducibelu  Falles  Curdauischer  Methode.  —  Glas  hau:  Erweitere 
des  Taylor'schcn  Satzes.  —  Cayley:  Litik-tcork  für  x^.  —  Phi 
Ups:  LinJc-work  für  die  Lemuiscate.  —  Loudau:  Euler's  Bewegun] 
gleichungen  —  und:  Bedingung  einer  Taugente  au  eine  Fläcbe. 

H. 
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Methoden  und  Principlen. 

Sobczyk,  d.  pythagoreische  System  in  sciuen  Grundgedanken 
ntwickclt.    Breslau,  Koebner.    1  Mk. 

Lelirbflcher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Dölp,  H.,  Aufgaben  z.  Differential-  und  Integralrechnung.  3.  Afl. 
riessen,  Ricker.    3  Mk.  40  Pf. 

Gerucrth,  A.,  fünfstell.  gemeine  Logarithmen  d.  Zahlen  u. 
Vinkelfnnctioncn  von  10  zu  10  Sccunden.  2.  Afl.  Wien,  F.  Beck. 
(Hk. 

Heil  ermann,  H.,  Lehr-  u.  Uebungsbuch  f.  d.  Unterricht  in  d. 
bthematik.  1.  Tbl.  Geometrie  d.  Ebene.  3.  Afl.  Coblenz,  Hergt. 
Mk.  90  Pf. 

Stampfer,  S.,  logarithm.-trigonometr.  Tafeln.  11.  Afl.  Wien, 
erold's  S.    2  Mk. 

Thaunabaur,  J.,  geordnete  Aufgaben-Sammlung,  enth.  mehr 
i  3000  algebr.  Aufgaben.    2.  Afl.    Olmütz,  Slawik.    2  Mk. 

Tichy,  A.,  logarithm.-trigonometr.  Tafeln  in  grapb.  Manier  bo- 
[).     Wien,  Gerold's  S.    1  Mk.  20  Pf. 

Arithmetik  9  Algebra  und  reine  Analysis« 

Bnzengeiger,  C,  Elemente  d.  Diflfcrential-  u.  Integral-Rech- 
ig-     Carlsruhe,  Bielefeld.    6  Mk. 

F^aux,  B.,  Buchstabenrechnung  u.  Algebra  nebst  Uebungs-Auf- 
>cn.     7.  Afl.    Paderborn,  Schöuingh.    2  Mk. 

Fuss,  K.,  Lehrbuch  d.  allgem.  Arithmetik  u.  Algebra.  1.  Tbl. 
rnberg,  Korn.    2  Mk. 

Hoilcrmann,  R.,  u.  J.  Diekmann,  Lehr-  u.  Uebungsbuch  f. 
[Jntorricht  in  d.  Algebra  an  Gymnasien,  Real-  u.  Gewerbeschulen, 
rhl.    Essen,  Bädekcr.    1  Mk.  20  Pf. 


Knies s,  C,  Lehrbuch  d.  Arithmetik  f.  Real-  n.  Lateinschulen. 
2.  Thl,    München,  Kellerer.    1  Mk.  50  Tf. 

Macher,  G.,  zur  Integration  der  partiellen  Differentiolgleiehaiig 

'2:*>,-^  =  0.    Halle,  Nebert.    1  Mk.  50  Pf. 
r  =  l  Gj-v- 

Meder,  A.,  Grundzage  d.  nicderu  Arithmetik  f.  d.  Schulgc- 
brauch.    liiga,  Kymmcl.    1  Mk. 

Odstrcil,  J.,  neue  Methode  z.  Berechnung  d.  reellen  Worzcii 
quadratischer  u.  kubisclier  Gleichungen.    Wien,  Holder.     1  Mk. 

Sch\Yager,  II.,  Lehrbuch  d.  Arithmetik  f.  Real-  u.  Fortbildungs- 
schulen.   ±  Thl.    4.  Afl.     Würzburg,  Kellner.     2  Mk.  GO  Pf. 

Sorrct,  J.  A.,  Handbuch  d.  höheren  Algebra.  Dtsclic  Ueberk 
V.  G.  Wertheim.    1.  Bd.    2.  Afl.    Leipzig,  Teubner.     9  Mk. 

Spitzer,  S.,  Vorlesungen  üb.  lineare  Diffcrcntialgleicbungei. 
Wien,  Gerold's  S.    9  Mk. 

Geometrie. 


Bahnsen,  Leitfaden  f.  d.  Unterricht  in  der  Geometrie.  3.  Afl. 
Hamburg,  Rudolphi.     2  Mk. 

Becker,  J.  K.,  Lehrbuch  d.  Elementar-Mathcmatik.  2.  ThL 
Lehrbuch  d.  Elementar- Geometrie.  2.  Buch.  Berlin,  Weidmann. 
2  Mk. 

KommerelTs,  P\,  liChrbuch  d.  Stereometrie.  4.  Afl.  Hrsg.  t. 
G.  llauck.     Tübingen,  Laupp.    2  Mk.  40  Pf. 

Koestlcr,  H.,  Leitfaden  f.  d.  Unterricht  iu  d.  Geometrie  an 
höh.  Lehranstalten.  3.  Hit.  D.  Aehnlichkeit  d.  Figuren.  Halle, 
Nebert.    1  Mk. 

Mink,  W.,  Anfangsgründe  d.  beschreib.  Geometrie,  u.  e.  AnL 
üb.  Kartenprojectiou.    Berlin,  Nicolai.    1  Mk. 

Mocnik,  F.  v.,  geometr.  Formenlehre  f.  Lchrerinncn-Bildungs* 
anstauen.    Wien,  Gcrold's  S.    1  Mk.  50  Pf. 

—  Lehrbuch  d.  Geometrie  f.  Lehrerbildungsanstalten.  Ebd. 
2  Mk. 

Pelz,  C,  Ergänzungen  z.  allg.  Bestimmungsart  der  Brennpunkte 
V.  Contoureu  der  Flächen  zweiten  Grades.  Wien,  Gerold's  S.  1  ML 
20  Pf. 

Polster,  F.,  Geometrie  d.  Ebene  (Planimetrie)  bis  z.  Abscblnss 
der  Parallelen-Theorie.    Würzburg,  Staudinger.    60  Pf. 

Röntgen,  11.,  d.  Anfangsgründe  d.  analyt  Geometrie  nebst  viekn 
Uebungsbeispielen  u.  versch.  Anwendgn.  auf.  Katurwissenscbaften. 
Jena,  Costcnoble.    4  Mk. 

Wieg  and,  A.,  erster  Cursus  der  Planimetrie.  11.  Afl.  Hallei 
Schmidt.    1  Mk. 


Praktische  Geometrie,  Geodäsie. 

C  ö  h  m ,  J.,  die  zeichnende  Geometrie.  2.  Afl.  Nürnberg,  Korn. 
MlE.   20  Pf. 

Ilonssi,  J.,  leichtfassl.  Anleitung  z.  PY'ldmesscn  u.  Nivelliren 
n.  <L  einfachsten  Hülfsmittelu.  2.  Afi.  Leipzig,  Brockhaus.  1  Mk. 
»O  Pf. 

Technisehe  Anwendniigr  der  Mechanik  und  Physik. 

Holtz,  W.,  üb.  d.  Theorie  d.  Anlage  u.  d.  Prüfg.  d.  Blitzab- 
citer.      Greifswald,  Damberg.    2  Mk.  50  Pf. 

Schulze,  R.,  d.  physikal.  Kräfte  im  Dienste  d.  Gewerbe,  d. 
iknnst  n.  d.  Wissenschaft.  Frei  nach  Guillcmin.  2.  u.  3.  Lfg.  Leip- 
d^v  Frohberg,    k  1  Mk. 

Telephon,  das,  der  Phonograph  u.  das  Mikrophon.  Leipzig, 
Qnandt  <&  H.    1  Mk. 

Astronomie  und  Meteorologie. 

Mattiat,  D.,  Himmelskundc  u.  mathemat.  Geographie.  Leipzig, 
Dnncker.     1  Mk.  60  Pf.,  cart.  2  Mk. 

Nelson,  E.,  der  Mond  u.  d.  Beschaffenheit  u.  Gestaltung  s. 
Oberfläche.  Autor,  dtsche  Orig.-Asg.  M.  Atlas.  Braunschweig,  Vie- 
weg  &   S.     18  Mk. 

Vicrteljahrsschrift  d.  astronom.  Gesellschaft.  Hrsg.  v.  E.  Schön- 
feld u.  A.  Winnocke.    12.  J.    4.  Hft.    Leipzig,  Engelmanu.    IMk. 

ÖO    Pf. 

—     dass.    13.  J.    2.  Hft.    Ebd.    2  Mk. 


Nautik. 

I>öring,  W.,  nautischer  Kalender  f.  d.  J.  1879.  Papenburg, 
Rohr.      1  Mk. 

Physik. 

Bofan,  C,  Ergebnisse  physikal.  Forschung.  3.  Lfg.  Leipzig, 
Engelmann.    8  Mk.;  cplt.  23  Mk. 

I>orncr,  H.,  Grundzüge  d.  Physik.  4.  Aufl.  Hamburg,  Meiss- 
ner.     2  Mk.  50  Pf.;  geb.  3  Mk. 
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Ho/fmanni   üebtr  die  Kettenbruchentwiekelung  etc. 


I. 


'(üÜDLLlüR) 


üeber  die  Kettenbruchentwiekelung  für  die 

Irrationale  2.  Grades. 


Von 

K.  E.  Hoffmann. 


I^agrange  hat  zuerst  nachgewiesen,  dass  man  eine  Ldsnng  der 
ogenannten  PelFschen  Gleichung 

ftdorcb  erreichen  kann,  dass  man  y^  in  einen  Eettenbruch  ent- 
ickclt,  welcher  bekanntlich  periodisch  ausfällt,  und  entweder  den 
^r  1.   oder  den  beiden  ersten  Perioden  entsprechenden  Nähernngs- 

^ch  -^  bestimmt;   dann  sind  nämlich  xq  und  ^o  ^^^  gesuchten  Lö- 

ingen;  ausser  dieser  1.  Lösung  gibt  es  aber  unendlich  viele  andere 
E^snn^B,  welche  nach  Anleitung  der  mir  zugänglichen  Werke  da^ 
irch  erhalten  werden,  dass  man  (a^o+yoV-^)"  entwickelt  und 
=  ar«-4-y«V^  setzt;  xn  und  pn  sind  dann  jedesmal  Wurzeln  der  Pell- 

Gleichungen;  gewöhnlich  wird  dann  hinzugefügt,  dass    -    ein 

t/u 

späteren  vollen  Periode  entsprechender  Näherungswert  des 
jettenbmches  ist;  in  keiner  der  mir  bekannten  Schriften  über  diesen 
^tfenstand  finde  ich  aber  einen  directcn  Nachweis  für  diese  Tat- 
icbe-  derBeibe  lässt  sich  nun  ziemlich  leicht  führen  durch  die  Methode, 
^ehe  ich  in  einem  Mheren  Aufsatze  (62.  T.  XX.)  zur  Bestimmung 
geschlossenen  Form  des  periodischen  Kettenbruches  anwendete; 


2  Ilojfmann:  üeber  die  Keftenbruchenirnkktbing 

bei  dieser  UntersachuDg  ergeben  sich  gleichzeitig  ein&che  B 
fttr  mehrere  anf  die  Entwickelang  von  y  A  in  einen  Kettenbm 
zttgliche  Sätze;  ich  glanbe  deshalb,  diese  Untersnehnng  biefmi 
zu  sollen. 

Ausser  den  in  dem  ermähnten  Anfsatze  angcnommoncn  G 
j^i  ...  r^i  habe  ich  dann  noch  dem  Kettenbrach  oine  ganze  a 
vorzusetzen  und  schreibe  also  nach  der  a.  a.  O.  angegebene 
Zeichnung: 

-Qq,h  j^  1       ^ 

«2+  •    .  1 

Zunächst  setze  ich  mit  Benutzung  der  Becursionsformel  fflr  dii 

A.n         «nA,«— lH"Z>l,i»-2 

und  erhalte  daraus,  indem  ich  »n-]r^  ^^  d^^  Stelle  von  x  treten 

wobei  (c  den  unendlichen  Kettenbruch 

^o"rL*n  sfg  ...  («^M+Äo)»  ^jj  ^  •••  (~m4~''^)i  •••] 
darstellt.    Aus  1)  ergibt  sich  durch  Auflösung: 

2)     ,^ ^__ . 

Sei  nun  x  die  Wurzel  einer  reinen  quadr.  Gleichung,  also  = 
dann  orgeben  sich  durch  Vergleichung  der  rationalen  und  irrati< 
Teile  von  2)  die  Formeln: 

Die  3)  liefert  zunächst  einen  einfachen  Beweis  fbr  den  bekai 
Satz  von  der  symmetrischen  Anordnung  der  z\  man  erhält  n 
durch  recurrirende  Entwickelung  der  D  zunächst: 

«mA.»-i4- A,«-2  =  «0^,11-1 +  -Ds,fi—i 

und  hieraus: 

o)  ^*+n;; — ,""^1  Tu — ' 


/är  die  Irrationale  2,   Grades,  3 

Wenn  nun  die  Grössen  s  als  positiv  vorausgesetzt  werden,  so  erkennt 
man  sofort,  dass  sowol  Z)i,„-o  als  auch  Ih.u-i  <  A,,»-i,  folglich  die 
in  der  5)  vorkommenden  Brüche  echte  sind;  aus  dieser  Bemerkung 
ergibt  sich  dann  anmittelbar: 

6)  3f«  =  «0    und 

Ans  der  7)  findet  man  auf  dieselbe  Weise: 

Äj  =  Ä„-i    und 

and  anf  dieselbe  Weise  weiter  schliesscnd  allgemein,  wie  leicht  zu 
beweisen  ist, 

Wegen 

Shl  ==  ''3^0 

:  ist  dann 

\  nid  so  erhält  man  die  bekannte  Formel 

vobei  also  20  ^^^  grösste  in  y^  enthaltene  ganze  Zahl  darstellt.  Aus 
fder  4)  ergeben  sich  weitere  Bedingungen  für  die  s-^  zu  dem  im  Ein- 
gang erwähnten  Satze  gelangt  man  aber  durch  Verbindung  der  3) 
■ad  4).     Bei  Beachtung  des  Gesetzes: 

/>9.n-l  Dl,n—Do,„  Dx,n-1  =  (—  1)» 

reichem  die  Zähler  und  Nenner  zweier  aufeinander  folgenden  Nähe- 
vn^werte  jedes  Kettenbruches  genügen,  erhält  man  nämlich,  indem 
die  mit  A),n-i  multiplicirten  abzieht. 


(^  li.  vorausgesetzt,  dass  n  gerade,  genügen  Zähler  und  Nenner  des 

„ l)ten  Näherungswertes  für  y^  der  PeU'schen  Gleichung;  ein 

der  bereits  von  Lagrange  ausgesprochen  wurde. 


Nun  ist  es  aber  auch  leicht  nachzuweisen,  dass  nicht  nur  dem 
den  Elementen  der  ersten  Periode  gebildeten  Näherungswerte  diese 
S|M|i8cbaft  zukommt,  sondern  dass  dasselbe  such  für  die  allen  folgen- 
ien  ganzen  Perioden  entsprechenden  Näherungswerte  gilt  Ich  suche 
m  dieaem  Zwecke  die  geschlossene  Form  dieser  Näherungswerte, 
irdehe  dorch  den  allgemeinen  Ausdruck 


4  Hoff  mann:   Ueber  dU  KeUtnhrudwUwidcehtng 

definirt  sind,  zu  bestimmen. 

Wenn  man  wieder  in  -pr^  die  D  nach  den  Elementen  de 

ten  Reihe  entwickelt  und  dann  gM+  rv'^*^"  ^"^    ^n  die  Stelle 
treten  lässt,  erhält  man  einerseits 

andererseits 

Z)l,»iA,(r-l)**-l  +  />l,»»-lA>.(r-l)i»— 1 

welche  Brüche  einander  gleich   zu  setzen  sind;  durch   Vergle 
der  beiden  Zähler  und  Neuner  erhält  man: 

10)  />0.,w~l  =  Z>0,«Z>i,(r-l)M-l4-A).n-l/>0.(r-l)fi-l 

11)  />!,rM-l  =«  />l,„£)l.(,-l)H-l-4-I>l,«-lZ>0.(r-l)«-l 

oder  mit  Benutzung  von  3)  und  4) 

10)a  />0.»t*-l  -»  ^.i>l.»-lZ>l,(r-l)M-l  +  -D0.ti-l^(r^l)*i-l 

Zunächst  folgt  nun  aus  ll)a 

A),(r.l)«-1   « ^-^ 

folglieh 

und  durch  Einsetzung  dieser  beiden  Werte  in  lOja: 

12)  J9i.(r+i)H-i  «  2Z>j>,H-iZ>i.m-i  —  (—  l>•i?l,(•^-l)«-l ; 

und  genau  auf  dieselbe  Weise  entwickdl  man: 

13)  A>,(i  +1)«-1  =  2A),w-l/>0,r»t-l  — (—  l)*l>l.(r-l)«~l 

d.  h.  fttr  Z>o.i^-i  und  A.m-i  dieselbe  Recursionsformel.     Sota 
dann  allgemein 

Do,rH-\  =  x^    nnd 

so  erkUt  na»  zur  Bestimmang  Ton  x  ud  y  dne  iiai  dieteM 
dratische  Gleichung 


ßtr  die  Lradonale  2.  Grades,  5 

«*— 2/^.w-l.a;  — (— l)w. 

in  findet  die  Wurzeln  dieser  Gleichung: 

d  zwar  die  letzte  Form  wegen  der  9). 
Als  vollständige  Lösungen  erhält  man  also 

/>o.rH-i  =-  c  1  Ji*"-}-  <?t  fe*"    ttnd 

>bei  die  CoustanteB  c'|,  e^,  yi  und  y^  ^^^  Rttcksicht  auf  die  Anfangs- 
jTtc  von  />o,rH-i  und  l>i,r«-i  für  r  =  0  üüd  =  1,  welche  man  resp. 
I  1,  Aki»*i  und  0,  />i,ii.i  zu  setzen  hat,  mit  folgenden  Werten  er- 

heinen: 

Ci  =  <?2  =  i    und 

A.w-1  1 

Yi  ^  — y« 


2l/z>«o.n-i— (-1)"       2V^' 
t  Rttcksicht  auf  diese  Werte  erhält  mau  folglich: 

indem  man  die  mit  y^A  multiplicirte  15)  zu  14)  addirt  und  da- 
snbtrahirt: 

Ih,rt^l  +  rh,rH-^iyA  =  (D0,n^l  +  Dl,n^l]/Ay 

endlich  durch  Multiplication  der  16)  und  17) 

Ist  also  74  gerade,  dann  genügen  sämmtlichc  den  einzelneu  Pc- 
9A  oBtsprechendeu  Näherungswerte  für  V^l  der  Peirscbon  Glei- 
ig;  ist  aber  m  ungerade,  daun  genügen  nur  die  einer  geraden  Au- 
Yon  Perioden  entsprechenden  Näherungswerte,  die  übrigen  der 
cboog 

durch  die  16)  ist  der  Zusammenhang  zwischen  allen  übrigen  Lö- 
len  mit  der  ersten  x^  =  Z>o,h-i,  yo  *"  A,»t-i  festgestellt,  indem 
nnr  dem  r  alle  Worte  von  1  bis  od  beizulegen  hat 


6  Hof/mann:  üeber  die  KuUnhruchentwickebmg 

Es  ist  nun  interessant,  auch  den  Zasammenbang  zwischen 
einem  inuerbaJb  der  ersten  Periode  gebildeten  und  dem  um  eü 
faches  von  n  davon  entfernten  Nfthemngswert  aa&nsnchen,  d. 

Beziehungen '  zwischen  rpr-^  und      '        festznstellen,  wo«  men 
der  Zahlen  1  bis  n  —  1  sein  kann.    Setzt  man  wieder 

und  hierin  zn-\-  y> '  *^""         an  die  Stelle  von  «n,  dann  erh&lt  n 

x/l,(r— l)n-|-« 
A,n4+«         A,nA,(r-l)»+«  +A,n-lA),(r— !)»+# 

und  durch  Gleicbsetzung  von  Zähler  und  Nenner  dieser  Brflche 
einfacher  Reduction  die  Recirsionsformeln: 

20)  A),(r+l)t»+«  =  22>0,«-lZ^.rH+«  —  (—  l)"Z>0,(r-l)H+« 

21)  />l,(r+l)H+s  =  2Dö,n-lI>l,r«+a— ( — l)*I>l,(r-l)K+» 

d.  h.  genau  dieselben  Formeln  wie  die  12)  und  13). 

Die  Behandlung  dieser  Formeln  geschieht  deshalb  auf  di 
Weise  wie  diejenige  der  12)  und  13);  ich  beschränke  mich  d 
hier  nur  das  Resultat  mitzuteilen.    Mit  Rücksicht  darauf^  dass 

Di,H^8  =  -Do,»A,8+A),»«-iA),«    und 

ist,  findet  man: 

22)  Do^ni^B  =  i[(Do,s+J\s .  VA)  (/>o.«-l  +  Z>i.H-i)'^ 

+ (Do,s — Dl,,  V  A)  (2>9.M-i  —  Ih,»-!)  V  Ay] 

23)  A.m+.  =2V:|[(A).a+A.,V^)(A),H^i+/>i.H-iy^)'^ 

Und  hieraus  folgt  wieder,  wenn  man  die  mit  yA  multiplidrte  i 
der  22)  addirt  und  davon  abzieht: 

24)      Do,rHi^8  + Dl.rn^sV  A  =  (^,8+ Di.sV  A)(Do.H^l  +  I>lJH^l^ 

25)  Z>o,rii+«  —  A,rfi+8V^  =-  (Do.s—  Di^VA)(Do,H-'i  —  Di^^i^ 
und  endlich  noch  durch  Multiplication  der  24)  nnd  25) 

26)  r^o,rH+s-A,  Dh.m^s  =  (-  1)^D^  -  An^^). 


ßbr  die  JrraliotiaU  2.  Grades, 


24>    lAsst  sich  mit  Bcnatzong  der  16)  aach  noch  iu  folgender 
Vomi  schreiben: 


I  > 


X>0.r»|t  +  />l.r,*MV^  =  (Do,$+Dl^yA){Do,rH'l+Dl,rH-^iyÄ) 


wodurch  der  Zosammenhang  zwischen  irgend  einem  Näherungswert 
nd  dem  zniiftchst  vorausgehenden  einer  vollen  Periode  entsprechen- 
den festgestellt  ist 

'Em  erObrigt  nnn  nur  noch,  den  in  der  26)  vorkommenden  Wert 
iNm  X>V«  —  ADh^  anzugeben  (cf.  Stern,  Theorie  der  Kettenbrftche, 
f  116). 

I>ie  meist  gebräuchliche  Methode,  yAia  einen  Kettenbruch  zu 
«Btwickebi,  ist  folgende:  Ist  zq  die  grösste  in  V^  enthaltene  ganze 
daun  setzt  man: 

VA       I  y '^  ^ 
^  =  ^H j — 

1  Va+Zo       Va+zq  .  VA-'e, 

=  — IT ==  ^,H :; — 


yA  —  Zo        ^  — V 


yx— 


,l^{yA  +  e,)       yA  +  e,  _,  V^-e, 


^— «1« 


^ 


«nd  in  dieser  Weise  weiter;  allgemein: 

wobei  z»-^!  die  gi'össte  in  dem  Bruche  links  enthalteuü  ganze  Zahl  ist. 
Dsbei  bilden  nicht  blos  die  z  eine  symmetrisch  periodische  Reihe, 
wie  aus  der  8)  ersichtlich,  sondern  auch  die  e  und  die  r/,  und  zwar  ist 

cfti  =  4o  *=*  1- 
Setzt  man  nun  wieder  in 

7>1,«+1  Z8\-lDl,S-\'Dl,6-l 

an  die  Stelle  von  :;«,   dann  erhält  man  links  yA\ 


also 

27) 


yA 


c/8+lZ>1.5  +  l  +  (y^  — C«  +  l)Z>l,, 
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nnd,  indum  man  den  Nenner  wegbringt  and  die  ratioa^en  and  ii 
tionftlon  Teile  einander  gleichsetzt: 

28)  0^1  =  A+iDi.H-1— «<+iOi^ 

29)  A.Di.,  =  rf,+iÖi).i+i— e,+iÖ0rf 

und  tiioraus,  indem  man  die  mit  D\,t  mnltiplicirte  29)  von  der 
Diu  mnltipllcirten  28)  abzieht, 

30)  m^—A.tfii^  -  (_l)-+id,^,. 
Ans  diesem  Satze  folgt  dann  fOr 


der  specielle  Fall  der  9),  ebenso  der  16). 
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II. 

Die  Verwandlung  der  Irrationalen  nten  Grades 

in  einen  Kettenbruch. 


Von 


K.  E.  Hoffmann. 


Die  zur  Ycrwandlang  der  irrationalen  Quadratwurzel  iu  einen 
Kettenbrach   gewöhnlich  angewendete  Methode  besteht  bekanntlich 

de 

wesentlich   darin,   dass  man  einen  Bruch  von  der  Form    7-^ 

auf  rationaleD  Nenner  bringt;  dies  geschieht  durch  gleichzeitige  Mul- 
tiplication  des  Zählers  und  Nenners  mit  (V^l-f-^«),  wodurch  man 

auf  einen  Brach  von  der  Form  -^ geführt  wird;   ist  nun  5:5+1 

"«+1 

die  grösste  in  diesem  Bruche  enthaltene  ganze  Zahl,  so  setzt  mau 

V^  +  e«  ,  V^— f?8+i 

=  ^s+i  +  - 


rf«+i 


woraof  derselbe  Gang  sich  wiederholt. 


ds-^l 


Diese  Methode  lässt  sich  nun  iu  einüachcr  Weise  verallgemeinern 
Kettenbmckentwickelung  für  die  Irrationale  nten  Grades. 


n 


Ist  nämlich  ^  die  grösste  in  y^l  enthaltene  ganze  Zahl,  so  setzt 


:  Cenier: 


y^  =  «oH 1 — 
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U  N 


„>        L       y^"-'+^v^"-''+...+«b''-'V^+v-' 


^/A—x^ 


M 


wobei  -1  die  gross tc  in  dem  Bruche  -^ —  enthaltene  ganze  Zahl 

VA— ^ 
ist.    Nun  handelt  es  sich  weiter  darnm,  den  Brach 

dl 


auf  rationalen  Nenner  zu  bringen;  um  aber  den  Gang  der  Bechnniig 
gleich  allgemein  durchzufahren,  nehme  ich  an,  man  sei  auf  cinea 
Bruch  von  der  Form: 

ux  . 'h 

'^)  MM  M 

gelangt,  wobei  ich  ausdrücklich  voraussetze,  dass  dieser  Bmch  bereits 
auf  seine  einfachste  Form  reducirt  sei;  um  nun  diesen  Brach  sif 
i-ationalen  Xeuner  zu  bringen,  multiplicire  umn  Zähler  und  Nenner 
desselben  mit: 

und  setze  dann  sämmtliche  Coefticienteu  der  irrationalen  Bestandteile 
des  Nenners  =  0 ;  dadurch  gelaugt  man  auf  einen  Brach  von  der  Fofb 

- ,        M^>^  1 1  y  A"-* + A+i_y  ^"-:H: . .  h-  w^y  y  a+ <^+i) 

n  «f  1 

wobei  sich  beweisen  lüsst,  dass  tl\\\  durch  r/«  teilbar  ist;  indem  aiu 
hierauf  die  grösste  in  dem  Bruche  5)  enthaltene  ganze  Zahl  r«^]  am- 
zieht,  gelangt  man  zur  Fortsetzung  des  Verfahrens  wieder  auf  einet 
Bruch  von  der  Form  der  3). 

Durch  Multiplication  des  Nenners  der  3)  mit  dem  Aosdmckc  I) 
gelangt  man  nun,  indem  mau  die  Coefßcienten  der  irrationalen  Bb- 
istandtoile  =0  setzt,  zu  (n  — 1)  Bedingungsgleichangeu,  durch  dem 
Auflösung  man  Yerhältnisszahlen  für  die  n  Grössen:  ff«^i,  jltfi»  ••» 
co»^i,  ^^-i-i  erhält.    Diese  Gleichungen  lauten: 


in  eifien  Ktttenbruch,  \\ 

ß)  — «%«M-1  4"  »»/*»+! +  '>'«y«+l+  •  •  •  +/?«fl>«+l  +  ««««+l  =  0 

Zar  Bestimmung  ton  d!t^\  erhält  mau  die  Gleichuug: 

Um  nun  ans  dem  System  der  Gleichungen  6)  die  Verhältniss- 
zmhlen  fOr  ffafi,  ßt^h  •••  «»«-l-i)  ^'»fi  zu  gewinnen,  hat  man  nur  aus 
dem  System  von  (u — l)n  Elementen: 

8) 


-e\. 

»8, 

fl's,   . 

•  •  y«5 

ß'. 

tf« 

Aat^ 

-e%, 

w«,  . 

.  .  ^«, 

y»> 

/?- 

Aß., 

-4ff„ 

~"^  «9    . 

•        m 

«., 

Y» 

A^j,. 

•       •       •       • 

■       •       • 

.  Aa», 

-6'«. 

(Om 

der  Beihe  nach  die  Ite,  2te,  3to  etc.  Colonne  herauszuheben,  die 
tthrigen  Elemente  zu  einer  Determinante  zusammenzufassen  und  diese 
])eierminanten  mit  abwechselnden  Zeichen  zu  nehmen. 

Ehe  ich  aber  zur  näheren  Betrachtung  dieser  Determinanten 
schrote,  will  ich  durch  eine  andere  Betrachtung  Werte  für  die  in 
denselben  vorkommenden  Grössen  er«,  /?«,  ...  ro«,  e\  zu  erhalten 
suchen ;  dadurch  werden  einerseits  diese  Grössen  a,  /?,  y,  . . .  allge- 
allein  bestimmt,  andererseits  bieten  eben  diese  Werte  ein  bequemes 
Mittel  zur  Berechnung  jener  Determinanten. 

Bezeichnet  man  mit  Hilfe  der  Kettenbruchdeterminaute  don  aus 

M 

den  Quotienten  2^,  «xi  •  •  •  ^«  gebildeten  Näherungswert  für  y  ^  mit 
^  und  setzt  man  in 

MM  M 

,  9tyA»'-^'^ß»^A'^^  +  .,.  +  (0sVA  —  e's  ,.     c*  11       ^ 

Mg+-=-^ ^-^--^ -— ^ ' — --^ an  die  Stelle  von  ä„ 

äs 

WO  aiMt  man  links  yA\  schafft  mau  gleichzeitig  rechts  den  Divisor 
d§  weg  und  zieht  man  wieder  ä«/>o,*-i4-^,«-2  ia  ^.«  ^^^ 
i«Z>i^-.i4-^i.«-2  in  Di,8  zusammen,  so  erhält  man: 
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9)     -  ,1  _  'Agjjrd:!"'  V  ^''-' + g»  V  ^''~- + •  •  • + «».y  ^  -  «'»)A>i-i 


t»  M 


uud  iudein  uiau  hier  den  Nenner  beseitigt  und  die  CoefficientCB  ^äch 

hoher  Potenzen  der  Irrationalen  yA  rechts  und  links  einander  gleidi- 
setzt: 

10)  AasDi^^i  =-  thDo^  —  e\Do^^i 


Betrachtet  inan  nun  zunächst  die  (n — 2)  letzton  dieser  Gleicbon- 
gen,  so  findet  man  durch  succcssive  MultipUcation  derselben: 

11)  atlßslYa'-'im  = 

A,,-!«-- :  (Z)i.*-i"-3A),»-i) :  (Z>i.«-i--*/>*o^-i)  • . . :  ÖM-i""'; 

ferner,  indem  mau  die  mit  />i.«-i  multipliclrte  Ite  der  Gleichanges  , 
10)  von  der  mit  7>u,«-i  mnltiplicirten  2ten  derselben  subtrahirt: 

12)  a)»Z>*o,a-i  —  AasD^i^^j  =  (—  lyd» 

und  wenn  man  die  mit  Di.t  multiplicirte  Ite  jeuer  GleichuugcB  VM 
der  mit  Do,»  multiplicirten  2ton  abzieht: 

13)  (OsDo.s-iDQ,s'-AasDi,»^iDi,,  =  (— 1)V, 

Nun  können  die  Grössen  er«,  ß»y  -"  (o«  sich  nur  durch  einen  aod 
denselben  Factor  ./'  von  den  in  der  11)  gegebenen  Werten  waSüat- 
scheiden;  man  erkennt  aber  aus  der  12)  und  13),  dass  dieser  Factor 
sowohl  in  fh  als  auch  in  e'n  enthalten  sein  müsste;  der  l^di  in  3) 
mttsste  also  durch  /  zu  reduciren  sein,  was  aber  gegen  die  hicrflker 
gemachte  Voraussetzung  geht.  Man  hat  also  /  »  1  zu  setzen  d.  k.  I 
die  Grössen  a^  ...  co«  sind  den  in  der  11)  gegebenen  Werten  dfired 
gleich ;  setzt  mau  dann  für  &>«  und  a«  ihre  Werte  in  12)  und  13}  eiir 
so  erhält  man  die  wichtigen  Formeln: 

12a)  />o.«-i"  —  ^Z>i,,-i"  ~  (—  1)V, 

13a)  />o.6-i'*-^A),«  — i4/>i.8-i»'-^/>i..  —  (—1)-«'. 

Setzt  man  ferner  in  der  13a) 


in  einen  Keitenbruch,  J3 

hält  man  mit  Racksicht  auf  12a) 

(-1)»^^,  4-^.«-i""^  A).«-2— ^I>i.*-i'*-iZ>i.«-2  =  (— 1)»6' 

rerseits  ist  gemäss  der  Ableitung  von  e\  ans  e« 

h  anch: 

achdem  nun  diese  einfachen  Werte  für  or«,  ...  ca«,  e«,  c/»  ge- 
Q  sind,  folgt  analog: 

(— l)*«5+i  «  />o.«"-^/>o^-i  — ^A/*-^A,«-i 

an  will  kh  untersnchou,  inwiefern  sidi  die  früher  aus  dem  Sy- 
i)  abgeleiteten  Determinanten  von  den  Werten  der  15)  unter- 
en. 

ie  Untersuchnng  der  Determinanten  für  flr«^i,  ...  o)«fi  lässt 
if  einmal  abmachen,  wenn  man  allgemein  den  Wert  der  itten 
Grössen  {%8^\)  berechnet.  Setzt  man  die  betreffende  Deter- 
c  =  Ä,  so  wird  dieselbe  gefunden,  wenn  mau  im  System  8) 
>  Colonne  heraushebt,  aus  den  übrigen  £lonieiiten  eine  Deter- 
e  bildet  und  dieser  das  Zeichen  (—1)*-*  vorsetzt  In  dieser 
ünante  sind  dann  die  (k — 1)  ersten  Elemente  der  Diagonal- 
=  — e'«,  die  ttbrigen  =  ca«;  die  unter  den  — c'«  stehenden  Ele- 
sind  sämmtlich  =  Acta  und  die  unter  den  cd«  stehenden  =  —  e's. 
nan  nun  der  K  das  Product  a^.ßs ...  ooa  vor,  indem  man  die 
leihe  mit  a«,  die  zweite  mit  /?«,  ...  die  letzte  mit  a>«  dividirt, 
werden  wegen  der  Gleichungen  10)  sämmtHche  über  den  —  c', 

len  Elemente  zu  Potenzen  von  —^    und    sämmtliche   unter 

es  stehenden  Elemente  zu  mit  A  multiplicirten  Potenzen  von 

und  zwar  stehen  in  derselben  Colonne  immer  gldch  hohe  Po- 

dieser  BrQche.  Wenn  man  dann  die  zweite  Reihe  von  der 
die  dritte  von  der  zweiten  u.  s.  f.,  die  letzte  von  der  vorletzten 
lirt,  so  werden  zunächst  die  (n—k)  letzten  Elemente  der 
|-1)  ersten  Reihen  =  0,  folglich  reducirt  sich  K  auf  das  Pro- 
ner Determinante  vom  (k — l)ten  Grade  und  einer  solchen  vom 
ten  Grade.  Femer  erkennt  man  aber  auch,  dass  in  der  Deter- 
)  vom  (i-— l)ten  Grade  sämmtliche  links  von  der  Diagonal- 
(tehenden  Elemente  und  in  der  anderen  Determinante  vom 


14 


Ho  ff  mann:  Die   Venrandlung  der  IrraHonalen  nten  Grade* 


(/i'il')ten  Grade  sämmtlichc  rechts  von  der  Diagonalreihe  stchendei 
Elomeutc  =  0  werden,  dass  also  beide  Determinanten  sich  üif  ihn 
Anfaugsgliedcr  reducireu  (wobei  das  letzte  Element  der  Diaf^nalreü» 
von  K^\  ist).    Man  findet  folglich: 

■»'  *•='->'-*■  »•(-;;-^)(-B-t)- 

/      «',      Att,\(ut  ,  e'$\(at  I  e'»\         /•»  i  «'A 

oder,  indem  man  jeden  der  (^*~1)  ersten  Factoren  mit  — 1  und  der 
Reihe  nach  den  Iten  mit  ß»^  den  2ten  mit  y«,  ...  den  letzten  nut  »i 
mnltiplicirt  : 

17)      K=as  (e\  f;+^«.)  («'.  J;  +^««)  '  •  •  («'•  ,7  +  ^«  ) 

Nun  folgt  aber  ans  den  Gleichungen  10),  dass 
nnd  da 


A^-i 


so  kann  man  jeden  der  (n — 2)  Factoren  von  K  mit  Z>i^-i  molti- 
pHciren;  folglich  ist: 

18)       A'=(c%A),,-i+.4a,Z>i,,-i)*-i.(iö,öo,,-i+«'aie>i^i)«-*-» 

und  endlich,  mit  Berücksichtigung  der  beiden  ersten  der  Gleichnh 
gen  10) 

d.h.  sämmtlicho  Verhaltnisszahlen  für  die  Grössen  ««^-i,  /^^^-i, ...  »«fi 
nnterscheiden  sich  von  den  in  der  15)  gegebenen  Werten  durch  den 
Factor  rf,"-2. 

Um  die  Determinante  für  e«fi,  welche  mit  L  bezeidmet  werdet 

möge,  zu  erhalten,  hat  man  im  System  8)  die  letzte  Colonne  wegia* 

lassen*,  dann  werden  sämmtlichc  Elemente  der  Diagonalreihe  =—«'•; 

also: 

'  —  C%         iOt         ^t ßa 

I    Aa$    — e'a        (Os y»  j 

Aßa      Aa$      — et A« 

20)  ^  =  (-1)-» 


Aft 


Aa$ 
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M  einen  Kettenbruch,  15 

Wenn  man  nun  der  L  das  Product  a»  ...  00«  vorsetzt,  indem  man 
'  erste  Reihe  mit  er«,  die  zweite  mit  /?<,  ...  die  letzte  mit  o«  divi- 
I  ond  hierauf  die  vorletzte  Reihe  von  der  letzten,  die  drittletzte 
t  der  vorletzten  u.  s.  f.  die  erste  von  der  zweiten  subtrahirt,  dann 
den  wie  bei  der  K  melurere  Elemente  =  0,  insbesondere  sämmt- 
e  rechts  von  der  Diagonalreihc  stehenden  Elemente  mit  Ausnahme 
in  der  ersten  Horizontalreihe  stehenden.    Man  hat  also: 

X  —  (— 1)— l.tta/J,  ...w, 

0 


(^•+t)  -(pt+r) " 


O  0 


wenn   man  wieder  die  erste  Reihe  mit  «r«,  die  zweite  mit  /?»,  .. 
letzte  mit  »8  multiplicirt  und  die  Gleichungen  10)  beachtet: 

I.  =  (— l)»^^  X 


«'. 


-^.^^'  0  0 


.—1              Ih.8-1 
O  «tT^r — -     — «»7i 0 


t   den   letzten  (n  —  2)  Reihen  kann  man  nun  den  Factor  da  tt — 

l  aas    der  ersten  den  Factor  7>i,8-.i*"-^  ausscheiden  und  -findet  da- 
•ch: 


m  Ho/fmann:  DU  Vincaitdiuait  dtr  hraiionahn  »Un  GrvJa 

23)    I,  =  (_l)— iA"-«Blj— «X 


a.. 


"m 


.  »«. 


Wenn  man  bicr  dio  mit  t^-  moltiplicirte  letzte  Colonne  zitr  T0^ 
letzten  addirt  uud  ebenso  weiter  jede  mit  „""^  mnltiplicirte  Gohnme 
xur  vorausgehenden  addirt.  werden  Bänimtlicfae  links  von  der  Dit- 
gonalreilic  stehenden  Elemente  =0;  da  ferner  alle  Elemente  der 
Diagonalreiho  vom  zweiten  an  = — 1  sind,  findet  man; 

.4,     .  =  ,-.,-..-=„..-  =.,,..-.  [_  ^^+{^-.^ 

+(S;r'(^)"+-+^(^1 

Darcli  Summation  der  hier  vorkominonden  geomotrischen  Reihe  er- 
tmlt  man: 

25)    L-  —  ,l,—'lhJ- 


l>t^i^  /'«.■r/A>.'»i.-i\— '      1- 


,l,—'I>u'-'  X 


"l,.- 


k-'-  +  i 


_i'?-!7}.{V_        Jy-  ■■r>U'l'*-'  —  Du''-^Doj-} 


l-«"l..-"' 


(-!)■-> 


^ 


rf." 


■(-!)■,.,- 


-1  X 


'  ftJ-1'— 
K— iy.'.B,v-ä+A>.,_,;i,,,— iA,_,.-s-/)»,._,.-in„^i),ji-i| 

und  liioraus  findet  nian  endlich  mit  BcrUcluicJitigiing  tou  13a) 
26)  t  =  (-l)V,»-ü[A,,."-i/)„,,-,_^«,,.-iB,^_,] 


in  einen  Kettenhruch,  J7 

d.  h.  «ich  L  unterscheidet  sich  von  dem  in  der  15)  gegebenen  Werte 
der  Grosse  «i+i  nnr  durch  den  Factor  rf,»»-2. 

Nan  ist  noch  der  Wert  ffir  il's^i  zu  untersuchen.  Man  findet 
ans  7)  in  Verbindung  mit  dem  System  8)  (die  Determinante  für  tVsj^i 
mit  M  bezeichnet) 


27)  Af=(— l)»»-i 


—  e\        09«        ^9 Oa 

Aui    — e'«        CO»  .....  /3« 

Auis     A-ifßs  ....  -^a«    — e' 


Diese  Determinante  ist  nun  von  demselben  Bau  wie  die  L  und  lässt 
nch  d^halb  genau  in  derselben  Weise  behandeln ;  ich  teile  deswegen 
klar  nar  das  Resultat  mit: 


} 


Man  findet  also:  Sämmtliche  innerhalb  der  Klammern  im  Zähler 
des  Bruches  5)  vorkommenden  Grössen  haben  den  Factor  c/«**--, 
SBSserdem  hat  der  Zähler  noch  einen  weiteren  Factor  r/«;  der  Nenner 
mmMhBlt  aber  den  Factor  rf«''~^;  schafft  man  nun  diesen  Factor  da»^-^ 
Zfthler  und  Nenner  weg,  so  erscheint  der  Bruch  unter  der  Form: 


wobei 
md 

d.  h.  man  findet  die  volle  Bestätigung  der  in  der  15)  aufgestellten 
.Formeln. 

Ans  den  Werten  für  6«  und  il»  in  14)  und  12a)  lassen  sich  noch 
i  intoressante  Formeln  ableiten ;  wenn  man  nämlich  da  mit  />i,$.2 
e»  mit  />M-i  multiplicirt  und  hierauf  addirt,  findet  man: 


^  19)  daIh,a-^2  +  e8Di,a^l  ==  />o,«-l*»-* 

iwmd  ferner: 

\  Man  erkennt  aus  obigem  die  vollkommene  Analogie  der  Eetten- 

M 

'tendientwickelang  für  y^  mit  derjenigen  der  Quadratwurzel;  natür- 
fSch  ist  dieser  Fall  in  dem  obigen  enthalten;  insbesondere  erkennt 
^tktM  bei  der  Kettenbruchentwickelung  fttr  die  Quadratwurzel 


18        Ho  ff  mann:  Die  Verwcmdbing  tkr  Irmthnahn  nien  Grades  etc, 

and  dass  tts^i  durch  r/«  teilbar  ist.    Bekannt  ist  die  Formel 
fttr  den  Fall  der  Quadratwurzel. 

Beispiel. 


lÄ) 


5  V2— 1 


V2— 1 


Vy+y2»+V2«+V2+i 

1 


6+ 


Arn 


1 


7 
6 


u 


6  V  2*  4-6«7V2^+6.7V2»+7V2  +  191 

1255 

7  V  2*+ 7^.8  V  2»+ 7.8  V  2»+ 8  V  2— 140 

846 


1  + 


2+ 


8 
7 


20V2^+2(y.28V2^+2Q.2aV2«+23V2+1272 

36343 


1+    ^- 


etc. 
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m. 


>ur  une  propri^t^  caract^ristique  des  h^lices, 


Par 

Paul  Appell. 


En  cbaque  point  3/  d'une  courbe  k  double  coorbure,  il  existe 
ftitdroites  formaiit  an  tri^dre  trirectangle,  k  savoir  la  tangente  MT^ 
noimale  principale  MN  et  Taxe  da  plan  oscalateur  MA]  dans  ce 
A  8int  j*appellerai  ce  tri^dre  le  tri^dre  (3/).  II  est  connn  qne,  snr 
m  trofe  droites,  deux,  la  nonnale  principale  et  Taxe  du  plan  oscu- 
teor,  ne  forment  jamais  nne  surface  dcv61oppable;  et  qne  la  tan- 
»te  forme  toigoors  une.  Je  me  propose  dans  ce  travail  de 
lercher,  plus  g^n^ndement,  s'il  peut  arriver  qu'  une  droite  MD 
Msant  par  le  point  3/  de  la  courbe  et  li6e  invariablement  au 
iMre  (3f)  engendre  une  surface  developpable. 

Je  rappelle  d'abord  quelques  formules  conuues  relatives  aux 
NLrbes  gauches.  Je  suppose  la  courbe  rapport6e  k  des  axes  rectan- 
ohires  Ox,  Oy^  Oz\  je  d^signe  par  x^  y^  z  les  coordonn^es  d'un 
oint  M  de  la  courbe ,  par  tU  r^l^ment  de  Tarc,  par  er,  /?,  y^  a', 
',  j'\  «*',  p\  /'  les  Cosinus  des  angles  quo  fait  respectivement  avec 
sa  axes  de  coordoan^es  la  tangente  3/7;  la  normale  principale  MN^ 
axe  du  plan  osculateur  MA\  je  nomme  o>  la  courbure  et  n  la  tor- 
ion  au  point  M.    L'on  a  alors  les  formules  suivantes  de  M.  Sorret 

~-a«,    -«»/J,    ^^^r 


^  w^       .-^  ,       ^^  wp       ..r  .       ,;, 


2* 
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Je  rappelle  enfin  que,  si  Ton  consid^re  une  droite  mobfle  b& 

snr  les  axes  des  angles  dont  les  cosinns  soDt  /,  m,  n,  et  ayant  i 

C*qnations 

X— g^  F— y  ^  Z^z 

l  m  H 

oü  a-,  y,  2,  /,  m,  n  sont  des  fonctions  d'nn  paramdtre  variable,  la  ( 
dition  poQr  quo  cette  droite  engendre  une  sorface  d^veloppable  | 
s'öcrire  sous  forme  de  däterminant 

\dx    l      dl    ] 
(2)  \dy    m    dm  '=0 


:  füz      7i     dn    > 

Si  cette  eondition  est  remplie,  le  point  de  contact  de  la  droite  a 
la  courbe  qu'elle  euveloppe  a  pour  coordonnees 

oh 

ilx  dl  -}-  dy  thn  -f-  th  du 

^^^  ^  ^  ^fp+^th^+dii^  " 

Cela  p086  je  renens  a  mon  probl^me  et  je  cousid^re  ane  droite  i 
invariablement  li6e  au  tri(idre  (M) ;  j'appelle  i,  fi,  v  lea  cosious 
augles  constants  que  fait  cette  droite  avec  les  trois  ar^tes  du  tri^ 
3/7;  MN^  MA.    Les  Cosinus  des  angles  que  fait  la  droite  ÄfD  a 
les  axes  Oar,  öy,  Oz  sollt 

A«4.^«'+v«",     lß+fiß'+vßf\     Xy+^Z+V' 

et  cette  droite  a  pour  öquations 

X—x        _         r— y ^— g 

Pour  quo,  dans  le  mouvement  du  tri^dre  (M)  le  long  de  la  eou 
gauche  consid^r6e,  la  droite  MD  engendre  nne  surÜAce  dÖTeloppal 
il  fant  d'apr^s  (2)  quo  Ton  ait 


dy     Xß  +  fiß'^vß"     kdß  +  lAdß'+Vdfi^' 

dz     ky  +  t^y'-^-  vf    kdy  +  (iily'-^  vdf 


0 


on  bien,  cn  rempla^ant  f/a,  da\  rto"...  etc.  par  Icurs  exjiressiOBS  I 
et  en  remarqnant  quc  dy  =  «f/*,  dy  =  ßds^  dt  ■«  y<fo, 


(4)  ß    A/J+fi/5'+v/3"    -fi«iJ+a»+w)/r-|Mir 


-0 
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srnier  d^torminaut  pcut  etre  considerc  comme  Ic  prodait  des  deux 
minants 

I  «    «'     «"  I      i      1  0  0 


ß    ß'     P' 

y  y'    /' 


A  (Li  V 


ie  Premier  est  6gal  h  ±_1  pnisque  le  triddre  (Af )  est  trirectaogle. 
Ation  (4)  se  r^dait  doDC  ä 

1  0  0    , 

il  fi  V      =0 

I  — fio)    Ao»+v7r    — fi« 
d^veloppant 

est  la  couditiou  pour  que  ]a  droitc  üfD  consid^ree  eDgcndre. 
irface  developpable. 

i  la  courbe  gauche  est  quelconque,  le  rapport  -  des  deux  coor- 

varie  d'un  point  ä  l'aatre  de  la  courbe,  et  par  suite  la  relation 
\  pent  etre  satisfaite  par  des  valeurs  constantes  de  A,  fi,  v,  que 

i  prend 

kv  =  0,    ^*+v^  --  0 

I.  dire  fi  =  0  et  v  =  0.  II  n'y  a  donc  alors  qu'  une  droite 
önuant  une  surface  developpable;  cette  droite  n'  est  autre  que 
igcnte  iiry  (^  =  0,  V  =  0). 

»upposons  maintcnaut  la  courbe  gauche   teile   que  le  rapport 

ts    deux  courbures  seit  ^gal  i\  une  coustante  h\  d'apres  une 

^me  de  M.  Berlrand  la  courbe  est  alors  une  h61ice  trac^e  sur 
lindre  quelconque.    Dans  ce  cas  la  relation  (5)  devient 

existe  une  infinite  de  droites  MD  dout  les  cosinus  A,  p^  v 
snt  cette  relation.  Ces  droites  formeut  par  rapport  au  tri^dre 
an  cone  du  second  degre  contenaut  la  taugente  MT  et  admettant 
'stöme  de  sections  circulaires  perpendiculaires  ä  cette  tangente. 
m  prend  une  g^n^ratrice  quelconque  de  ce  cone  et  qu'on  la 
se  liee  invariablement  au  triedre  (Jf),  cette  droite  dans  le 
dement  da  triedre  {M)  le  long  de  Thelice  engendre  une  surface 
ippable.  n  est  facile  de  voir  que  l'arcte  de  rebroussement  de 
rarfiure  developpable  est  aussi  une  b61ice.    £n  effet  la  droite 


22  Appell:   Sur  une  proprUU  caract&istique  des  Mices, 

MD  qui  est  la  tangonte  ä  Tarete  de  rebroossement  fait  tvec 
Os  an  angle  dont  le  cosinns  est  ^Y-^(i^f-{'Vy"\  or,  la  conrbe  gl 
coDsider^e  6tant  nne  hölice  trac6e  snr  an  cylindre,  on  peat  pn 
Taxe  Oz  parallele  aux  g^n^ratrices  de  ce  cylindre,  et  alon,  d'aprtf 
propri6t^s  connaes  de  rb^lice,  /=0,  y  =»  const,  y''a*const; 
^y ~)~ />*/'+ ^/'  ^8^  constant,  et  l'arete  de  rebronssenittit  est  one  co 
gaacbe  dont  la  tangente  fait  an  angle  constant  avec  nne  dir» 
fixe,  c'est  k  dire  nne  b^lice  trac^e  snr  an  eylindre  dont  les  gb 
trices  sont  paralleles  k  cette  direction.  Soit  enfin  1£D  (JL,  |i,  v) 
droite  da  cdne  (6)  et  C  lo  point  oü  cette  droite  est  tangente 
conrbe  qa'  eile  enveloppc-,  si  on  appelle  a^,  y^,  z^  les  coordonnee 
point  C  par  rapport  anx  axes  Ox^  Oy^  Oz  on  a  d'aprts  (3) 

Vi  =  y +(*/»+»«?'+ vne 
9« 

(7)  ,  ^ ^^ 


On  tire  de  cette  expression  de  q  les  conseqnences  suiyantcs.    C 

d^rons  anc  positiou  da  trlMre  (3/),  et  appellons  x'  y'z'  les  coo: 

n6es  da  point  C  par  rappoil  aax  aretes  de  ce  triddre  priscs 

axes  de  coordonn^es,  MT  ^tant  Taxe  des  x\  2dN  de  y\  MA  d 

on  a 

a;'=Xp,    y'-=f»p,    J=v^ 

et  par  cons<^qaent  d'apr^s  l'expression  (7)  les  coordonu^es  x*  y 
point  C  ycrifient  r^qoation 

(8)  (««'+««')*+ (w*+jrV*  —  »y'  —  0 

Cette  6qaation  dans  laqaellc  on  consid^re  %*  %f  J   commc  des 
donnees  coarantes  repr6sente  an  cjlindre   de  revolution  doi 
generatrices  sont  paralleles  k  la  direction 

c*est  k  dire  k  la  direction  des  gön^ratrices  da  eylindre  snr  leqw 
tracee  l'b^lice  considör^e.  II  est  ais6  de  s'assorer  que  le  cylindr 
est  tangent  an  eylindre  snr  leqael  est  tracee  Thälioe  le  long 
generatrice  passant  par  le  point  M\  on  satt  en  effet  qne  la  tanj 
k  rh^lice  an  point  M  (y'»  0,  ;7'=0)  est  tangente  au  cylindn 
£u  ontre  lo  rayon  de  la  section  droite  de  ce  eylindre  est  ef 

CO 

oTZänr^  c'est  k  dire  ä  la  moiti6  da  rayon  cercle  oscnlatei 
point  AT  ä  la  section  droite  da  eylindre  qoi  oontifint  rhtiiGeL 
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fÜBdre  (8)  ainsi  d^termin^  douno  a  cbaqac  instant  pai*  son  intcr- 
avec  le  cöne  (6)  les  points  do  contact  des  g^n^ratrices  de  cc 
a¥ec  leon  enveloppes  respectives. 


AptiB  tvoir  ainsi  examin^  le  cas  oii  la  coorbo  gauchc  est  une 
UHee  qiielconque,  consid^rons  le  cas  plns  particulier  encore  oü  Ic 

oonstant  des  deox  coorbores  k  °=  -  serait  infini:  n  est  alors 

7t 

Ol  llitiioe  sc  rMuit  d  une  conrbe  plane.  Dans  ce  cas  le  c6nc 
00  M  iKcompose  en  deox  plans  Iv  »  0,  dont  Ton  il  »  0  est  lo  plan 
iMnn&l  k  la  coorbo  ot  Tantre  v  «^^  0  le  plan  memo  de  la  courbe. 
L»  ^Bndre  (8)  devient 

ifBtt  ä  dire  an  qrlindre  droit  dont  la  base  est,  dans  le  plan  de  la 
HHorbe,  le  cercle  döcrit  snr  le  rayon  de  conrboro  de  la  courbe  au 
pobA  M  comme  diam^tre.  On  voit  donc  quc  dans  une  conrbe  plane 
Ibb  seoles  droites  invariablement  li^es  an  tri^dre  {M)  qui  engendrent 
aorfaces  developpables  soat  les  droites  da  plan  memo  do  la  courbe 
les  droites  du  plan  normal;  les  points  de  contact  de  ces  droites 
lenrs  enveloppes  respectives  sont  k  chaqne  instant  situ6s  sur  le 
jfBihre  (9),  cc  qui  est  un  theor^me  connue. 

'      FttJs  30  janvior  1879. 


24 
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IV. 


Auflösung  der  dreigliedrigen  algebraischen 

Gleichung. 


Von 

Herni  Julius  Parkas 

Professor  in  Polgärdi  (Ungarn). 


Wenn 


I. 
Behaaptangen. 


wo  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten  mögen  and  m 
erhält  im  Falle  dass 


««  191 


Mod 


die  unendliche  Reihe: 


N 


a:-\  <(HL' 


m 


H!-^-kt"+.M"+--)rvr 


-l.(^+-^-')rVr+-}    « 


H  Wurzeln,  während  die  übrigen  m—n  Wurzeln  unter  dendbm 
dingung  durch  folgende  unendliche  Reihe  auQgedrflckt  werden: 
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l  n — m  '  */{n — m)\m — n        /,        ^ 

em  Falle  hingegen  dass 


(4) 


(5) 


man  ftr  sämmüiche  Wurzeln  folgende  unendliche  Reihe: 


lei  fiberall  unter  der  Formel:  (/ii)r, 


(6) 


ft(|4-l)...(fi-V+l) 

1.2  ...  V 

verstehen  ist,  und  die  Wurzelzeichen  sich  auf  alle  möglichen  Wur- 
a  beziehen. 

n. 

Beweis, 
bt 

z  =  p+9z*s  (8) 

bat  man  vermöge  des  bekannten  Satzes  von  Lagrange: 

A)  Für  ein  jedes  positives  u  haben  wir 

Lim  [i?»]»=»  «  0, 

""  ^ (9) 


(^_l)-i  •  Mod[9p»-»l  ^  ^*#.  [1] 


dies  zu  beweisen,  bezeichnen  wir  das  (2-|-l)te  Glied  der  Reihe 
nit  ^1.    Demnach  haben  wir 
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Bütxachiou  wir  jetzt  vor  der  Hand  u  als  eine  ratio]ic;ll€  Grösse  od 

setzen  wir 

a 

T 

WO  c  und  T  ganze,  endliche,  positive  Zahlen  bedeatcn  mögen -,  dsDi 
ordnen  wir  die  Reihe  (10),  wie  folgt: 

und  bestimmen  die  Bedingung  der  Convergenz  für  die  Reihe: 

-^Ir+-^lr4r  +  -^l2»ft-f'  ••  +-^*'+«4~''^(*+l>r4r+  ...         (1*! 

Unterscheiden  wir  nun  drei  Fälle,  nämlich: 

6  C  6 

>1,     -<1,     --=1. 

Ist  -  >>  1,  50  hat  man 

V <».(g.+i)-(ei+tf-i) ,„ 

^  ("», + 1) (ö,+'2) . . .  (flj+  « - T) .  («3+ 1) (0, + 2)  .  . .  {«, + T)     <" 

wo 

öj  =  Ä(tf — t)^ +r  — v, 

^3  ■-  ÄT-f-V. 

Folglich  ist 

Lim  (d(yj)f±l)         .  f,^«-,,.  — -4-_ ; 

als  Bedingung  der  Convergenz  ist  also 

oder 

^^5 .Mod[flii— »J  <  1 

(ff  _  t)f-'  X 
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indem  wir  links  Zähler  und  Nenner  mit  t'   dividiren: 


-- — .Mod[gp»-»J<l 


r 


(f-.)=- 

in  Bezog  auf  das  Ungleichheitszcicheu  mit  (9)  identisch  ist.  — 
WM  schreiben  wir  in  (13) 

die  Stelle  von  [qp'^^y  nnd  '    an  die   Stelle  von  h\    bemach 
wir  den  Wert  des  Aosdrackes: 

Lim(Ä(l-^^^")l  (14) 

Qeeetzt  es  sei 


1+»- 


iä!)G,..zl^^)... 


I  |-r— v+ff— t\ 

-  V+ä'-^^ — ^^ — /  "■^» 


(y) 


(l+*.^)(l+..^')-(l+..^v^»^>' 


kann  (14)  anch  so  geschrieben  werden: 

Betrachtet  man  die  Werte  von  /|(y)  and  U{y)^  so  ersieht  man  anf 
I   der  Stelle,  dass 


My'/f(y)-/»(y)]\ 


«1. 

Femer  hat  man 
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folglich  convergirt  (12)  auch  unter  dem  Gleichheitszeichen  von  (9).  — 
Im  Falle  dass  -  <  1,  erhalten  wir 

^  ^i(^i+i) ...  (^i+ff-i).e^,(e^,-i) ...  (a,~(T— tf— D) 

^  (Ö3  +  l)(Ös+2)...(Ö3+T) 

Gestützt  auf  diesen  Ausdruck,  gelangt  man,  den  Weg  der  Betrachtoog 
des  ersten  Falles  befolgend,  zu  denselhen  Endresultaten,  wie  im  er- 

sten  Falle.  —  Eine  Untersuchung  des  Falles  -  «^  1 ,     mQge   unter- 
bleiben. 

Convergirt  nun  (12)  unter  der  Bedingung  (9),  so  convergirt  die 
Reihe  (11)  und  also  auch  die  Beihe  (10)  oder  (8)  unter  derselben 
Bedingung  (da  t  eine  endliche  Grösse  ist);  und  convergirt  die  Reihe 
(8)  bei  einem  jeden  positiven  rationellen  »,  so  convei^girt  sie  aack 
bei  einem  jeden  positiven  irrationellen  u,  wie  es  leicht  einznaehra  iil 

B)  Setzt  mau  in  (7),  (8)  und  (9)  eiümal 

*  1ml 

ein  anderesmal 

und  zuletzt 

«1 

z  =  x**\    p  ^=^  b^     «  ==  — «,      M  =     ,     r  =  -  (17) 

so  gelangt  man  zu  folgeudeu  Resultaten: 

1)  Aus  Gleichung  (7)  ergibt  sich  in  allen  drei  Fällen  Gleichung  (1). 

2)  Aus  Reihe  (8)  entwickelt  sich 

im  Falle  (15),    Reihe  (3); 
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im  Falle  (16),    Reihe  (4); 
im  Falle  (17),    Reihe  (6). 

3)  Ans  dem  Bedingnngs-Ausdrncke  (9)  entsteht 

im  Falle  (15)  und  (16)  der  Bedingungs-Ausdruck  (2), 
im  Falle  (17)  aber  der  Bedingungs-Ansdruck  (5), 

nobei  u  in  allen  drei  Fällen  (15,  16,  17)  eine  positive  Grösse  bleibt. 

in. 

Znsätze. 

a)  Da  Reihe  (8)  bei  einem  jeden  positiven  n  convergirt,  so  be- 
die  Reihen  (3) ,  (4)  und  (6)  unter  den  zugehörenden  Conver- 

mgen  auch  bei  irrationellen  m  und  n,  wenn  beide  positiv 
und  m  ^  n. 

b)  Schreibt  man  x^.  -  und  -  an  die  Stelle  von  x.  m  und  n,  so 
It  man  in  den  Reihen  (3),  (4)  und  (6)  die  ?«te  Potenz  der  Wurzeln. 
c)  Vermöge  der  Relation 


*log«  =  Mog/J+Lim 

aas  (3),  (4)  und  (6),  nachdem  dieselben  zu  Reihen  der  t^ten 
der  WOTzeln  umgestaltet  worden  sind,  sehr  leicht  auch  die 
Ikiliea  fflr  die  Logarithmen  der  Wurzeln  abgeleitet  werden. 

Raab,  Juli  1878. 
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V. 


DiRciission  eines  mehrfachen  Integrales.^ 

Von 

Herrn  Dr.  Vietor  Strtawy 

in  Wien. 


l'iHI'i   <•■ 


I.    In  dem  über  das  reelle  Intervall  von  x^a  hissr^b  (^>4i 
zu  erstreckenden  Integrale 

J^=  I  dn  ff(x)C0Su(p(x).(p'(x)dx 

0  a 

ist  zunächst  vorausgesetzt,  dass  /(x)  und  fp(x)  für  alle  reeUen  W< 
von  x  zwischen  x  ^  a  und  x  ^  b  eindeutig  und  endlich  vi 
Während  jedoch  (p(x)  in  diesem  Intervalle  durchaus  redl  nnd 
bleiben  soll,  werden  far/(a;)  auch  complexe  Werte  and 
Sprünge  zugelassen.    Die  beabsichtigte  Discussion  befiogt  fai 
Falle,  dass  die  Sprünge  von  f(x)  nicht  unendlich  grosse 
dass  die  Anzahl  derselben  innerhalb  des  Intcgrations-Intervalles  ebit\ 
begrenzte  bleibt. 

Was  die  Grenzen  a  und  b  selbst  betrifft,  so  nehmen  wir  an, 
für  dieselben  q>(x)  von  Null  verschieden  sei,  eine  Annahme 
welche,  wie  sich  zeigen  wird,  die  Allgemeinheit  der  UntersBchnf] 
keinen  Abbruch  erleidet 

Zwischen  den  Grenzen  a  und  &  >>  a  des  auf  x  bezogenen 
valles  schieben  wir  eine  Reihe  von  Teil-Intervallen  ein,  welche  dsrch'! 
die  ihrer  Grösse  nach  geordneten  Abscissen: 

a  ^^i^  ^1  <C  ...  Äo -<...•<'/»•••<  *!• 
bestimmt  werden  und  beachten  hierbei  folgendes: 
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1.  Wetokfix)  innerhalb  des  Intervalles  von  a  bis  ^  Stetigkeits- 
nrOnge  erleidet,  so  lassen  mr  in  jedem  derselben  eine  der  ein- 
sachobeneii  Absdssen  mit  der  Sprungstelle  zusammenfallen.  Das 
mze  Integrations-Intervall  zerfällt  dadurch  in  mehrere  Teile,  inner- 
ilb  deren  nun  /(x)  endlich,  stetig  und  eindeutig  bleibt  Sind  etwa 
m  nnd  tß  3>  '«  die  Grenzen  eines  solchen  Teüintervalles,  so  treten 
lio  in  dM  entsprechende  Teilintegrale 


i  =  t  du  I  f(x)C0Sufp(x),fp'(x)dx 

0        'C 


jene  Werte  von  f(x)  ein,  welche  einerseits  stetig  aus  /(da-f*^) 
hergdeitet  und  andererseits  stetig  in  f(Sß  —  0)  übergeleitet  werden 
kfluien,  und  wenn  speciell  von  den  Werten  die  Rede  ist,  welche  f(x) 
wm  den  Grenzen  des  eben  betrachteten  Teüintervalles  annimmt,  so 
Verden  wir  darunter  den  Wert  f{9a'\-0)  an  der  unteren  Grenze  und 
fißß — 0)  an  der  oberen  zu  verstehen  haben. 

2.  Wollen  wir  Sorge  tragen,  dass  iu  die  Reihe  der  ö  auch  alle, 
rerständlich    innerhalb   des   Intcgratious- Intervalles    liegenden 

rerte  von  x  aufgenommen  werden,  fftr  welche  (p(x)  den  Wert  Null 
imt 

3.  Die  zwischen  diesen  wesentiichen  Punkten  liegenden  Inter- 
teilen  wir  in  unendlich  viele,  also  unendlich  kleine  Intervalle, 

ihe  80  gewfthlt  sind,  dass  in  keinem  derselben  der  Quotient 


COSUfp(x),<p'(x) 

Zeichen  ändert. 

*      In  jedem  einzelnen  Teilintegrale  ist  es  dann  gestattet,  den  Mittel* 
TOB  Paul  du  Bois-Reymond  anzuwenden: 


//(«)  9(!^)dx  '^Aa)Jfp{x)dx  +f(b)rq>(x)dx         a  <  £ 

m  ei  < 


b 


m  IMgt 


^«  «  J?«+i 


/0  w  00  i*-|-* 


*«+l  «  f«42 


+  /du/(8m^l)  I  CO^wp{x).fp'{x)dx  +  /  rfttA'«+2)  /  COSuip(x).(p' (x)dä 
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00  V-1  OD  ^ß 

-f-  /duf(iß^i) ß  co%u(p(x).g>'(x)dx'{' ß  duf(8ß^-0)  /coBHip(x).^'(x)tk 
das  heisst: 

OD  •  00  A 

1 )  j=-A^n+0)Jdu/cosnq>(x).fp\x)d(iß-{'£x^^ 


0     <r 


+Aiß-'0)  /^tt /c08tt^«).9'(«>te 
wobei 

Das  Gcsammt-Integrale  J  ist  eine  Summe  aus  ehker  endlkhnj 
Anzahl  ähnlich  gebildeter  Integrale;  es  genQgt  also  die  Discuehtj 
an  diesem  einzelnen  durclizufflhren. 

IL    Setzen  wir  in  1)  noch  fp(x)  »«  y,  so  dass  wir  erhalten: 

2)    i  =/(ia  +0)JduJ(MSnydy'\'£^'}f(ix)JduJcoSHydy 

+  f(9ß'-0)  ßduß  COBUffdtf 

SO  können  wir  diese  Discnssion  anch  sofort  in  AngriiF  nehmen.  Sto^J 
selbe  vollzieht  sich  leicht  mit  Hflife  der  Bemerkung,  dass  bei  reellei 
P  nnd  q  das  Integrale 

*         ,        r^du  .  ß^du  . 

cosui/ily  =  #   —  sin^fu  —  #   — Binim 

ö        p  0  0 


ßv" 


den  Wert  Nnll  besitzt,  wenn  p  nnd  q  gleichbezelchtt^  sind;  es  lAJ 
femer  dasselbe  Integrale  gleich  +  sr,  wenn  p  und  q  entgegengeselits ' 
Zeichen  besitzen,  nnd  hierbei  ist  das  Zeichen  bei  n  das  der  obem 
Grenze  q-^  endlich  ist 


/  (h^ß  CO%uydp  =»  ±  2" 


und  daher  \      ] 
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.A/ 


COSuydy  =^  -f  2 
±P 

Da  wir  nun  vorausgesetzt  haben,  dass  (p(x)  innerhalb  des  ganzen 
^rvalles  von  a  bis  b  und  somit  auch  innerhalb  des  Teil-Intorvalles 
a  6«  bis  6ß  reelle  Werte  besitzt,  so  kann  der  Wort  von ./  leicht 
gegeben  werden. 

Es  können  in  den  einzelnen  Teilen  von  j  alle  speciellen  Werte 
A  Integrales  2)  zum  Vorschein  kommen,  da  die  Grenzen  dieser 
eilintegrale  durch  je  zwei  aufeinander  folgende  Werte  der  stetig 
srlanfenden  Function  q>(x)  gebildet  werden.  Indem  nun  (p(x)  nur 
eim  Durchgänge  durch  Null  sein  Zeichen  ändern  kann,  muss  die 
;eQie  der  Werte  q>(x)  von  einem  x  an,  welches  um  etwas  unendlich 
leines  grösser  ist  als  irgend  eine  der  reellen  Wurzeln  von 

)  g>(x)  =  0 

■  nnendlich  nahe  vor  der  nächst  grösseren  realen  Wurzel  derselben 
üeichaog  mit  einerlei  Zeichen  behaftet  sein.  Alle  Teilintegrale  von 
deren  Grenzen  aus  einer  solchen  Reihe  genommen  sind,  fallen  aus 
em  Ausdrucke  für  j  aus,  denn  sie  sind  identisch  Null  und  es  bleiben 
I  2)  fiberbaupt  nur  jene  stehen,  in  deren  Grenzen  q>(x)  einen  Durch- 
mg  dorch  die  Null  vollzieht  Liegt  also  innerhalb  des  Intervalles 
«  X  =  ^«  bis  X  «  3^  keine  reelle  Wurzel  der  Gleichung  3),  so  ist 
lelbst  gleich  Null. 

Integrale,  deren  Grenzen  entgegengesetzt  bezeichnet  sind,  können 
snbar  nur  in  jenem  Teile  von  j  vorkommen,  welcher  in  Gleichung  2) 
\er  ein  Summenzeichen  zusammengefasst  worden  ist,  und  wir  or- 
ten für  jede  reelle  Wurzel  w  von  3),  welche  innerhalb  des  Inter- 
les  Sa  bis  dß  gelegen  ist,  ein  Integrale  von  der  Form: 


f(w)  I  du  j  COSuydff 


rin    €   nnd  i  unendlich   kleine    und   zugleich   wesentlich   positive 
Issen  sind.    Unter  den  Prämissen  dieser  Untersuchung  ist  nun 

lit  ist  schliesslich  der  Wert  eines  solchen  Integrales  abhängig  von 
An2abl  anfänglicher  Differentialquotienten  von  q>(x)^  welche  für 

x«a  unv.  3 


^  Strtmivg:  DüoiMWa  etiM  mdirfadita 

■X  =  le  gleichzeitig  mit  tf{«>)  TencbwindcB.  Beiitzt  der  ente  Dili- 
rentialttnotient  von  ^(x),  welcher  iox  x=  tr  nicht  venchwlndet,  ta 
Index  ^,  oder  mit  anderea  Worten,  ist  x  =  m'  eine  fi fache  Wnnii 
der  Gleichnug  3),  so  hat  dos  Integrale,  welches  eben  ia  Uotersackog 
steht,  den  Wert 


/H^:.«/. 


verschwindet  also  im  Besonderen,  wenn  die  Warzel  tp  eine 
4faclic,  ...,  ämfacbe  ist. 

Achnlich  gestaltet  sich  das  Resultat  fOr  Jede  andere 
der  Grenzen  9a  und  iß  gelegene  reelle  Wimeln  von  3).     Ist 
ia  selbst  eine  solche  WurccI,  so   tritt  zu  den  bereits 
Gliedern  noch  das  folgende; 

/('.+0)/'f<in»(''-)H.)» 
und  flventnell  für  iß: 

—  cQSfipn.fiiß—Oif—anipCfHif)« 

0 

hinzu,  in  welchen  Ausdrucken  die  Indices  p.  und  ft^  eine  dem  t 
reu  ft  entsprcchcudc  Bedeutung  haben. 

III.    Da  eino  Warzd  n-  ^  äg  der  Gleichung  3),   wenn  sii 
einer  Spmiigstelle  von  f{r)  zusammeaftllt,  nach  dem  eben  Gefimdcaai 
auf  beide  in  der  Sprungstellc  lorbandenen  Aeate  von  f(r) 
nimmt,  so  ergiebt  sich  tlcr  Wert  von  .1  in  folgender  Gestalt: 

./=-2;[A")-cos(p«).A"-)/  'Jl'sinv'-K"-}« 

+  £[ /•(■)„  + 0}  -  tos  (.  «n  ./•(«" -0)]/''^  Bin  <'•)?<*> 

in  welcher  FonncI  dio  Bezeichnungen  des  vorigen  Artikels  bdbehalte 
sind.  Die  erste  Summe  ist  Über  alle  reellen  Wnselu  äer  Glticbnf 
!t)  zu  erstrecken,  welche  nicht  zugleich  Sprungstellen  TOBy(v)  Mbi, 
während  die  zweite  gerade  jene  Wurzeln  nmfant,  wdcho  mit 
^rnngstoUen  zusammenfallen.    Mit  Racksicht  darauf,  das«,  wana/(i^ 
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fft  am  Nftlie  des  Wertes  «  «  tr  stetig  ist,  /(w+0)  und /(?(?— 0) 

I,  kiam  man  diese  Gleichung  in  die  einheitliche: 


^    /V" 


/(ec)  COBug>(x) .  ^\x)dx 


^  [/(«^+0)  —  cos  ^i^n  .f(w  —  0)]  y  ^  sin  9(")(t(»)u 


dehen.    In  dieser  bedeutet  tv  irgend  eine  reelle  Wurzel 
f  #nr  Gleichiing  (p(x)  =  0,  welche  innerhalb  des  Intervalles  von  a  bis 

ist,  fi  ist  der  Index  des  ersten  Differentialquotienten  von 

^ißX  der  9Xr  X  =^  w  nicht  verschwindet;  die  Summation  rechts  ist 

zwischen  a  und  b  liegenden  reellen  Wurzeln  von  (p(x)  =  0 

«.    Das  behandelte  Integrale  ist  also  identisch  Null,  wenn 

dem  IntervaUe  von  a  bis  b  keine  reelle  Wurzel  dieser  Gleichung 

ist 

£s  fliesst  aus  diesen  Auseinandersetzungen  leicht  der  Wert  des 
les  J,  wenn  a  oder  b  selbst  Wurzeln  von  q>(x)  =  0  sind,  wir 
I  wanden   diese  Eventualität  daher  auch  im  Folgenden  nicht  weiter 
'keracksichtigen. 

Für  9(«)  =  Ä  —  Ä  folgt  y'(a:)  —  1,  die  Gleichung  ip(x)  =  0  hat 
die  eine  Wurzel  x  ^^  a.    Femer  ist  ft  =  1  und  wir  erhalten: 

*»//(«) cos «*(«  —  «)<fe  -=  [/(a+0)+/(«— 0)]  /  ^sinw 

«  * s^ . «,  wenn  a  <<  « <<  i» 


/*/ 


mit  der  Fourier'schen  Formel  zusammenfällt 

IV.     Setzen  wir  in  Formel  I)  an  Stelle  von  f(x)  die  Function 


/{«)y   ~smq)'(x)v 

0 

podnrdi  die  Bedingungen  fflr  /(a;)  und   q>(x)  keine  Aenderung  er- 
BMen,  00  folgt: 

«00 

JEr[/(ir-f-0)— cosfiÄ./Oc  — 0)]  /  -~sin9^^)0p)w  /  —  sinyV)«' 

3* 
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~'Sm(p\ic)v  verschwindet  für  alle  oiehrfaclien  ^ 

0 

zeln  von  (p(x)  =  0.    In  die  rechte  Seite  gehen  nnnmebr  nur  die 
fachen  reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung  ein,  and  da  für  diese! 
fi  -^  1,  so  erhalten  wir  die  Formel: 

II) 

-g  #  ilut    --   #  /)[a;)C08qp(Ä)w.8inqp  (x)r.q>{x)i1a:  =  £ ^ 

0  0  a 

welche  fttr  <p(x)  =  x—u   ebenfalls  in   die   Fonrier^sche   Gleicb 
übergeht. 

In  dieser  Gleichung  II)  ist  die  Summation  rechts  nur  I 
die  einfachen  reellen  Wurzeln  der  Gleichung 

9(ap)  «  0 

auszudehnen.     Die  rechte  Seite  ist  NaU,  wenn  zwischc 
und  h  keine  solche  Wurzel  gelegen  ist 

V.  Von  den  vielen  Specialisiruugen,  welche  die  Formel  II) 
stattet,  sollen  nur  zwei  hervorgehoben  werden,  welche  mit  der  The 
der  algebraischen  Gleichungen  zusammenhängen.  Für  f(x) «»  1 
nächst  liefert  jede  reelle  und  einfache  Wurzel  von  fp{x)  »  0,  wd 
zwischen  a  und  h  liegt,  in  die  rechte  Seite  -^-1^  das  laterale 
repräsentirt  dann  die  Anzahl  der  zwischen  a  und  h  liegenden  reel 
und  einfachen  Wurzeln.    Bezeichnen  wir  diese  Zahl  mit  m,  so  ist  al 

III)  /'  =  "j  Iduj         /  Q.o%q>{x)n,^\\ifp*{x)v,fp\x)dx 

0  0  " 

Wenn  <p{x)  eine  ganze,  rationale  Function  vorstellt,  so  l&sat  \ 
leicht  zeigen,  dass  die  Angabe  der  Gleichung  III)  dem  Wesen  n 
mit  dem  Sturm'schen  Lehrsatze  identisch  ist. 

Dies  erweist  mau  durch  teilweise  Integration.  Maltiidicirt  i 
nämlich  die  Gleichung  III)  mit  2  und  schreibt  das  Resiütat  in 
gender  Gestalt 

h 

<l8iny(ag)n 


6  Q  n 


dx 


so  ergiebt  sich  durch  teilweise  Integration: 
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2»  =-  -  /  —amg>{b)u.-J  —  8»U7)(6)y 


/  —  8ing?(«)t*.-  /  —  8m©(o)ü 


0  0 


1   /   —    I  ^^  I  siö  9(a;)u .  cos  t;g)'(a;) .  (p'\x)dä 


0  « 


3r,    da  dio  Bczeicbuuug  der  Intcgrations-VariabelD  gleichgültig  ist, 
i  wenn  man 

2     /^flu  2    /•rftt         , 

0  0 

2     /^rft*  2     /•  r/i6 
/   —  sin  q>(a)M.—  /    —  sing>(a)M 


tzt: 


2»-=  -4, j  I du I         I  mL(p{x)v,GO%tp\x)u,q>'\x)dx 


renn   nun  <p(;c)  eine  ganze  rationale  Function  von  x  ist,  so  ist  es 
nier  möglich 

1  machen ;  setzen  wir  diesen  Wert  in  a)  ein,  so  verwandelt  sich  das 
m£ache  Integrale  dieser  Formel  in 


duj  —  I  %m[Qiq>'{x)^R^{x)\v.Z0%q>'(x)u.q/\x)d3^ 


nd  dieses  ist  nach  Gleichung  I) 


X  OD 


=s    -^  j  tlu  j  —  /  %\XiRi(x)v.C,Q%(p'(x)u,q>\x)€lx 


0  0  a 

idorch  ist  auch 


CO  cc 


2n  =  ^j  + 


'  2  I duj  —   I  miH^{x)v,CQ^(p\x)u.q>*\x)do^ 


*be  Form   n^^^  ^^^^^  S&112  ähnlichen  Reduction  unterziehen  kann. 
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Durch  teilweise  Integration  erhält  man  zunächst  wieder  eisen 
Ton  den  Grenzen  a  und  h  abhängigen  Teil: 

2    f'du  .     „^,    2    /VA*  .    „  ,^^ 


und  ein  dreifaches  Integrale: 


^00  00 


—  —^  I ^^1  ~  /  8in9'(x)ü.cosi^(«)tt.Äj'(x)c& 


welches  letztere  durch  die  Beziehung 
seinerseits  wieder  in 

00  CO  ^ 

^%  I ^^1  '^  /sinÄ8(af)t>.C0SjBi(x)«.Äi'(a:)€fe 

Übergeht  Bei  fortgesetzter  Anwendung  dieses  Yerfahreos  wird, 
bekannt,  notwendiger  Weise  eine  der  Functionen  R(x\  welche  ni 
anderes  sind  als  die  Stürmischen  Reste,  entweder  Nnll  oder  eine 
X  nicht  weiter  abhängige  Grösse.  Bei  dieser  schliesst  die  Beihe 
angedeuteten  Reductionen,  denn  es  ist  dann  R\x)^0  und  der 
sammtwert  von  2n  setzt  sich  aus  den  constanten  Grössen  A^^  A^ 
zusammen.    Bezeichnen  wir  die  Function 

2    /rfu  .      ,  ,     2    f^du  .      „  . 

0  0 


J»  _oo 


80  ist  also 

2«—  (P(*)— «<«) 
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CSa  Prodoet  von  dsr  Form 


/   —S\nk(x)u.-    f   —  8intt(a;)u 


MEt  den  Wert  -{•'1^  wenn  die  Zeichen  von  k{x)  nnd  ^a$)  chie  Zeicben- 
blge  bilden  und  ~-l  bei  einem  Zeichenwechsel  und  ist  Null,  wenn 
L(ar)  oder  fi(a?)  den  Wert  Null  besitzt. 

Bilden  wir  also  die  Beihe 

»)  VM,    9'W,    Ä,(aj),    li.{x),  ,.. 

ron  der,  um  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,  vorausgesetzt  werden  soll, 
dmss  keines  ihrer  Glieder  für  einen  eben  betrachteten  Wert  von  x 
rerschwindet,  so  ist  0(x)  gleich  der  Anzahl'  der  in  dieser  Reibe  ent- 
haltenen Zeichenfolgen,  weniger  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel.  Be- 
zeichnen wir  also  erstere  Zahl  mit  F(x)^  letztere  mit  W(ar)^  so  ist 

<l>(a-)  =  /'(a')— ir(fl-) 
«nd  damit  weiter 

Wenn  die  Reihe  ß)  sowol  fOr  ^r;  =  a  als  für  x^:=h  vollständig  ist,  so 
iBt  notwendig 

F(h)^W(b)  ^  F{a)  +  W{a), 

ntoo  endlich 

a  =  F(h)  —  F{a)  =  W{a)  —  W(h), 

ifai  welcher  Gleichung  der  Stürmische  Satz  über  das  Vorkommen  der 
XMDen  einfaclien  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  ausgespro- 
dben  ist 

VI.    Da  der  Sturm'sche  Satz  ein  Mittel  darbietet,  um  die  ein- 
fachen reellen  Wurzeln  von 

fp{x)  =  0 

zn  separireu,  so  kann  im  folgenden  augeuommeu  werden,  dass  zwischen 
a  und  b  nur  mehr  eine  solclie  Wurzel  x  =  //•  sich  befinde.  Wenn 
dann  der  Einfachheit  wegen  augenommcn  wird ,  dass  f(x)  für  diesen 
Wert  von  x  keine  Spmngstelle  besitze,  so  folgt  aus  Formel  II) : 

'(*''  f  'l  j f{x)(im(p(j:)H.m\q)\j^i\fp\x)dx 

0  <l  a 

vermitteist  welcher  Gleichung  man  j^(<r),  also  auch  «r  durch  die  Grenzen 
a  and  b  aosdrflcken  kann.  Wenn  man  zur  Auswertung  dieses  Integrales 
ie  jMUticnJärc  Integration  zu  Hülfe  nimmt,  so  reicht  es,  wie  sogleich 


40  S^rsawy:  Lfücusaion  eines  mehr/acken  liUegraiUa» 

bemerkt  werden  mag,  nicht  hin,  dass  die  Wurzel  w  in  d^n  Integi 
tions-Jntervalle  separirt  liege,  vielmehr  mnss  dieselbe,  wie  geze 
werden  wird,  so  eingeengt  werden,  dass  q>'{x)  in  dem  ganzen  Int« 
valle  von  a  bis  b  das  Zeichen  nicht  ändern  kann. 

Die  particnläre  Integration  selbst  nimmt  einige  bestimmte  Inl 
grale  zn  Hülfe,  deren  Wert  leicht  gefanden  werden  kann. 

Das  Integrale: 
5»  =^(8in/Jx-^«+^-  ...  +(-i)H^i^)  ^ 


wird  durch  die  bekaunte  Relatiou: 


X»  -  r{a)J  *"  * 


OD 


in  das  Doppel-Integrale 

'o  0 

A3m>1    x^M-l   Ä-«! 

•   -K-^)"^    (2n-i;!— > 


verwandelt  und  ist  daher 


In  ähnlicher  Weise  findet  man 


da; 


=<-""', Äk/¥=^ 


(2n+l)!j       X 

0 

Insbesondere  fliessen  hieraus  die  Formeln: 


/f  ..o.^-«  =  -  f  /^ 


eise 
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•     ••••••• 


0  0 


[Pnch  teilweise  Integration  folgt  uuu  ans  IV) 


0 


/}  99 


— /(a).;;^  —  sin 9(a)u.-    /  —  siu 9'(a)i7 1 


D  00 

0  0a 


5 


2     pdu    Pdv    P 


OD 


6 


2  Pdu  r    r 

H %  I    '~    I  ^^  I  f{x)Q,0%tp\x)v,^\Vi^(x)u.fp(x)dx 

0  0  a 

Ton  den  hier  auftretenden  Gliedern  gestatttet  das  zweite  eine  weitere 
Bednction  nur  dann,  wenn  wir  es  in  der  Form: 

2      /^du    /^do   Pf  ix)  , 

—  3f«y    üj   7j    -^F^^^S\Xitp'{x)v,%ixiq>(x).u.q>\x)dx 


anschreiben,  also  tlberhaupt  nur  dann,  wenn  fp\x)  zwischen  a;=a  und 
x'^b  das  Zeichen  nicht  ändern  kann.  Das  dritte  Glied  hat  dann  der 
Formel  I)  zufolge  den  Wert  Null  und  wir  erhalten 


/t«^) 


worin 


2     /Wtt  filv  Pfix) 
z=B^——^J  -J—J  ^^^y^\xiq>\x)v,2XSiq>(x)%i.fp{x)dx 


Strtttmjf.  ßitauaan 


I         2     ß^  2     /'dB 

iii~'\\Ab)-J  —  Binv(ft)i.. -y  -w»9( 

KV  setzen  ist. 

Um  weiter  zu  rednciren,  bemerke  nuui,  dass 

'»^/  «V  "i/  v(*)  «^ 

CS  fliesst  hicrans  cUaselije  Integrale 

-  ä/S/T,/'(^)'(-''<-)"-il''"''-W"'' 

-^ysyt/üVc"""''"-')"""''''''-""'''-^ 

Anch  hier  bt  das  letzte  Glied  in  Folge  der  Gleichnug  1}  identisch 
Null,  indem  tf'{x)  zwischen  n  and  5  nicht  Nidl  wenlen  kann;  es 
bleibt  somit 

-B,  +  B._-  j/$,/t/'(i'ö)W')"->].l»VM..<. 


/■(■') 
worin 


f'ia)    /"(..  2     Afci   .  1 


iSer«avjr:  Diaaunon  eines  mehrfachen  InUgreUee. 


43 


aetaen  ist. 


(■ 


Um  die  weitere  Bedaction  Obenichtlicher  zu  machen,  ftezeichnen 
die  ia  dea  ireühehen  Integealeu  auftretenden  Fonctioaen 


[1.  »], 

also  aügemein: 


1    //'(*)y 

[2,  «],... 


durch 


1     djn^  x]      ,    ,        , 


haben  wk  nun  das  Integrale 


OD  JO  ^ 

^     /   -^  /  -^y  [2,flj][c<)S9(ac)t«-.l]8in9'(ir)ü.g)'(x)cte 


betxmcfateB.    Eb  isl,  vrie  leicht  zu  sehen: 


r1. 


2     /•dw    /*rfü    /• 


0  0  a 

X  [sin  (p(x)u  —  g>(ß)u]f^'  (x)  dx 


rorui 


-^ 


0  0 

0  0 

ra  setzen  ist 

Es  ist  nicht  notwendig,  die  Reduction  weiter  zu  vei*folgen.  In 
4en  Ansdrilcken  B  treten  der  Reihe  nach  die  früher  mit  8n  und  C» 
beoeeiclineten  bestimmten  Integrale  auf  und  wenn  wir  die  weiter  oben 
40gegebene  Tabelle  benutzen,  finden  wir,  dass  sich  f{\o)  in  folgender 
JPom  entwickelt: 
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X  [A^)-[l,*M*)  +  [2,&]]?4-  ^  ... 

—  -  /    ;;  sin  (p{a)H  •  "  /   7  sin  g)'(a)t;  X 

X  [/(a)-[l,a]9(a)+[2,«]j5^^  ... 

Da  zwischen  a  und  b  nur  eine  Wurzel  der  Gleichong  liegen  i 
fp'(x)  das  Zeichen  nicht  ändern  soll,  so  können  an  den  Grenzen  < 
lutervalies  überhaupt  nur  folgende  Zeichen  Combinationcn  stattfindi 

<P(a)  — ,    9'(ö)+    oder    q>(a)  +  ,    qp'(a) — 
fp(b)+,     g>\b)+  g>(6)-,     ip'(a)  — 

es  ist  also 


/(«^)  =  4 


+  /(a) -  [1,  ajy(a)  +  [2,  «]^  - 


also  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Werten,  welche  dio  Reihe: 


an  den  Grenzen  des  betrachteten  Intervalles  annimmt.  Die  hier  34 
tretende  Reihe  iif{x)  ist  ein  Special-Fall  der  Burmaun'schen  £1 
Wickelung: 

f(a)  =  nx)  +  A,[ip(a)--fp(x)\+A^[(pia)^ip(x)y+  ... 

und  unter  den  hier  notwendig  gewordenen  Bedingungen  jederzeit  cc 
vergent.  Ein  näherer  Nachweis  dieser  Eigenschaften  kann  hier  tun 
gangen  werden. 

Auch  in  dem  Falle,  in   welchem  zwischen  a  und  b  keine  rec 
Wurzel  von  q>{x)  =»  0  enthalten  ist,  ist,  wie  sich  von  selbst  v^stc 
die  eben  durchgeführte  Reductiou  nur  dann  erlaubt,  wenn  ^'(x) 
dem  betrachteten  Intervalle  das  Zeichen  nicht  ändert.     Dies  Tonu 
gesetzt,  folgt  dann: 

0  =  iMb)-tKa)\ 
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Ae  Reihe  if(x)  besitzt  also  für  alle  x^  für  welche  sie  convergirt,  einen 
eoBStanten  Wert,  und  man  kann  auch  setzen: 

/(ir)  =  ^(a?)    (Euler,  Inst.  calc.  diff.) 

Man  erb^t  dieselbe  Reihe  i^(ar),  wenn  man,  im  Besitze  eines  Nähe- 
rmgswertes  x  ftr  die  Wnrzcl  ir,  den  Wert  von/(tr)  mit  Hülfe  der 
Newton'schen  Nähernngsmethode  zu  berechnen  unternimmt. 

Da  solcher  Art  unsere  Discussion  auf  bekannte  Resultate  und 
rMetboden  fUirt,  so  kann  dieselbe  auch  a  posteriori  als  genügend 
TBrifidrt  betrachtet  werden. 
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Dottor;  MtmmUt  JfmertU  Je*  Smrfutt»  et  SoKin 


VL 

Moments  d'inertie  des  Surfaces  et  Solides 
de  rdvolution  appartenant  d  la  Sphere. 

Par 

Georges  Dostor. 


1.  Les  cxpressions  de  ces  moinents  d'inertie  sont,  ponr  la  ph- 
part,  assez  simples;  nous  ignorous  si  elles  ont  d^jä  iik  calcnlta:] 
nous  ne  les  avons  troavies  nulle  part.  Comme  elles  peavent  i'oh-j 
tenir  facilement,  nous  nous  empressons  d'en  donner  ici  le  calcal 
la  valeur. 

Nous  nous  appuierons,  dans  notre  mithode,  snr  les  momfiilii] 
d'inertie  des  snrfoces  et  volumes  du  cöne  et  da  tronc  de  cdne.  II 
ne  sera  donc  pas  inutilo  d'en  d^terminer  pr^alablement  les  expreß  ^ 
sions. 

§  I.    Moments  d'inertie  des  surfaces  de  rövolution 

par  rapport  k  Taxe. 

2.  Formale.  Si  Tequation  y  »  f(x)  reprisente  la  conrbe  mM^* 
dienne,  tracöe  dans  le  plan  des  ocy  et  rapportie  k  Taxe  de  r^volotios 
comme  axo  des  x^  le  moment  d'inertie  de  la  sur&ce  engendrte,  pir! 
rapport  ä  cot  axe,  sera  donn^  par  la  formale 

oü  ff  repr6sente  T^paisseur  de  la  surface  materielle  supposie  inf 
ment  mince  et  oü  q  est  la  density  constante  de  la  coache. 
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3.  BsriiM  laterale  da  cOne.  Soient  r  le  rayon  de  btse  et  h 
la  bimteiir  da  cdne,  dont  nons  sapposons  le  sommet  k  Torigine; 
r^nation  de  la  gdn^trfcc  m6ridienne  sera 

rx 

i   Cette  ^aation  noas  donne 

dy  «  ^dx, 

^M  ftut  mite 

ds  «  \/da^+^~dx^  =  ^. 

m  repr^sentant  par  c  le  c6te  du  cöne. 

Kons  avone  donc,  poar  le  moment  d'inertie  /  de  la  sarface  late- 
rale de  notre  cdne 


/rM  edx  cr^  P  . 

_.._  «  2nQi.-^  j  x^dx. 


Prenant  cette  integrale  depais  x  =  0  jusqa'ä  x  ^  /<,  on  obtient 

/  =5  ingicr^  =  ^gi .  nrc .  r* 


M   dteignant  par  S  Taire  et  par  M  la  masse  de  la  sarface  laterale 
ihi  cAne. 

L«e   moment   d'iaertie   de   la   sarface   laterale  d'ua 
kAbo  de  r^Yolntion,  par  rapport  4  son  axe,  est  doac  i^gal 


prodait  de  sa  masse  par  le  demi-carr6  du  rayon  de 
base. 

4.  Smrteee  lattoile  du  trone  de  ediie.  Si  r  et  r'  sont  les  ray- 
nas  dee  deox  bases  da  tronc,  celai-ci  sera  la  diffirence  de  deux 
staes  ayant  r  et  W  poar  rayons  de  base.  Soient  m  et  m'  les  masses 
lea  sor&ces  laterales  de  ces  devx  cdnes,  i  et  t  lears  moments  dlner- 
kie;  3£  la  masse  de  la  sarface  laterale  da  tronc  de  cöne  et  /  son 
■oment  d^ertie.    Neos  avous 

maflftes  «»  et  m'  des  sarfaces  laterales  des  deax  cdnes  sont 
ellae  comjae  ees  sorfaces  on  comrae  r'  et  r'*;  par  soite  on  a 

f»       wi'        m  —  f»'  M 
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d'oü  on  tire 


m 


m 


II  noas  vicnt  donc 

(II)  I  =  i^inr>» 


/=  iM^:^ — ^:7«  =  -M — 2 — ' 


Ainsi  le  moment  d'inertie  de  la  sarface  latöraledi 
tronc  do  c6ne,  par  rapport  ä  sou  axe,  ost  6gal  aa  pro- 
duit  de  sa  masse  par  la  demi-somme  des  carr^s  desraj- 
ons  des  deux  bases 

5.    Calotte  spliMqae.    L'arc  g6n6ratear,  rapporte  ä  sonomin^ 

est  repr^sente  par  l'^quation 


qai  donne 


et  par  suite 


xdx 
dy  —  — — , 


da  == 


xdx 


Xons  trouvons  ainsi,  pour  le  moment  d'inertie 

I  =  2ng$fRy'dx  =  2nQsRf(Jfidx—a^€ix) 


ou 


gi.2nE(Rhi'-'^\  +  a 


£u  appelant  a  la  distance  da  contre  de  la  Sphäre  au  plan 
hase  de  la  calotte,  il  faudra  prendre  cette  integrale  depnis  x:=R^Sf] 
jusqn'ä  a;  =  /^,  ou  H  repr^sente  la  hautenr  de  la  calotte.  Nons  voj- 
ons  ainsi  que 

/=  Qt.27tR\RH^ — ^\  «  Qi.2nRH(R—^\H 

ou 

(III)  i=mh(r—j\ 

en  d^signant  par  M  la  masse  de  la  calotte  sph^rique. 

6.    Zone  queleonque.     Supposons  que  la  zone  seit  la  dii&rMl] 
des  deux  calottes  dont  h  et  h'  sont  les  hauteurs,  m  et  mMes  iinwif 
et  soient  H  la  hauteur  et  3f  la  masse  de  notre  sone.    Novo  cvM 


fnH(R-l)-f.'k'{M-^y 
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les  masses  m  et  m!  des  dcux  calottcs  sont  cntre  elles  comme  leurs 
aces  OH  comme  leurs  haatears,  de  sorte  qae  Ton  peut  6crire 


on  üre 


m 

m' 

m- 

-m' 

M 

h 

h 

-h' 

-  H' 

m 

Mh 
^   H' 

m'  = 

Mh' 

a  ainsi,  en  observant  qae  h—h''^  H^ 

Appelons  r  et  r   les  rayons  des  deux  bases  de  la  zone.     Les 
IX  6galit^s 

18  donnent 

comme 

—  i(A*H- **+**)  ^ 6 2 T 2 — ' 

vient  enfin,  pour  le  moment  d'inertie  de  la  zonc, 

7.     On   peut  donner  ä  cette  expression  uue  autre  forme.    En 
Set,  si    V  est  le  volame  da  segment  sph^rique,  qui  est  termin^  par 
zone,  on  a 

3  Sorte  qn'il  vient  aussi 

MV 

8.  Zone  sym^trique.    Les  deux  bases  de  la  zone  sont  Egales 
t  Ton  a 

r«  =  r'8  =  i?«  — ^; 

4 

ka  formnle  (IV)  devient  ainsi 

9.  Zone  dont  Taue  des  bases  est  un  grand  e^rele  de  la  spb^re. 
Dans  ce  cas  on  a 
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sobstitoant  dans  (IV),  on  obticnt 

(VH)  /«3f(Ä*-^). 

10.  Demi-surfiiee  si^h^rique.     Posant   H  ^==  R   dans    ce 
pression  (VTI),  ou  trouve  que 

(Vm)  /  «  \MRK 

11.  Surfaee  de  la  sph^re.    En  faisant  ^»  2R  dans  la  1 
(VI),  on  a  anssi 

(IX)  /  =  iMR\ 

ce  qai  s'cxpliqno  facilement. 

§  n.    Moments  d'ineilie  des  solides  de  r6volnti 

par  rapport  ä  Taxe. 

12.  Formale.     Lc  moment  d'inertic  d'an   solide  do  rev 
par  rapport  ä  Taxe  est 


r=  \nq  I  y^tf;t. 


n 


oü  Q  exprimo  la  dcnsite  da  solide,  et  oü  a  et  h  sont  Ics  di 
u  Torigine  dos  plans  paralleles  extremes. 

13.    Cylindre  cirealaire   pleiii.     Soient  r  le  rajon  de  l 

A  la  hautear  du  cylindre;  l'^quation  de  la  g^n^ratrice  sera 
et  Ton  aara 


=  l^Q  1  t'*'^«", 


0 

on 

(I)  /=i;r^rV/  =  3/.^-, 

Äf  dösignant  la  masse  du  cylindre. 

14.  Cylindre  creux.  Si  r  et  r  sont  les  rayons  des  deux 
dres,  dont  la  differeucc  est  egale  i\  notrc  solide,  noas  aarons 

(II)  /  =-  i  7tQh(r^  —  r'  *)  =  ^M(r^  +  r'«). 

15.  Cylindre  ereux  inflniment  minee.  Si  r  est  le  ra] 
cylindre  iDteriear,  r"\'dr  sera  le  rayon  dn  cylindre  extirieor,  d 
quo  Ton  a 
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ei&  n^H^eant  les  infiniment  petits  d'un  ordre  sap6rieur  au  premier. 
da  troavo  donc  qne 

cm)  /  =  2nQhr»dr  =  Mr^, 

•fttenda  qne  le  volume  du  cylindro  est  2nrMr. 

16.     <^se  pleiB.    Prenons  le  sommet   du  c6ne  pour  origine; 
Ion  de  la  g^n^ratrice  sera  y  ^^  tx^   et  nons  aurons   pour  le 
»ment  d'inertie 


=  i»9^Ä^ 


jc^rfir, 


17-     Cdne  ereux*    Si  r'  est  le  rayon  de  base  du  cöne  ext6rieur, 
aureus 

18.  CMhie  ereax  infiniment  minee.    Pour  r'==:r-j-<^r,  il  nous 

19.  Trone  de  edne.     Soient  r  et  r'  les  rayons  des  denx  bases 
tronc  et  ^  sa  hanteur. 

L«e  tronc  est  la  diff6rence  de  deux  cdnes,  dont  les  hauteurs  sont 
et  z,  r  et  r'  6tant  les  rayons  de  leurs  bases. 

Ddsignons  par  /',  f'  et  /  les  moments  d'inertie,  par  rapport  ä 
da  grand  cöne,  du  petit  c6ne  et  du  tronc;  et  par  M\  M*'  et 
les  masses  respectiyes  de  ces  solides.    Nous  avons 


^oü  nons  tirons 


Chr  on  nait  qne 


M'      M"      M'^M" 


M 


et  par  soite 


if'= 


/« 


•S__m'S  y3__^'8 


M"= 


Mr'» 

.3 /»• 


il  Tient 
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(YII)  /  ==  AM  j:533;:r3  -=  ^^QH^;:^—r' 

20.  Segment  sph^rique  ä  deux  bases.  Soient  r  et  rMes  ra 
des  deux  bases  du  segment,  H  sa  hantenr  et  R  le  rayon  de  la  spl 
ä  laquelle  il  appartient. 

Le  cercle  g^n^ratear,  rapport^  ä  son  centre  et  k  la  bauten 
segment  comme  axe  des  a*,  a  pour  6quation 

En  appelant  ^  la  density  du  s^ment,  on  a  pour  le  moi 

d'inertie, 

h  h 

a  a 

oh  a  et  b  d^signcnt  les  distances  du  centre  aox  deux  bases  du  segn 
L'int^gration  nous  donne 

Soient  z  la  distance  du  centre  de  la  sphdre  ä  la  section  fai 
Egales  distances  des  deux  bases  du  segment  et  r^  le  rajon  de  c 
section-,  nous  avons  6videmment 


(2) 

a  == 

H 

h 

'-■     '         4 

(3) 

Nous 

en 

tirons 
b 

—  a 

-2 

*                  ■ 

R*- 

ce  qui  donne,  par  la  Substitution  dans  (1), 

/=  ^7tQH\\bR^  -  57?^//^+  A//*  - 15(2/2«  —  iZfV+  15z*]. 

Si,  dans  cette  expressiou,  nous  rempla^ons  z^  par  son  ^qoiva 
(3),  nous  trouvorons,  apr^s  r^ductions,  que 

/  =  ^TT^/f  (5Ä*i/2+ A/f  *  +  15r/ -  V^S*), 
ou 


(4) 


/  -  i^nvH  \bRm^  + 15  (rj«  -  ^—  f  £r*j . 


de  rivolutioH  apparlenaut  a  la  »pkkre,  53 

Mais   nons  avons  fait   voir  (Archiv  der  Mathematik  und 
lyaik,  T.  LX,  p.  327)  que 


ff  2       rg+/^    *) 
■*         4    ""       2       * 


nt  il  vient  enfin 

Ol)  /  =  Ti^«p£r[20Ä»iy^+  15(r24.r'«)2— 3/f*]. 

Ou  peat,  ä  la  rigueur,  rendre  cette  cxpression  ind^pendanto  da 
^on   A  de  la  sph^re. 

Poar  cela,  ^levous  au  carr6  los  deux  mcmbrcs  de  Tegalitä  Evidente 

JMS  obtenons 

l 

2y(Ä2— r*)(i?»— r'^j  =  2/e«-  r=i— r'«— ZT«. 

levant  de  uouyeau  au  carre,  on  trouve,  apr^s  r^ductions,  que 
Si  nous  substituous  cctte  valeur  dans  (VIII),  nous  verrons  quo 

X)       /  =-  gV^P^[10(>- +  r'2)«+5r^(//----r'^-)-5/8(/f2-- r2)+ J^*]. 

21.     Segrmeiit  sph^rique  ä  une  base.    Si  la  plus  petite  base  est 
alle,  on  a  r'  =  0  et  la  formule  pr6c6dcnto  devient 


^y  Cette  relation  s*obticnt  d'aillcurs  facilement.     Nons  avons  en  effet 
2r^^  =-2/2*— 2r«, 

(TJ\2  1/2 

3+  "2  j  =  Jt^^z^-^zH-'^, 


ob  on  tirc 


.=«-j-r'^=2Ä2— 23^-^, 


r 


*+r'2-^  2r,2 


//2 


— 2~  -V~T- 


1 
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(X)  /  =  ^;rpjy(10r*+5r«^+Ä*), 

r^snltat  conforme  k  l'expression  donn^e  par  Euler  dans  sa  Theo- 
ria motas  corporum  solidorum,  cap.  VI,  probl.  42. 

Paisqne  Ton  a 

r^  =  H{2R  —  H)  =  2RH—H\ 

cette  exprossion  revient  aussi  k  la  suiyante 

(XI)  /  =  ^»^jy»(20Ä« — 15Äi5r+  3^*). 

22.  L'une  des  bases  da  segment  est  itn  irniid  eerele  de  la 
sphi^re«  Si  r  =  i?,  on  a  r'*  =  Ä* — //*,  ce  qui  transforme  la  for- 
male  (Vlll)  dans  la  saivantc 

(XH)  /  =  ^nQH{lbB^  —  10Ä«£r«+  3fi*). 

23.  8egrnient  sym^triqae.    Paisqae  r^r\  on  a  r*=«/l*— -j-i 

ce  qai  donne 

Sabstitaant  dans  la  formale  g^nirale  (Vm),  on  trouve  quo 
(Xm)  /  =  ;fixr«^^(240i2*  —  40/Pir« + ZH^). 

24.  Bemi-spbi^re.  Le  moment  d'inertie  (XU)  devient  celni  dl] 
la  demi-sphöre,  si  Ton  y  pose  i7 »  i?,  ce  qai  donne 

(XIV)  I  :=  ^TtQR^  =  IME^, 

oü  M  d^signe  la  masse  de  la  demi-sph^re. 

25.  Sphäre.  £u  faisant  H^2R  dans  (XI),  le  BC^pnent  deriMt ; 
la  sphdre  onti^re,  et  cette  formale  donne 

(XV)  I=^nQR^  =  lMR\ 
oü  M  exprime  la  masse  de  la  sphöre  enti^re. 

26.  Secteor  spb^riqae  plein.  n  se  compose  d'an  segment  sphe- 
riqae  k  ane  basc  et  d'an  c6ne,  qai  a  mSme  base  qua  le  segment  et 
poar  sommet  le  centre  de  la  Sphäre. 

Solent  r  le  rayon  de  base  et  H  la  banteor  du  aegment;  la 
tear  da  cöne  sera  R  —  H. 

En  d^signant  par  i'  et  /''  les  moments  dinertie  de  cee 
Corps  par  rapport  k  Taxe,  noas  avons  d'abord,  en  vertu  de  la  br^] 
male  (X)  d'Ealer, 

/'=  ÄV«^jy(10r*+5r»H«+Jf*), 
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Ais,  par  la  formule  (IV)  du  couc 

U  noQs  viont  par  saite 

Poisqac 

r*  =  H(2ä  — //)  -=  2RH—n\ 
las  avons 

/?r*  ^  RHH4R^'-4RH+H^), 

4r*4-5r*//*-)-/f*  =  (r*+i/»)(4r=^+^«)  ==  2ÄJ7(8ÄJf  —  3H«). 
NouB  obtenons  douc,  cn  substituaut 

.  apr^s  r^ductions, 

YI)  /  «  ^ngR^HHSR  —  //). 

Tel  est  le  momeiit  d'iucrtic  du  secteur  spherique,  qui  est  ter- 
D^  par  la  calotte,  ayant  H  pour  hautcur. 

27.  Seetear  sph^ricine  erenx.  Si  Ic  secteur  spherique  est  la 
fercnce  de  deux  secteurs  pleius,  dout  les  liauteurs  respecüves  sout 
et  H^  oü  Ton  b.  H'^  H\  le  raomcnt  d'inortlo  du  solide,  par  rap- 
rt  ä  Taxe,  sera  evidciument 

VU)  /=  f^n;pÄ«[3/?(//2 --//'-)  — (//^  —  //'% 

28.  Corps  engrendre  par  la  r^volutlou  d^un  segrment  cireiüaire 
tour  da  diami^tre  niene  par  Tuue  des  extr^mit^s  de  Farc. 
ient  AÄLB  Tarc  du  segmeut,  BO  Taxe  de  r^ivolution  et  AC  la  per- 
ndiculaire  abaissie  de  A  sur  BO. 

Designons  par  /,  /',  f'  les  momeuts  d'inertie  des  solides  eugen- 
^  par  la  r^volutiou  du  segmcnt  AMBA^  du  secteur  OAMBO  et 
i  triangle  OAB  autour  de  OB. 

Xons  avons,  eu  posant  OB  =  72,  CB  =  7/,  AC  =  r, 

r  =  -i^TtgR^H^^R--  H), 

r  =  ^nQrHOC+CB)  =  ih>nQr*R, 

I,  pnisque  r*^H(2R-H), 

n  nons  vieut  donc 

7  =  ^ngR^H^SR-^  H)  —  ^ngRHH^R^  —  4Ä//+  U^), 
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c'est-i-dire 
(XVm) 


/=  ^kqRHH^R'-^H), 


Si  C  est  la  corde,  qui  sous-tend  Tarc  g6n^rateiir  du  solide,  on  a 
R  =»  öTr»  ce  qui  donne 


(XIX) 


/=  ^nQC^ni/LC^'-ZH^y 


29.  Solide  engrendr^  ]Mir  la  r^rolutloB  d'an  segnent  eireoJain 
aatour  d^im  diamMre  ext^rieur.  Soicnt  H  la  projection  de  Tarc  da 
Segment  sur  Taxe  de  r^volution;  r  et  r'  les  distanc^s  des  extr^mil6i 
de  cet  arc  ä  Taxe.  Repr^seutous  par  /'  le  moment  d'inertie  da 
Segment  spb^rique  correspondant,  par  I"  celni  du  tronc  de  cdne  qm 
a  memes  bases  et  meme  hauteur,  enfiu  par  /  le  moment  d'inert&B 
cherch^  de  notrc  solide,  qui  est  la  diff^rence  entre  ces  deux  coips. 
Nons  avons 

n  nous  vient,  par  suite, 

2  =  jijfnQH[20R^H^+lb(r^+r'*)* 

—  12(r*+rV+rV»4-  rr'^+r'*)  —  3ir*]. 

Mais  il  est  ais6  de  voir  que 

15(r« -}./«)«-- 12(r*+rV-j-rV«+rr'3+/*) 

=-  3(r*— 4rV+6rV2— 4rr'a+r'*)  =  3(r  -/)*. 
Donc  on  a 

(XX)  /  -  T^-7rpjy[20Ä»Ä'*+3(r— r')*  — 3Jy*]. 

Si  Tarc  commence  ä,  Taxe,  on  a  r'=  0;  et  comme 
3r*  =-  3H^(2R  —  H)^  =  12Ä«i/«— 12Äfl^»-f.3^*, 
/«  jijf7tQH{32R^H^  —  12Rm), 

/  =  ^  ngRH^SR  -  3/f ), 
comme  plus  haut  (n^  28). 


il  vient 
ou 


30.    La  eorde  du  segment  eireulaire  est  pAralUle  i^  Taxe.   Ol 

a  dans  ce  cas  r  =^  r\  ce  qui  r^duit  la  formule  (XX)  ä  la  suivante 

/  =  jij^7tQH^20R^ — 3ir«). 


(XXI) 

Puisque  Ä* 
(XXÜ) 


/=^;rp//8(10r>+J^). 


irr 


V-.H; 


t>-    ^ 


«    £ 
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VII. 


Evaluation  d'un  certain  d^terminant. 


rar 


Georges  Dostor. 


1.     Noas  noas  proposons,  dans  cettc  note,  de  simplifier  le  do- 
minant 


^11  *j+*a  +  - -|-^M 

«8»   *4+*5+- •  +  *»- 


A3,  ...  Ar4  +  A;5  +  ...  +  Ä:,— fcjf 


.BS   lequel  la  loi  de  compositiou  des  termcs  est  fädle  ä  saisir,  et 
te  noas  reprOsenterons  par  ^. 


2.     Posous 

-f-««-|-"  -j-öf»*==2i4,  ^j-f-Ä^H"- ~l"^'»'  =  2l?,  ...   A:i-f-^4"-"l~^'»i 

itre  determinant  ponrra  s'Ocrire 

2-4— 2ai,  2^  —  2^1,  ...  2ir— 2A-, 
2^1  — 2a,,  2B— 2^»j,  ...  2^-— 2^, 
2^  — 2«3,  20—262,  ...  2Ä'— 2ä:3 


=2Jr; 


2^1  — 2an,  2ß— 2^,.,  ...  2Ä'-2i„ 

,  par  la  misc  on  Ovidence  du  factcar  2  dans  les  n  lignes, 

A  —  rtj,  i^ — &i,  ...  iT — ÄTj 

.4 — Oj,  2^ — Äj,  ...  Ä^ — h^ 

zl  —  2»*  ^  —  03,  1?  — 2^3,  ...  K—k^ 

A  —  Oft,  B  —  bny  ...  K —  l'n 
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Aux  616ment8  de  la  premi^re  ligno  ^joutooB  la  somme  des 
meuts  correspondauts  de  toutes  les  aatres  lignes,  nous  aurons 


^f  ==2>* 


nA—2A,  nB—2B,  ...   nK'-2K\ 


A — Og,      B — b 


29 


K—k^ 
K—k. 


-4  —  03,        ^—^31      ••• 

-4  — a„,      B  —  Öh^    ...      K — kn 

et,  cu  divisant  la  premi^re  ligne  par  n — 2, 


J  ^  (n  — 2)2^ 


■^j  x#,  ...  jRL 

A  —  Oj,  B — bfy  ...  K — k^ 

A  —  Oj,  B — &s,  ...  K — k^ 

^— a»,  B  —  bn^  ...  AT— ^v 


Dans  ce  determiuaut,  retranchons  les  element«  de  la  premj 
ligne  des  el6mcnts  corrcspondants  de  toutes  les  aatres  lignes; 
d6terminant  devieudra,  apr^s  multipHcation  de  la  premi^re  ligne  pa 

2A,     2B,   ...    2K\ 

I — ^i^   — ^Ä?   •••    — *-*2l 


' — «H,    — VH,  ...    — kn. 

Si  nous  ajontons,  aux  el^ments  de  la  premi^re  ligne,  la  son 
des  ^l^meuts  de  toutes  les  autres  lignes,  nous  aurons  enfin 


I  a 


19 


.i  =  (n  -  2)2»*-! 


*1. 


—  o»,  "— ftn,  ...  — ^■ 


m 


ou  bien 


^/  =  („^2)(— 2)»— 1 


o,,  &i,  . 

%9  *39   • 


fcs 


«VN)    6n9    •..     ^ 


3.    Ainsi  le  determinaut  du  troisi^me  ordre 


^  = 


0«+«3— «19  *2+*3  — ^1?    <^  +  ^ 

Oj+Oj  — Oj,  bi  +  b^  —  b^^   <?J+Ct 


revient  ä 
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«1  *i  ^ 

^  =  2^  Oj   ^2   C2 

«3  h  <^s 

ee  qa'il  est  aise  do  v^rifier  directement. 

Ell  effet,  si  Ton  ajonte  la  premierc  lignc  ä  chacune  des  deax 
snvantes,  on  obtient 

2aa,         .      2^3,  2^3 

2as,  2^^,  2^2 


2« 


«s+«8  — «1»  Ä,+^»3— ^1,  ^a  +  c'a  — c, 


«81 


'59 

'29 


<?8 
^2 


n   mffit  id  d'ajonter  ä  la  premi^re  ligue  la  somme  des  deux 
poQr  tronver  que 

2« 


«3 

^S 

^3 

<h 

h 

Ci 

«1 

h 

Cl 

2« 

«2 

h 

Cf 

• 

«3 

h 

^3 
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vm. 


Untersuchungen  über  kürzeste  Linien. 


Von 

R.  Hoppe. 


Hat  man  auf  einer  Fläche  eine  stetige  Schar  Kürzester,  weldiOj 
von  einer  stetigen  Schar  geodätischer  Parallelen  rechtwinklig  ge>j 
schnitten  wird,  so  ist  in  jedem  Schnittpunkte  die  Binormale  der  er»i 
Stern  identisch  mit  der  Tangente  der  letztem,  und  uingekelirt  ist  jodttj 
orthogonale  Curvensystcm  auf  einer  Fläche,  von  der  Eigenschaft 
die  Binormalen  der  einen  Schar  mit  den  Tangeuten  der  andani  iMr\ 
sammenfallen ,  orthogonal  geodätisch.  Dieser  Umstand  gestattet 
das  Problem  der  Kürzesten  von  der  Flächentheorie  abzulösen  ui] 
ausschliesslich  auf  dem  Boden  der  Curventheorie  zu  behandeln.  Vir| 
betrachten  daher  die  P'läche  nicht  als  gegeben,  sondern  erteilen  met] 
Curve  eine  solche  Variation,  dass  sie  Kürzeste  auf  der  von  ihr  er- 
zeugten Fläche  wird. 


§.  1.    Eutwickelungsformeln. 

Der  Bogen  einer  Curve  sei  n,  die  Richtungscosinns   ihrer  Tat»'j 
gente  /,  g^  ä,  ihrer  Hauptnormale  /',  g\  //,  ihrer  Binormale  /,  m. 
Betrachtet  man  diese  9  Grössen  als  ein  beliebiges  Orthogonal« 
ficiontensystem ,  das  mit  einem  (von  u  unabhängigen)  l^arameter 
variirt,  so  erfüllen  ihre  partiellen  Differentialquotientea  die  Räaüonei: 


Hoppe:   Untersuchungen  über  kürteste  Linien,  Q\ 

^  87+^  8;^+*  dv  "*^ 

8«  dm   ,       dn 

'5;+'"8^  +  "s;  =  ^ 

'8i  +  -- '="'»''    '^8^  +  --  =  -"'i 

Ag^  -f-...  =«Cg-,      /■    g^-f-  ...   =  —  Wj 

denen  ihre  Werte  einzeln  hervorgehen.  Ihnen  znr  Seite  wollen 
die  partieUen  Differentialquotienten  in  Bezng  auf  u  stellen  gemäss 
r  Beziehnng  zur  Cnrve.  Sei  n  die  Krümmung,  q  die  Torsion; 
I  erhält  man: 

8t  den  Analogen  bezüglich  auf  die  y  nnd  z  Axe. 

IXiiferentiirt  man  die  Gleichungen  links  nach  r,  die  rechts  nach 
lo  ergiebt  die  Identität  der  Resultate: 

/8f  .   dw  \  ,        (dn  ,  8ir,  \ 


ans: 


8;r   ,   dw^  ,  ^ 
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§.  2.    Bedingung  eines  orthogonal  geodätischen  S] 

Sei  u  Parameter  der  Kürzesten  r  =  const.,  und  v  Vt 
ihrer  orthogonalen  Tngectorien,  d.  i.  der  geodätischen  T\ 
9<  »  const.  Sofern  der  Pnnkt  (xyz)  mit  v  in  der  Richtung  de 
male  der  Kflrzesten  variirt,  hat  man: 

dx        ^     dy  Bz 

g;-«;    g;  =  *w;    g;  =  «« 

Nimmt  man  die  Summe  der  Quadrate,  so  erkennt  man,  das 
das  Flächenelement  darstellt.  Diese  geometrische  Bedentun 
kommt  indes  hier  nicht  in  Betracht;  vielmehr  ist  t  eine  nnl 
Function  von  u  und  r. 

Ditferentiirt  man  die  Gl.  (3)  nach  m,  so  kommt: 


daher  nach  (1)  rechts 

Bt 

H 

Setzt  werden  die  61.  (2): 


'"^^d^,'    "•«  =  ^' 


Sit  j_B(Qt)       St  _ 

dtf^dii'*      du 
dH 


Eliminirt  man  /r,  so  erhält  man: 

Bn  ,   ^  dt    .   do 

3r  Bh      du        n 

Nach  Elimination  von  t  würde  eine  Bedingungsgleichnng  Ohr 
hen,  welche  die  Krümmung  und  Torsion  der  Cure  v,  sofern 
V  varüren,  von  einander  ahhängig  macht.    Es  fragt  sich,  ol 
notwendige  Bedingung  auch  ausreichend  ist 

Zur  Untersuchung  sei  angenomm^  dass  n,  g,  t  üh  Fun 
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von  tt,  V  bestimmt  seien,  die  den  Gl.  (6)  (7)  genügen.  Dann  lässt 
sicli,  mit  Absehen  von  ^,  für  jedes  v  eine  Carve  bilden,  deren  Bogen, 
Krümmung  und  Torsion  w,  n^  q  sind.  Deren  Lage  im  Räume  wird 
durch  6  wiUkfirliche  Functionen  von  v  bestimmt;  nehmen  wir  diese 
als  stetig  an,  so  ergeben  sich/,  /^  /  und  die  Analogen  als  stetige 
Fmictionen  von  t«,  v,  welche  nach  §.  1.  die  Gl.  (1)  und  (2)  befriedi- 
gen.   Setzt  man  zur  Abkürzung 

and  subtrahirt  die  Gl.  (2)  von  den  Gl.  (6)  (7)  ergänzt  durch  (8),  so 
kommt: 


(9) 


3(2'— 1(?)  (dt  \ 

i  8  /Bt  \ 

■^  Bt 

ffiemach  stehen  die  3  Grössen  r— ic,  p*— «r^,  ör~~'<^i  i^  derselben 

Belation  wie  /,  /,  /'  nach  den  Gl.  (1)  links.    Folglich  genügen  den 
Gl.  (9)  die  Werte: 

gt  —  iv^  =  f*  ^+  Mi»*+ ^  w 

Bt 

-^  —  w^^  ^/'+  f»,  (9r'+  ^2  7i' 

WO  fi,  Hii  f^2  willkürliche  Functionen  von  v  sind.  Vorstehende  Glei- 
chungen sind  die  allgemeinste  Lösung  des  Systems  (9);  denn  wenn 
man  zwischen  den  Gl.  (1)  links  2  der  Grössen/,  2,  f  eliminirt,  so 
erhAlt  man  eine  lineare  Gleichung  3.  Ordnung  für  die  dritte,  deren 
roüstftndiges  Integral  bekanntlich  immer  in  der  Form  (10)  aus  3  ver- 
icbiedenen  Speciallösungen  zusammengesetzt  werden  kann.    Setzt  man 

Bt 
»  —  1*1  =»  ^  =«  0,  so  wird  gt  =  w^  und  k-  =  «rj,  und   diese  Rela- 

tionen  waren  ausreichend  zur  Constrnction  der  Fläche. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  jede  Lösung  des  Gleichungspares  (6) 
]7)  mindestens  einer  Fläche  entspricht,  auf  welcher  die  Curven 
f  «IS  const  Kürzeste,  die  Curven  u  =  const.  geodätische  Parallelen 
tsaAj  nnd  sv,  ^,  t  die  genannte  geometrische  Bedeutung  haben,  so  dass 
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1,    0,    <« 

die  Fundamcntalgrdssen  1.  Ordnung  auf  jener  Fläche  darstellen, 
das8  ein  beliebiges  Linienelement  8«  den  Ausdruck  hat: 


§.  3.    Ergebnisse  aus  den  vorigen  Bestimmungen. 

Unterscheidet  man  die  Bestimmungsstacke  der  Cuiren  m  =  c 
durch  den  Index  1,  so  sind  die  Ricbtongscosinna  ihrer  Tangente 

/,  =  / ;    etc. 

Hieraus  ergeben  sich  durch  Differentiation,  wenn  man 

tr  =  ^  COSV;     tCi  =*  fASinv 

setzt,  die  ihrer  Hauptnormale 

// =/'cos  V  —/sin  V ;    etc. 
zugleich  mit  ihrer  Krtlmmung 

tdv  ^  t 
dann  aus  (11)  und  (12)  die  ihrer  Binormale 

/,  =  —  /'sin  V  —/cos  V ;    etc. 
und  durch  neue  Differentiation  ihr  Torsionswinkel 

Femer  erhält  man  leicht  durch  partielle  Differentiation  der  C 
dinaten  die  Werte  der  Fundamentalgrössen  2.  Ordnung  der  Fl&c 

E  =«  w;    F=  —  ift\    G  ^tw 
hieraus  die  Summe  und  das  Product  der  Hauptkrünmuingen 

1,1           ,  tr        1         nxD        _ 
— j =^  nA — »     = p* 


\rl-^VV=W^ 
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§.  4.    Bedingung  verschiedener  Flächen  fflr 
gleich  bestimmte  Kürzeste. 

I>iirch  Bogen,  Krümmung  und  Torsion  ist  die  Cnrve  u  in  sich 
kesümint,  aber  nicht  ihre  Lage.  Es  bleibt  daher,  anch  wenn  tt,  q 
feü  «s  t?  gegeben  sind,  denkbar,  dass  die  Carve  verschiedene  Fl&chen 

kann.  Existirten  2  solche  Flächen,  so  müssten  2  Wert- 
von  tr,  tr„  ir,  für  gegebene  Jt,  g  die  Gl.  (2)  befriedigen.  In 
§.  2.  ist  gezeigt,  dass  dann  die  3  DiiTerenzen  die  Form  (10)  haben 
ivttrdeii.  Die  rechten  Seiten  von  (10)  gehen  aber  über  in  po/g,  fi^l^ 
0m  f%^  wenn  f^^  h^ft  die  Richtungscosinns  der  Tangente,  Binormale, 
rfimptnormale  der  Cnrve  u  gegen  eine  gewisse  neue,  mit  v  variirende 
^iLze  bezeichnen.  Jetzt  kommen  die  Bestimmungen  (4)  hinzu.  Sind 
^ÜBO  t  und  t-\'t^  die  entsprechenden  Werte  von  ^,  so  muss  sein 


nioraas 


ist 


81, 

du- 

•  V^ofi\ 

Qh  = 

=  ^0^ 

du  Q 

=  /-s' 

f,' 

=  x/,; 

2x  = 

d 

1 
Q 

(19) 


(20) 

ferentiirt  man  die  Gleichung  nach  u  und  eliminirt  /gS  so  kommt: 

3x)  L 


wenn  man 


•eCzt: 


St 

x  =  tgf;     tgi?  =  — -j 

tg^ 


fi  —  h 


cos£ 


(21) 


(22) 


Yerbunden  mit  (20)  und  der  Gleichung 

5bt  die  Werte: 

/2  =  8ini2;    2^  B  cosi^cosj;;    /i'«=  cosiysinf 


(23) 


[Ximmt  man  zu  der  betrachteten  Axe  der  X2  zwei  orthogonale  Axen 
y,  und  z^  hinzu,  so  findet  man   nach  bekannter  Methode*)  die 
sehenden  Werte: 


^)  Hoppe,  Canrenth.  §.  8.  Arcb.  LVI.  p.  59. 
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g^  »  cosijcos^;    h^  »  cosi/siiKjp 

%  »  —  sini7cos{;8m9>^8iii^cos9 
g^' «  —  siniy  sin{:co89  —  cos  tsin  tp 
V=  —  8mi}sin^8iii9>-|*<^8^<^S9 


wo 


'^        J    C0S1J 


zugleich  aber  den  Erttmmungs-  and  Torsionswinkel 

tgt 


-/^r  -»+/ 


welche  beide  von  der  Coordinatenaxcnlage  unabhängig  sind, 

mit  den  durch 

_  ar.  _  3^ 

bereits  bestimmten  übereinstimmen  mUssen.    Es  firagt  sich  nn 
die  4  Gleichungen  (21)  (25)  vereinbar  sind.    Nach  ihnen  ist 

2tgf  =  g^-:    tg.,=  ^^^j- 


;j  =  «sint;    ^^>,=  (p-i)tgf 


3i/ 


Die  letzte  Gleichung  ist  das  Product  der  2  vorhergehenden,  komo 
her  nicht  in  Rechnung.  Doch  kann  man  aus  ihr  ein  Integral  gewi 
indem  man  fUr  tg{;  als  Factor  von  q  seinen  Wert  setzt;  dann  ko 

ai?tgi?+a£:tgt+iap  =  o 

integrirt: 

cosiycosj;  =1/^    (f  Funct.  v.  t*) 


Femer  ist  nach  der  2.  Gl.  (26) 


ati 


=  p— «tgiy 


Differentiirt  man  mit  Anwendung  der  so  erhaltenen  Werte  vo 
aj;  Gl.  (27),  so  kommt: 


—  ficosiysint«^  s-l/-    oder 


Hoppe:   Unterauehungen  über  kürzeste  Linien.  ß7 

als  Summe  der  Quadrate  von  (27)  nnd  (29): 

differentiirt  giebt  gemäss  dem  Werte  von  Btj: 

- 2«8m ^cosnsmf  =  -^  ^^  yl  +  ^-,  g^,  -  j^«  [^J  J 
ist  nach  61.  (29): 

»sm  V  =  2yTQi  \  2^+8,7* "  Yg  W  i 

wickelt  man  noch  den  Wert  von  sin  17  aus  61.  (30),  so  findet  man 
iiesslicli : 

»8  Relation  zwischen  u,  n,  g  ist  demnach  notwendige  Bedingung 
■ür,  dass  mehr  als  ein  Wert  von  t  die  Gl.  (6)  (7)  befriedigt,  dass 
0  mehr  als  eine  Fläche  für  dieselben  ?i,  tt,  q  existirt.  Ist  sie  aber 
Qllt,  80  vertritt  sie  eine  der  3  Gl.  (26),  die  beiden  übrigen  können 
roh  t]  und  i  erfüllt  werden;  folglich  ist  (31)  ausreichende  Bedin- 
Qg  dafür,  dass  sich  ein  bekannter  Wert  t  auf  ^+^1  erweitern  lässt. 
m  ist  nach  (19)  (23)  (27) 


h 


ler  erweitem  sich  f,  w^  «rj,  %r^  auf 


'  +  vT.'  •'+.-^^^^'"•-0 


§.  5.    Ebene  Kürzeste. 

Da  Q  öfters  als  Divisor  vorkommt,  so  ist  der  Fall  9  =  0,  wo 
KCLrzeste  eben  'ist,  besonders  zu  behandeln.    Derselbe  hat  um  so 

5* 
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mehr  InteresBe,  weil  hier  die  61.  (6)  (7)  sich  auflösen  lassen 
eine  entwickelte  Darstellnng  der  Fläche  möglich  ist. 

Für  ^  =•  0  reJudrt  sicti  Gl.  (6)  auf 

daher  ist  n  Function  von  u  allein,  tknd  alle   Ctonrön  u  cong 
Gl.  (7)  wird: 


Führt  man  den  Erütaimangswinkel 

T  =  f  ndu 
und  die  bereits  in  §.  1.  und  2.  gebrauchte  Grösse 


ai 

''^  =  'Sn 


ein,  so  lautet  die  Gleichung: 


.  3V      , 

und  giebt  nach  Integration: 

bV 

wo  V  und  i|;  willkürliche  Functionen  von  v  sind.  Eine  solche  n 
auch  als  Addend  in  r  enthalten  sein;  da  sie  aber  mit  ^  versch 
so  betrachten  wir  r  als  reine  Function  von  u. 

Femer  folgt  aus  (4),  dass 

demnach  aus  der  3.  Gl.  (2),  dass 

«^  =  -  37  -  g,  8in(r^tf;) 
Dies  verglichen  mit  den  Werten  in  §.  3.  zeigt,  dass 

daher  nach  Gl.  (13)  und  (15) 

T,  =  F;        ^,  =  ♦ 
ist,  wenn  man  daWi  beachtet,  dass  di^  Gl.  (13)  (15)  tibär  (^ 
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id  in  ^  onthaltcnoD  von  u  abhängigen  Addenden  nichts  bestim- 
and  festsetzt,  dass  t,  und  ^j  reine  Functionen  von  v  sein  soUea. 

Jetzt  hat  man: 
«€•  —  -^  8in(T — -^i) ;    «'i  ==  -^  C08(t — 9^) ;    ir,  -=  0  (32) 

ra  die  Paramoler  u,  v  hier  durch  t,  t^  vertreten  werden  kennen, 
$n  dio  Formeln  (1)  Ober  in 

»/co8(t— -^i)  (33) 


8r      '^ 

8/' 
8r, 

8t            ' 

8/' 
8t, 

82 
8i-0 

dl 
8t, 

«  —  i8in(T — -^i) 

«  /"8in(T  —  ^i)  — /co8(r — O^) 

L 

)niach  sind  die  Grössen 

/i  =  /•,    etc.  (34) 

ftbbängig  von  u,    Differentürt  man  sie  nach  tj,  so  erhüt  mau  ge- 
der  letzten  Formel: 


/i'=»/'sin(T— ^i) — /co8(t— ^i);    etc.    (unabh.  v.  u) 
d  in  Verbindung  mit  (34): 

I,  =  — /'co8(t— -^i)— /'8in(T— ^i);    etc.    (unabh.  v.  u) 

»raus: 

/  =  —  /i'co8(t — ^i)  —  Zi  8in(T  —  ^1 ) ;    etc.  (35) 

/'  =»  /i'sin(r  —  -^i)  —  ^1  C08(t  —  i^j) ;    etc. 
Ferner  ist 

g-    =    «,,=g-COS(T-^,) 

iraas  durch  Integration: 

/^  =  ^^    /  8ucob(t— ^i)  +  g^^    (t'o  Fct.  V.  «^) 

in  hat  man: 

dx  =»/8M-{-tt3v;    etc. 

bor  nach  Einsetzung  des  Wertes  von  ti 

X  =/zari/8ttC08(T— ^t)+/zayo+H^);    etc. 
ir,  wenn  man  zur  Abkürzung 


(36) 
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setzt: 

uad  nach  Differentiation  in  Bezog  anf  u: 

/=  Sc08*+  Tsint+F'iu) 

Vergleicht  man  diesen  Ansdnick  mit  (35)  rttcksichtlicb  seiner  ] 
in  X,  so  ergebt  sich: 

5  =  I,  Bin  #1  —  fi'cos  #, 
7"=  — i,cos#,  — /■/Bin^ij    F'(u)  =  0 
Folglich  sind  die  definitiven  Gleichungen  der  Fl&che: 

X  =  a-o— /i'/S'icosCr  — ff,)  — /,/ÖB8in(T— ff,);     etc. 

Hier  Bind  ^n,  t/o,  ^  die  Coordinaten  eines  Fonlctes,  der  von  belieb 
Anfang  bei  varüreiKlpm  v  in  der  Tangentialricfatnng  der  geodatii 
Parallelen  um  willkui  liehe,  aber  allen  gcmeinBame  Bogeneloment 
fortrückt. 

Die  Fläche  ist,  wie  gleich  anfänglich  dnrch  geometrische 
trachtnng  erhellen  konnte,  eine  beliebige  Canalfl&che,  erzengt 
der  ebenen  Curve  u,  indem  sich  jeder  Pankt  normal  zu  ihrer  E 
bewegt. 

§.  6.    Schraubenlinie  als  Ktlrzeatc. 

Ein  zweiter  Fall,  wo  die  Gl.  (6)  (7)  sich  leicht  intcgriren  la 
ist  der,  dass  n  und  q  unabhängig  von  u  sind-,  die  Cnrven  sind  i 
Schranbenliuicn.  Fahrt  man  die  Erümmungsbreite  l  und  den 
sionsbogen  a  ein,  so  dass 


St 


jj^  =  igj,  »'+,■ j^i- 


iW 


-  cosi;     Q  =  jC^ll'^     (*  ÜDeu"  in  u) 
wird,  80  geht  Gl.  (6)  Über  in 

daher  ist  auch  t  linear  in  n,   g-^  verschwindet,  und  Gl.  (7)  rede 
sich  auf 
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8*ff    .         de  dl       ,_8^8tf  cos  2A 
dudt?  *du  du  du  du   cos  ^ 

»de  Gleichungen  verbinden  sich  zu 

3u3t;    3tt  du^ 

)raas  nach  Integration: 

t  ==  <b+^'«*    (*o  Function  von  v)  (39) 


3ö       cosX 

g-  = (c  constant) 


stzt  wird 


u 
a  =  tfo-j — cosA    (<T(>  Fct.  v.  v)  (40) 


cos^il                sin  A cos  iL  ,,,, 

»  =  — — ;      Q  == : —  (41) 


Aus  der  2.  Gl.  (1)  links  erhält  mau  durch  neue  Dififerentiation : 

^--(^'+9')/'    oder 

d^f 

"ä^  +/'  =  0  (42) 

roTon  das  allgemeine  Integral  bei  constantem  v  lautet: 

/'=  V]C08(r-f-t72sin(r     (vj,  v^  Fct.  v.  v)  (43) 

^es  difTerentiirt  nach  a  bei  constantem  v  giebt: 

2sin  A —  fcos  A  =»  —  »1  sin  c-^-v^  cos  a)  (44) 

.nsserdem  findet  man  durch  Elimination  von  /'  zwischen  der  1.  und 
.  Gl.  (1)  links: 

ö-cosA  +  b-sinA  =  0 

od  nach  Integration: 

ZcosA-f /sinA  =»  v^^    (Fct.  v.  v)  (46) 

ie  Quadratsomme  der  3  Grössen  (43)  (44)  (45)  muss  »  1  sein;  da- 
n  niu  dem  zu  genflgen 
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vj  =:  sinesinft;    t?,  =  sine  cos f«;    r^  =  oosf 
dann  wird 

/  =»  —  8inecosilcos(a4-fi)+  cos  e  sin  X 
l  ==  sinesinAcos(tf-|-fi)-|-cos£COS  X 
/'=      sinesin(a-{-fi) 

Diese  Werte  haben  noch  die  61.  (1)  rechte  za  bofriedigen. 
ist  nach  (4)  (39) 

tcj  =  A';    iCi  =  -^^-^ sinX  cosil 

c 

Nach  Einführung  in  die  erste  derselben  erhält  man: 
—  e'jcosfiosilco8(<J+fi)+8in€sinil}+A'/ 
+/co8AU'+^'-"^'8in;i)  =  n-r  ^^^t^sini 

Nach  Hebung  identischer  Terme  bleibt  nur  ein  Term 

—  f'sincsinil 

welcher  keine  periodische  Function  von  u  zum  Factor  hat;  fc 
ist  «'=0,  und  es  bleibt: 

<+f*'==-^8inA 
Sei  (fo'\'fi  »  n;  dann  hat  man: 

C  =  09 — fl  +  -COSA 

coo' 

t  =  Vu r-T 

smA 

Die  analogen  Grössen  für  /,  /,  /'  müssen  nun  der  GL  (42)  gl 
falls  genügen;  sie  können  sich  daher  nur  durch  die  Werte  der 
grationsconstanten  v^,  v^^  v^  oder  e,  ii  unterscheiden.  Gl.  (48)  : 
dass  fi'  sich  stets  gleich  bleibt,  also  fi  nur  constante  IncremenU 
kommen  kann.  Diese  sowol  als  die  Werte  des  constanten  c  bei 
men  aber  nur  die  Lage  der  Gesammtfigur  im  Baume.  Es  ge 
daher  ihnen  die  bequemsten  Werte  beizulegen,  welche  das  Sj 
der  9  Richtungscosinus  orthogonal  und  die  Determinante  « 
machen.  Dies  geschieht,  wenn  wir  in  Betreff  der  a^  ^,  s  bzhw. 
f,  II  setzen: 


't   über  kürzeatt  Linün,  73 

it    -R) 

:i  (49)  Über  in 

,  .  /ticosA      \ 
—  cos  A  sinl + w  I 

Mii/lsinl f-coj 

(neos  iL  ,      \ 
l-wl 

acli  (50): 


sinA 
.  diese  Worte  in  die  Gleichung 

aj=-/(/8u+ttA;) 

IC  analogen  ein,  so  findet  man: 

X  «=»  ttsinX — cfdacotk 


,    /ucosA  ,     \ 
-csm|^~-^ |-"j 


Z  =  ccos 


kann  man  auch  v  schreiben.    Die  Fläche  ist  ein  Rotaiions- 
In  den  Linien  v  «  const  sind  im  ganzen  alle  möglichen 
D  enthalten. 
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IX. 


Lösung  einiger  Aufgaben  aus  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. 


Von 

Simon  Spitzer. 


Aufgabe  1.     Drei  Personen  A^  B  und  C  machen   ein  S 
Jede  Person  erlegt  den  gleichen  Einsatz   ,.  •     Diejenige    von  di 

drei  gleich  gut  spielenden  Personen,  die  zuerst  drei  Spiele  gew 
bekömmt  den  ganzen  Einsatz  M. 

Nach  einiger  Zeit  hat 

die  Person  A  2  Spiele 

C  1  Spiel 

gewonnen.  Und  nun  unterbrechen  sie  das  Spiel.  Wie  ist  der  ] 
satz  M  zu  teilen?  Wieviel  gebührt  der  Person  A^  wieviel  der  Pei 
B  und  wieviel  der  Person  C? 

Auflösung.  Um  diese  Aufgabe  zu  lösen ,  denke  man  sich, 
3  Spieler  spielen  noch  ein  Spiel.  Dieses  kann  sowohl  der  J,  als 
B^  als  der  C  gewinnen,  und  da  alle  3  Spieler  gleich  gut  spiden, 
ist  die  Wahrscheinlichkeit  zu  gewinnen  für  alle  3  Spider  die  gldc 
Gewinnt  ^,  so  hat  ^  3  Spiele  gewonnen,  ihm  gebührt  daher  i 
ganze  Einsatz  Af;  B  und  C  gehen  leer  aus.  Gewinnt  B^  so  geM 
ihm  der  ganze  Einsatz  M\  A  und  C  gehen  leer  aus;  gewinnt  eMB 
C\  so  hat  jeder  der  Spieler  zwei  Spiele  gewonnen,  und  ea  istU 
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dass  in  diesem  Falle  jeder  der  3  Spieler  seinen  gemachten  Einsatz 
-^  znrQckerhält 

Der  A  erhält  also  entweder  den  ganzen  Einsatz  3f,  oder  gar 
nichts,  oder  er  erhält  ^»  und  da  für  ihn  jeder  der  3  Fälle  gleich 
wahrscheinlich  ist,  so  erhält  er 


^[M+0  +  f)  =  iM 


Der  B  hat  offenbar  den  gleichen  Anspruch  auf  den  Einsatz  wie  der 
Aj  ihm  gebühren  daher  auch  |3f;  dem  C  bleibt  sonach  JM 

Aufgabe  2.  Nehmen  wir  wieder  an,  dass  3  Personen  unter 
den  in  der  früheren  Aufgabe  gegebenen  Bedingungen  spielen,  dass 
aber  nach  einiger  Zeit 

die  Person  A  2  Spiele 
B  1  Spiel 
C  1 

gewonnen  hat.    Wie  ist  in  diesem  Falle,  wenn  das  Spiel  unterbrochen 
irird,  der  Einsatz  zu  teilen? 

Auflösung.     Denkt  man  sich  wieder,  dass  noch  ein  Spiel  ge- 
lielt  wird,  so  kann  dieses  der  A  oder  der  B  oder  der  C  gewinnen. 

Gewinnt  A,  so  gebührt  ihm  der  ganze  Einsatz  AT,   der  B  und 
C  gehen  leer  aus. 

Gewinnt  -ö,  so  hat  der  A  2  Spiele,  der  B  2  Spiele  und  der  C 
1  Spiel  gewonnen,  nach  Aufgabe  1.  gebührt  daher 

dem  A  iM 
.  B  iM 
.       C    iM 

^Chnrinnt  endlich  C,  so  hat  A  2  Spiele.    C  2  Spiele  und  B  1  Spiel 
^jgBWonnen,  nach  Aufgabe  1.  gebührt  daher 

dem  A    fiM 

-  B    JA/ 

-  C    jAf 


. 


■tk  bat  demnach  A  Anspruch  entweder  auf  den  ganzen  Einsatz  M^ 
«Nbr  auf  i^f  »^  gebühren  dem  A 


76     Spii:f*r:  Lösung  einiger  Au/gabeu  o,  d,  WakrscheimiickktiitreekMw 

Die  beiden  andern  Spieler  haben  sich  in  den  restireftdieii  i 
gleiche  Weise  zu  teilen,  es  gebührt  demnach 

dem  A    ^M 

-  B    ^M 

-  C    ^M. 

Aufgabe  3.  Nehmen  wir  wieder  an,  ifiiss  die  3  Personei 
den  bei  den  früheren  Anfgaben  gegebenen  Bedingangen  spiele 
aber  nach  einiger  Zeit 

die  Person  A  2  Spiele 
B  2      - 
C  kein  Spiel 

gewonnen  hat,  wie  ist  in  diesem  Falle,  wenn  das  Spiel  unterb 
wird,  der  Einsatz  zu  teilen? 

Auflösung.  Denkt  mau  sich  wieder,  dass  noch  ein  Sp 
spielt  wird,  so  kann  dies  der  A,  der  B  oder  auch  der  C  gcwij 

Gewinnt  A,  so  hat  er  3  Spiele  gewonnen,  ihm  gebührt  dal 
volle  Einsatz  3f,  B  und  C  gehen  leer  aus. 

Gewinnt  der  B^  so  hat  er  3  Spiele  gewonnen,  ihm  gebül 
her  der  volle  Einsatz  Af,  A  und  C  gehen  leer  ans 

Gewinnt  endlich  der  C,  so  hat  nach  der  Isten  Aufgabe 
Anspruch  auf  $3/,  der  B  gleichfalls  auf  |Af,  der  C  aber  hat  bl 
Spruch  auf  }3/. 

Es  hat  demnach  der  A  Anspruch  entweder  auf  den  ganzei 
satz  Af,  oder  auf  gar  nichts,  oder  auf  ^3f ;  es  gebflhrem  de 
dem  A 

oben  so  viel  gebührt  auch  dem  B,  ^nd  somit  bleibt  für  den  ( 
sVAf. 

Aufgabe  4.  Nehmen  wir  nochmals  {^i,  dass  3  Personen 
den  in  den  früheren  Aufgaben  gegebenen  Bedingungen  spielen, 
aber  vor  Aufhören  des  Spieles 

die  Person  A  gewonnen  hat  2  Spiele 

B         -         -    1  Spiel 

C         -         -    kein  Spiel 

wie  ist  in  diesem  Falle  der  Einsatz  zu  teilen? 
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Auflösung.    Wird  noch  ein  Spiel  gespielt,   and  gewinnt  dies 
r  jij  60  gebührt  ihm  der  ganze  £insatz  Af,  S  nnd  C  gehen  leer  ans. 

Gewinnt  der  i^,  so  M  nac^  ^Itöt  früheren  Aufgabe  der  Einsatz 

zu  teilen,  dass 

der  A    ^M 

-  B    i^M 

-  C    jjM 
hält. 

Gewinnt  der  C,  so  ist  nach  der  zweiten  Aufgabe  der  £inKatz  so 

teilen,  dass 

der  A    {^M 

-    B    ^M 

'     C    ^M 
hält. 


hat  demzufolge  der  A  Anspruch  entweder  auf  den  ganzen 
nsatz  M  oder  4iuf  ^M  oder  auf  ^^3f ;  demnach  hat  A  Anspruch 
f 

2r  JB  hat  Anspruch  entweder  auf  gar  nichts,  oder  auf  |f  Af  oder 
[f  ^My  somit  auf 

)r  O  hat  Anspruch  entweder  auf  nichts,  oder  auf  ^M  oder  auf 
3£^  und  da  diese  3  Ansprüche  mit  gleicher  Wahrscheinlichkeit  er- 
»bea  werden  können,  so  gebührt  dem  C 

i  irebühren  demnach 

dem  A    i^M 

-     B     IM 

.      C     ^M. 

Aufgabe  5.  Fünf  Personen  -4,  jB,  C,  D  und  E  spielen,  und 
ir  nehmen  an,  dass  bei  jedem  Spiele  2  Personen  gewinnen,  und  3 
erson^  yerlieren*).  Diejenige  von  diesen  fünf  gleich  gut  si)[)ielön- 
91  Personell,  die  zuerst  3  Spiele  gewinnt,  be'kömmt  den  ganzen  Ein- 


^)  Man  kann  sich  das  auf  folgende  Art  denken.  In  einer  Urne  werden 
welwme  und  3  ichwarze  Kugeln  gelegt.  Die  5  Personen  nehmen  jeder  blind- 
\gB  and  gleichseitig  eine  Kugel  aus  der  Urne.  Diejenigen  'Personen,  welche 
ffsse  Kngeln  gezogen,  gewinnen,  diejenigen  Personen,  welche  schwarze  Kogeln 
■ogpray  Tcrlicren. 


78      Spitzen  Lösung  einiger  Au/gaben  a.  d,  WahrsckeMiMeeittreekmm 


Satz  Af;  sollten  aber  2  Personen  gleichzeitig  3  Spiele  gewinn 
erhält  jede  derselben  den  halben  Einsatz.    Nach  einiger  Zeit 

hat  die  Person  A  2  Spiele 

.  -       -       jB  2      - 

-  -        -        C  2      - 

-  -       -       i>  1  Spiel 

-  -       -       E  1      • 

gewonnen,  und  nun  unterbrechen  sie  das  Spiel.    Wie  ist  der  I 
^f  zu  teilen?  Wieviel  gebührt  jeder  der  5  Personen? 

Auflösung.    Man  denke  sich,  dass  die  5  Spieler  noch  eii 
machen.    Dieses  Spiel  kann  der  A  und  der  B 

oder  '    A    '      -    C 

-      -    ^     -       '    D 

etc.  gewinnen. 


Gewinnt  der  A  und  der  B  so  bekömmt 


-    A 


C  ' 


A 

- 

-     D  - 

A 

- 

-     E  - 

B 

- 

-   c . 

B 

- 

-     D' 

B 

- 

-     E  - 

C 

- 

.    Z>- 

C 

. 

-     E  - 

-     D   - 


E  - 


der  -4|der  J9|der  Cder  D 


M 
2 


-5     nichts!nichts 


M  , 

"2   1  nichts 


M 
M 


nichts! 


M 
2 

nichts 


M 

5 


M 

M 

2 

2 

M 

nichts 

M 

- 

nichts-   Af 

- 

M 

M 

5 

M 
5 

5 


Die  Aufstellung  ist  klar.  Denn  gewinnt  A  und  B^  so  hat  jede 
diesen  beiden  Personen  3  Spiele  gewonnen,  also  ist  der  Einsatz  n 
ihnen  gleich  zu  teilen,  die  andern  3  Personen  C,  D  und  E  gt 
leer  aus,  gewinnen  A  und  C,  so  bekömmt  jede  dieser  2  Personen 
halben  Einsatz,  der  B^  D  und  E  gehen  leer  aus;  gewinnt  A  nsd 
so  hat  der  A  allein  3  Spiele  gewonnen,  ihm  gebührt  daher  der  m 
Einsatz  u.  s.  w.,  gewinnen  schliesslich  D  und  £,  so  hat  jeder  da 
Spieler  zwei  Spiele  gewonnen,  und  demnach  gebührt  oinditr  jed 
^tel  vom  Einsätze. 
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ird  also,  nachdem  das  Spiel  unterbrochen  wnrde,  noch  ein  Spiel 
t,  so  erhält 


oder 

M 
2 

- 

M 

- 

M 

- 

nichts 

- 

nichts 

- 

nichts 

- 

nichts 

- 

nichts 

M 

" 

5 

a  alle  diese  10  Fälle  gleich  wahrscheinlich  sind,  so  erhält  der 
Zehntel  der  Summe,  d.  i. 

)viel  erhält  auch  der  B  und  der  C\  es  bleibt  also  für  den  D 
en  E  zusammen  ^3f,  und  da  diese  beiden  gleiches  Anrecht 
esc  ^M  haben,  so  gebührt  dem  D  ^Af  und  ebenso  dem  E 


afgabe  6.  Fflnf  Personen  spielen  nach  den  Bedingungen  der 
rgehenden  Aufgabe.    Nach  einiger  Zeit 

hat  die  Person  A  2  Spiele 

.      .       .       B  2      ' 

-  .       -       C  2      . 

-  -        .        D  2      - 

E    kein  Spiel 

inen;  und  nun  unterbrechen  sie  das  Spiel,  wie  ist  der  Einsatz 
den? 

Inflösung.  Verfährt  man  genau  so,  wie  bei  der  voriiergehen- 
in^^abe  verfobren  wurde,  so  hat  man  das  nachfolgende  Schema 
stdlen: 


80     Spiiietr:  Lösung  einiger  Au/gaben  a.  dL  WahrstAmnUiÜceitanikmf, 


Oewinnt  der  A  and  der  B  so  bekömmt     tt        tt    i^chts 


-    ^     .    -    C  • 


^ 

- 

- 

D- 

^ 

- 

- 

E  - 

J? 

- 

- 

C  - 

jB 

- 

- 

Dw 

B 

- 

- 

sE  w 

C 

- 

- 

D  - 

C 

- 

- 

f;  - 

D 

• 

. 

i;  - 

lier  uiderB 

1 

M 

M 

2 

2 

2 

nichts 

M 

2 

" 

ilf 

- 

nichts 

M 
2 

M 

" 

2 

- 

Jf 

- 

nichts 

1 

. 

nicbtsjuc; 


M 
2 

nichts 


2 
nichts 


2 

3f 
nichts 


M 

2" 
nichts 


2 

1 

nichts 

2 

nichts 

M 


Wird  also  noch  ein  Spiel  gespielt,  so  können  hierbei  zehn  ver 
dene  F-ftUe  eintreten,  in  keinem  Fidle  erhält,  wie  maa  ans  den 
gen  Schema  sieht,  der  E  etwas,  also  geht  der  E  leer  ans,  die  fll 
vier  haben  gleichen  Anspruch  auf  den  Einsatz,  somit  erhält  jede 

ihnen  -r» 

Aufgabe  7.  In  einer  Urne  seien  n  mit  den  Zahlen  1,  2, 
5,  ...  n  numerirte  Kugeln.  Aus  dieser  Urne  wird  eine  Kng« 
zogen.  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Nnmme 
ich  gesetzt  habe,  gezogen  wird? 


Auflösung.    £s  ist  klar,  dass  die  gesuchte  Wahrscheinli 


1  . 


-  ist.    Würde  ich  2  Nunfimem  gesetzt  haben,  so  ist  die  Wahn 


n 


lichkeit,  dass  eine  der  von  mir  besetzten  Nummern  gezogen 

2 
gleich  -;  hätte  ich  3  Nummern  gesetzt,  so  ist  die  Wahrscfaei 

3 

keit,  dass  eine  der  3  Nummern  gezogen  wird  -  u.  s.  £ 

Aufgabe  8.  In  einer  Urne  seien  n  mit  den  Zahlen  1,  2, 
5,  ...  ii  numerirte  Kugeln.  Aus  dieser  XJhie  werdisn  3  Xigi 
«egmi.  Ml  besitze  ein  Lds^  etwa  das  Los  Nr.  1.  IHe  fMi  i 
Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Los  Nr.  1  gezogen  wird? 
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Auflösung.  Um  die  Wahrscheinlichkeit  zu  finden,  hat  man 
zugeben  die  Anzahl  aller  möglichen  Fälle,  und  die  Anzahl  aller 
istigen  Fälle.  Letztere  durch  die  erstere  dividirt  giht  die  gesuchte 
iiirscheinlichkeit. 

Die  Anzahl  aller  Amhen,  die  sich  aus  dan  n  Zahlen  construiren 

denn  auf  so  viele  verschiedene  Arten  als  die  Zahl 


.   ist  Q-, 


anzeigt,  lassen  sich  2  Nummern  aus  n  Nummern  ziehen.     Gün- 

sind  alle  jene  Amben,  bei  welchen  das  Element  1  mit  erscheint, 

die  Amben 

12,    13,    14,    15,    ...    In 

Anzahl  dieser  Amben  ist  n  —  1;  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit 

enmach 

w  — 1 


das  ist  gleich 


n 


Aufgabe  9.  In  einer  Urne  seien  7i  Kugeln,  numerirt  mit  den 
bh  1,  2,  3,  4,  5,  ...  n.  Aus  dieser  Urne  werden  2  Kugeln  ge- 
II.  Ich  besitze  die  beiden  Lose  Nr.  1.  und  Nr.  2.  Wie  gross  ist 
Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Los  Nr.  1.  gezogen  wird,  oder  dass 
Los  Nr.  2.  gezogen  wird,  oder  dass  beide  Lose  Nr.  1.  und  Nr.  2. 
gen  werden? 

Auflösung.     Die    Anzahl    aller   möglichen    Fälle    ist   wieder 

Die  Anzahl  der  günstigen  Fälle  lässt  sich  leicht  angeben.   Man 

i  nämlich  alle  jene  Amben  der  n  Elemente  aufstellen,  in  denen 
i>eiden  Elemente  vorkommen.    Diese  sind: 

12,    13,    14,    15,    16,    ...    In 
23,    24,    25,    26,    ...    2» 

Anzahl  aller  dieser  Amben  ist  («— l)  +  (w  — 2)  also  ist  die  ge- 
tc  Wahrscheinlichkeit 

(n  — l)+(n-^2)        2(2n  — 3) 


ö 


n{n — 1) 


Aufgabe  10.     In  einer  Urne  seien  n  Nummern.     Aus  dieser 
werden  2  Nummern  gezogen.    Ich  besitze  m  Lose.    Wie  gross 

11  LXIV.  6 
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ist  die  Wahncheiiilichkeit,  dais  ich  gewinne?  d.  h.  vie  gross 
WahrBcheinlichkeit,  dasa  eines  der  m  Lose,  die  ich  habe,  od 
2  der  m  Lose,  die  ich  habe,  gezogen  werden? 

AnflOsung.    Löst  man  diese  Aufgabe  so,  wie  die  früh 
lOst  wurde,  Bo  findet  man 

„       («-1)  +  («-2)+(b-3)+  ...  +(»-■») 


0 


oder  in  redncirter  Form 

_m{2n-l-m) 
'"-        «{n-D 

Beispiel.  Jemand  gibt  90  Lose  ans,  und  Iftsst  sich  fit 
Los  eine  Mark  zahlen.  2  Lose  werden  gezogen,  nnd  jedes  gc 
Los  vrird  mit  45  Mark  eingelöst. 

Besitze  ich  ein  Los,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  : 


11?)^ 


Besitze  ich  2  Lose,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ich  g( 
nicht  doppell  so  gross,  sondern  es  ist 

_  89+88  _  ^77_  _  _59_ 
"■»  ~    /9Ö\    "  40Ö5  ~  1335 

Besitze  ick  3  Lose,  so  ist  die  Wahrschei d1  ichkeil ,  dass  ich  gE 

__  89+88+8; 

""~  (?) 

Besitze  ich  4  Lose,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ich  gfi 

_  89  +  88+67+86  _  70 
/■90\ 


1335 


(?) 


n.  s.  f. 

Aufgabe  11.  In  einer  Urne  seien  n  Nanunern.  A»  & 
Urne  werden  3  Nummern  gezogen.  Ich  besitze  ein  Los,  etn 
I<os  Nr.  1.  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  icli  fnrii 
d.  h.  wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  du  Lo6  Dr.  I>| 
zogen  wird? 
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Auflösung.    Die  Anzahl  aller  möglichen  Fälle  ist  ylY 

Um  die  Anzahl  aller  günstigen  Fälle  zu  ermitteln,  hat  man  die- 
iigen  Temen  aufzustellen,  in  welchen  das  Element  1  vorkömmt. 
dem  Zwecke  bilde  man  sämmtliche  Amben  der  Nummern 

2,    3,    4,    5,     6,     ...    n 

d    fQge   jeder  dieser  Amben   das  Element  1   zu;   man  hat  dann 
enbar  alle  Temen  aufgestellt,  in  welchen  das  Element  1  erscheint. 


e  Anzahl  dieser  Temen 


ist  ("  2  ^} 


Es  ist  demnach  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit 


("7') 


n 


ö 


Aufgabe  12.  In  einer  Urne  seien  n  Nummern.  Aus  dieser 
rne  werden  3  Nummern  gezogen.  Ich  besitze  2  Lose,  etwa  die 
ose  Nr.  1.  und  Nr.  2.  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
h  gewinne? 

Auflösung.  Die  Anzahl  aller  möglichen  Fälle  ist,  wie  bei  der 
>rhergegangenen  Aufgabe  lA 

Um  die  Anzahl  aller  günstigen  Fälle  zu  ermitteln,  constmire 
lan  ¥rirklich  alle  Temen  (oder  denke  sich  dieselben  nach  der  Ord- 
ung  regelrecht  construirt),  und  sehe  nach,  bei  wieviel  Temen  die 
leiden  Elemente  1  und  2  einzeln  oder  zusammen  vorkommen. 

Die  Anzahl  dieser  Temen,  bei  welchen  die  beiden  Elemente  1 

ud  2  vorkommen,  dividirt  durch  f»|  gibt  die  gesuchte  Wahrschein- 
Mkeit 

Damit  der  Leser  klar  werde,  wie  ich  dies  meine,  mache  ich  ein 
mnerisches  Beispiel. 

Es  sei  n  ^  9.  Ich  constmire  sodann  sämmtliche  Temen,  die 
>ch  ans  den  9  Elementen  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9  bilden  lassen  •, 
'^ae  sind: 

6* 
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Temen-Nr. 

Ternea-Nr. 

Ternen-Nr, 

Ternen-Kr. 

1 

123 
124 

22. 
23 

.  .  159  43  . 

.  .259 
267 

64 

38^ 

2 

167 

44 

65 

456 

3 

125 

24 

168 

45 

268 

66 

457 

4 

126 

25. 

.  .  169 

46. 

.  .269 

67 

458 

5 

127 

26 

178 

47 

278 

68 

459 

6 

128 

27 

179 

48 

279 

69 

467 

7. 

.  .  129 
134 

28 

189 

49 

289 

70 
71 

468 

8 

29 

234 

50 

345 

469 

9 

135 

30 

235 

51 

346 

72 

478 

10 

136 

31 

236 

52 

347 

73 

479 

11 

137 
138 

32 
33 

237 
238 

53 
54. 

348 

74 

489 

12 

75 

567 

13. 

.  .  139 

34. 

.  .  239  1  55 

356 

76 

568 

14 

145 

35 

245  i  56 

357 

77 

569 

15 

146 

36 

246  :  57 

358 

78 

578 

16 

147 

37 

247 

58. 

.  .359 

79 

579 

17 

148 
.  .  149 

38 
39  . 

248 

59 

367 
368 

80 

589 

18. 

1 

.  .  240  j  60 

81 

678 

19 

156 

40 

256  61 

1 

369 

82 

679 

20 

157 

158 

41 
42 

257  .  62 

258  '  63 

378 
379 

a3 

689 

21 

84 

789 

Und  nun  sieht  mau  aus  diesem  Tableau,  dass  die  Anzahl  sSnui 
licher  Temen  84  ist,  dass  femer  das  Element  1  so  oft  Torkömi 
und  den  ersten  Platz  jeder  Temc  einnimmt,  als  sich  ans  den  8  B 
menten  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  0  Amben  bilden  lassen;  d.  i.  SSm 
Lässt  man  die  ersten  28  Temen  dieses  Tableau's  weg  und  zählt  m 
ab  die  Anzahl  der  Temen,  in  welchen  das  Element  2  vorkömmt, 
sieht  man,  dass  das  Element  2  in  21  Temen  erscheint,  d.  i.  in  s 
viel  Temen,  als  sich  aus  den  7  Elementen  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9  Anh 
bilden  lassen,  und  bei  diesen  Temen  nimmt  die  Zahl  2  stets  den  < 
sten  Platz  ein.  Lässt  man  nun  auch  diese  21  Temen  weg,  so  bv 
men  dann  eine  Anzahl  von  Temen ,  in  denen  den  ersten  Platz  i 
Element  3  einnimmt.  Die  Anzahl  dieser  Temen  ist  gleich  der  k 
zahl  der  Amben,  die  sich  aus  den  6  Elementen  4,  5,  6,  7,  8,  9  li 
den  lassen,  u.  s.  f. 

Hieraus  sieht  man  auch,  dass 

a)-G)+ö+a)+®+©+®+© 
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lieh  die  Anzahl  sämmtlichcr  Temen,  die  sich  aus  den  9  Elc- 
1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9  coustniiren  lassen,  ist  gleich  der 
sämmtlicher  Amhen,  die  sich  aus  8  Elementen,  dann  aus  7 
3D,  dann  aus  6  Elementen  etc.  construiren  lassen.  Auf  gleiche 
Qdet  man,  dass 

-('7')+(V)+("l')+-+G)+©+® 


imen  wir  nun  wieder  zu  unserer  Aufgabe  zurück.  Construirt 
imtliche  Temen,  und  schreibt  selbe  in  geregelter  Ordnung 
indet  man,  dass  das  Element  1  so  oft  den  ersten  Platz  ein- 
als  sich  aus  den  n — 1  Elementen  2,  3,  4  ...  n  Amben  con- 

lassen,  d.  i.  (    ^   )™^^  sucht  man  dann,  wie  oft  das  Ele- 

den  ersten  Platz  einnimmt,  so  ündet  man,  dass  dies  so  oft 

t,  als  sich  aus  den  n — 2  Elementen  3,  4,  5,  6  ...  w  Amben 

/w— 2\ 
-en  lassen,  d.  i.   I     »    )  mal,  es  sind  demnach  die  Anzahl  aller 

1  Fälle,  d.  h.  die  Anzahl  aller  Temen,  in  welchen  die  beiden 
3  1  und  2  vorkommen 


("!')+ er) 


;  die  Wahrscheinlichkeit  bei  einer  Lotterie,  die  aus  n  Num- 
steht,  aus  welchen  3  Nummern  gezogen  werden,  mit  2  Losen 
inen: 


(s) 


he  Weise  ündet  mau,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  zu  ge- 
ei  einer  aus  n  Nummern  bestehenden  Lotterie,  aus  welchen 
jm  gezogen  werden,  wenn  man  3  Lose  dieser  Lotterie  ho- 
ch ist: 


«'s 


(s) 


indet   man,   dass  die  Wahrscheinlichkeit  zu    gewinnen   bei 

n  Nummern  bestehenden  Lotterie,  aus  welchen  3  Nummern 

werden,  wenn  man  m  Lose  dieser  Lotterie  besitzt,  gleich  ist : 


g|5      Spilter:  LBsang  tiniger  Aufyabtn  a,  d.  Waknditiulidilaitindum^'ff' 

(-')+(-V(-V-+(v) 

(s) 

Aufgabe  13.  In  einer  Urne  seien  »  Nmnnieni.  ixäas 
Urne  werdea  r  Nnmmeni  gezogen.  Ich  besitze  m  Loac.  Wie  ff» 
iGt  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ich  gewinne? 

Antwort    Es  ist 

(:i;)+a)+a)+...+Ci-)   , 
C) 

Beispiel  1.  Jemand  gibt  90  Lose  aus,  und  lässt  sich  fOi'fi 
Los  eine  Mark  zahlen.  !>  Lose  werden  gezogen,  und  jedes  gezog 
Los  wird  mit  18  Mark  eingelöst 

Besitze  ich  ein  Los,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ich 
winne 


(?)    . 


Besitze  ich  2  Lose,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  icl 


t  die  \ 
wiuno,  niuht  doppelt  so  gross,  wie  früher,  sondern: 

Q±(?)  . 

Besitze  icli  3  Lose,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ict 
winno 

Besitze  ich  4  Lose,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ich 
winuc 

av(?)+(?)+(T) 
(f) 


1871 
"11748 


^f^zer:  Löxung  einiger  Au/gaben  a,  d.  Wahrscheinlichkeitsrechnung,     37 

^itzeich  11  Lose,  so  ist  die  Wahrscheiulichkeit,  dass  ich  ge- 

648841 
'^"  ^  i;33i796  =  ^'^^^^^  ••• 

sitze  ich  12  Lose,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ich  ge- 

3,806363       _  ^._ . 
'^**  ==^7,324878  ==^'^^^^- 

Iso  in  diesem  Falle  die  Wahrscheinlichkeit  zu  gewinnen  grösser 
Wahrscheinlichkeit  zu  verlieren. 

[spiel  2.  Am  15.  Januar  1879  waren  von  dem  Prämien- 
dcr  Stadt  Wien  noch  2772  Serien  unverlost.  Bei  der  näch- 
1.  April  1879   stattfindenden  Ziehung  werden   12  Serien- 

11  verlost  Jedes  Los,  dessen  Serien-Nummer  gezogen  wird, 
Ich  hesitze  1,  2,  3,  4  ...  Lose,  welche  alle  verschiedene 

ummern  haben,  wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 

nne? 

'lösung.     Die  Wahrscheinlichkeit  mit  einem  Lose  zu  ge- 
st.- 

m  . 

"^j  =  /2772\  ™  231  ^  O*00432  ... 
\  12  j 

irscheiulichkeit  mit  2  Losen  zu  gewinnen  ist: 

771\      /2770\ 

"  f^y^^  /  2771+2760  5531      _^,^ 

/2772\  =  1^  •  2772 . 2771  ~  231 . 2771  "  "^*^*^  " " 

urscheinlichkeit  mit  3  Losen  zn  gewinnen  ist: 


!771\  ,  /2770\  ,  /2769\ 
11  J  +  Vllj+Ill 


) 


/2772\ 
V  12  / 


r71.277(H-2770.276Of2760.2759         327653    _ 

2772.2771.2770  ^  25,329711  ~  ""^^^^  •  • 

an  sieht  schon  hieraus,  wie  complicirt  solche  Rechnungen 
wenn  eine  nur  einigcrmasseu  grosse  Anzahl  von  Losen  in 
kommt 


3g      Spitzer:  Lösung  einiger  Aufgaben  a,  d.  WahrscheinliekkeiUrtekmiimg. 


Boi spiel  3.  Am  15.  Janaar  1879  waren  von  dem  Prämien« 
Anlcbcn  der  Stadt  Wien  noch  2772  Serien  anverlost  Am  1.  April 
1879  werden  12  Serien-Nummern  und  am  1.  Juli  1879  abermals  12 
Serien-Nummern  gezogen.  Ich  besitze  1,  2,  3,  4  ...  Lose  von  ver» 
schicdenen  Serien-Nummern.  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  ich  bei  den  beiden  nächsten  Ziehungen  gewinne? 

Auflösung.  Die  Wahrscheinlichkeit  mit  einem  Lose  zu  ge- 
winnen ist: 

/2771\ 

\  23  j         2 
^^  ^  /2772\  "^  231  **  Ö'^^ö8ß5  ... 

V24  j 

und  ist  somit  doppelt  so  gross,  wie  in  dem  vorhergehenden  Beispidci 
—  Die  Wahrscheinlichkeit  mit  2  Losen  zu  gewinnen  ist: 

/2771\      /2770\ 
_V23>/+Vj3j  2771+2748  _n038  _^.^-,«- 

\24  j 


W^ 


2772.1771 


640101 


Wt 


Diese  Wahrscheinlichkeit  ist  nicht  doppelt  so  gross,  wie  die  im  vor- 
hergehenden Beispiele  gefundene  Zahl  tr^. 

Die  Wahrscheinlichkeit  mit  3  Losen  zu  gewinnen  ist: 

m+(T)+(T) 

/2772\ 
\24J 

_        2771.2770-f2770.2748+2748.2747_  22,836386       ^wy>e>,e 
^^^'  2772 .  2771 .  2770  ""  886,539885  ~  ^^^®575  -, 

Auch  diese  Wahrscheinlichkeit  ist  nicht  doppelt  so  gross,  wie  die  ii 
vorhergehenden  Beispiele  gefundene  Zahl  tr,. 

Aufgabe  14.    In  der  vorhergehenden  Aufgabe  fanden  wir  fir 
wm  folgenden  Ausdruck: 


M?m  = 


(:i;)+(:iO+(:=!)+...+(— ) 

0 


0): 


Dieser  Ausdruck  ist,  falls  m,  n  und  r  ziemlich  grosse  Zihbi^j 
sind,  äusserst  beschwerlich  auszurechnen,  wir  wollen  daher 
Ausdruck  transformiren. 


Spiixmri  Lösung  einiger  Aufgaben  a.  </.  Wahrscheinlichkeitsrechnung,      89 

Setzen  wir 
ist 


tcm  =  Ai'^Ai-\-A^-\-  ,.,-\-A 


MI 


A 


C) 


■ "  C) 

.  (""") 

L  man   hat 

C) 

il,  ""n— 1 

-^3       n — r  —  1 

A^           n  — 2 

^4       „  — r  — 2 
uia""     u— 3 

-4|ii-i           n  —  m  +  1 

Iglich  ist: 

'        n 

j          **"■''     A 

»-r-2 
^*=     „_3     -^3 

M  —  r  —  ni-|-2 

90      Spitzer:  Lösung  einiger  Aufgahtn  a,  d.  WahrscheiHliekkeäsrecktiuMg. 


und  hieraus  folgt  weiter 
r 


tr 


in 


,    r   n — r    n — r — 1   n — r — 2 


— m+2 


n'n — 1       n — 2         n — 3    ""      h — m-f-1 


W 


Beispiel.    Ist  n  =  2772,  r  =  12,  w  =  3   (wie  im  Beispiele  S 

der  vorhergehenden  Aufgabe)  so  ist: 


_  J2         12     2760     J2^   2760   2759 
"'s  -  2772  +  2772*  2771  + 2772 '  2771  '277Ö 


oder  kürzer 


_  1  [11*^1^1  2760  2759 
"*•'  ~  231  L  +  2771  +  2771 '  2770 


:J 


•Z'j 


"*•»  =  231 11+*^'^^^'^  •••  +Ö'9V»2<>74  .. .] 


'«'s 


2  1)88104... 
231 


=  001293  ... 


Auch  die  Formel  (2)  ist  noch  sehr  complicirt,    sie  enthält 
Gliedc,  die  langsam  abnehmen.    Wir  wollen  daher  die  Formel  (1) 
noch  auf  andere  Weise  transformiren.    Zu  dem  Zwecke  bemerken  wir,! 
dass  der  Zähler  der  Formol  (1)  eine  arithmetische  Reihe  der  r — ItM 
Ordnung  ist.    Wird  diese  siimmirt,  so  findet  man: 

(n(:=;)-(?)a)+(r)«-(:)a)+, 


'-]■ 


tCtn 


(;) 


Diese  Reihe  lässt  sich  auch  so  schreiben: 


trm  =  i^i  —  i?jj  -{"  ^3  —  -^4  "t"  •  •  • 


woselbst: 


B, 


(D  (;iO 


{«\ 
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i/,= 


A  = 


(?)  g) 

0 

ö(;3) 

C) 


• 


nt.     Nun  hat  man: 


mr 
Bi 


A 


Bi 

Bs 
Bt 

B* 
Bz 


m—l 

r  — 1 

2 

r,       1 

w— 2 

r-2 

3     • 

n--2 

m— 3 

r—a 

4       «—3 


folglich  ist: 

mrf*        m — 1  r — 1      m — 1 


— 1  r  —  1  .  m — 1    m — 2   r  —  1    r — 2 


3       7i  — 1    n— 2 
w — 1    f» — 2    iii — 3    r  —  1    r  —  2    r — 


W--3    r  — 1    r  — 2    r— 3  1 

•     4      'w  — l'n— 2'n— 3  +  -J 


W 


diese  Formel  ist  äusserst  bequem  für  die  Berechnung.     Setzt 
in  dieselbe 

jVid  sucht  man  dann  aus  derselben  das  m,  so  findet  man  die  Anzahl 
(4er  Lose,  die  man  haben  muss,  um  bei  einer  aus  n  Nummern  bc- 
lenden  Lotterie,  bei  welcher  r  Nummern  gezogen  werden,  wahr- 
lich zu  gewinnen. 

Aufgabe  15.    Am  15.  Januar  1879  waren  von  dem  Prämicn- 

Idien  der  Stadt  Wien  noch  2772  Serien-Nummern  unverlost    Bei 

nächsten  Ziehung  werden  12  Nummern  gezogen.    Wieviel  Lose 

Anlehens  (mit  verschiedenen  Serien-Nummern)  muss  man  be- 

om  wahrscheinlich  zu  gewinnen? 


Auflösung.    Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  hat  man  in  den  bis- 
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her  aufgestellten  Formelu  «r«»  =*  J,  »  =  2772,  r  «=  12  zu  setzen; 
dann  m  zu  suchen.    Aus  der  Gleichung  (4)  folgt: 


m  r         m — 1      11   j^w — 1    «» — 2      11 
*  ""  231  [^         2~ '  2771"'      2~    ~3~  '  2771 '  i 


10 


2770 

w— 1   w— 2   m— 3      11_     10        9 
2     •     3     '     4       2771 '  2770  *  2769 


+  ...] 


und  es  ist  hiebei  zu  bemerken,  dass  der  2.  Teil  dieser  Gleichung 
12  Gliedern  besteht,  und  nach  m  vom  12ten  Grade  ist    Da 
dem  frühern  die  Wahrscheinlichkeit  mit  einem   Lose   zu   gewii 

^qt  ist,   femer   die  Wahrscheinlichkeit  mit   2  LfOsen    zu   gewL 

2 
kleiner  ist  als  „qT)  die  Wahrscheinlichkeit  mit  3  Losen  zu  gcwt 

3 
kleiner  ist  als  höt  u.  s.  f.  so  ist  klar,  dass  m  grösser  sein  mu« 

115;  versuchen  wir  daher  in  (5) 

i»=-116 
zu  setzen,  so  wird  der  2.  Teil  der  Gleichung  (5)  sein: 

115.114       11.10 


231  [^        2    *277l"^     2.a 

5.114.113   __11jl__15j^__?      i        1 
2.  3   .  4   '2771.2770.2769"^  ••] 


3     ' 2771 . 2770 
115.114.113       11.    10.     9 


oder,  wenn  man  die  Rechnung  in  6  Decimalen  führt: 
^[1—0- 228257+0-031313— 0-002875+0-000187—0-OOaOö 

=  11^. 0-800359  =  0-401912 

Wir  sehen  hieraus,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  mit  116  L« 
zu  gewinnen,  blos  0-401912  ist;  wir  sind  daher  gonötiliigt  für  «« 
grössere  Zahl  als  116  anzunehmen. 

Aus  der  Gleichung  (1)  folgen: 

'^116  =  /2772\ 

V  i2y 

und 


Spitttr:  Lßwng  einiger  Au/gaben  a,  d.  Wahrscheinliehkeitttrechnung,      93 

V  12/ 


n  ist: 


/2655\ 

V  11  /  _        2655. 2654. 2653...  2645. 


/2772\       *^  •  2772 . 2771 . 2770  . . .  2762 . 2761 
1  Ineraas  folgt: 

o 

T2772\  =00027022... 
V  12/ 

in  sieht  hieraus,  dass,  wenn  die  Anzahl  der  Lose  von  116  auf  117 
dgt,  die  Wahrscheinlichkeit  zu  gewinnen,  um  0*0027022  ...  wächst; 
in  muss  daher  mindestens  um  36  Lose  mehr  rechnen,  wenn  man 
.ben  will,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  um  0' 098088  ...  wachsen 
U;  denn  wenn  die  für  116  Lose  statthabende  Wahrscheinlichkeit 
a  O' 098088  ...  wächst,  ist  sie  genau  ^. 

Setzen  wir  daher  im  2ten  Teile  der  Gleichung  (5) 

m  =-  152 
erhält  man: 

151.150       11.10 


►2r        151     11    . 
n[  2   •2771'*" 

+  ...J 


2.  3   '2771.2770 
151.150.149        11.10.9 


2.  3  .  4      2771.2770.2769 
ler  in  6  Decimalen  berechnet: 

^[1  —  0-299711  +  0-054099—0-006550+0-000560— 0000035 

152 
0-000002]  — 23j. 0-748365  =  0-492430  ... 

ie  Wahrscheinlichkeit,  mit  152  Losen  zu  gewinnen,  ist  demnach 
iion  sehr  nahe  i\  nimmt  man  um  1  Los  mehr,  so  wächst  dadurch 
\  Wahrseheinlidikeit  zu  gewinnen  um 

/2619\ 

(ii) 

/'2772\ 
\  12/ 
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Dies  ist  gleich: 


oder 


261 9. 2618. 2617...  2e09 

^^'  2772 .  2771 .2770  . . .  2767 .  2761 

0- 0023247  ... 


Man  sieht  hieraus,  dass,  wenn  die  Anzahl  der  Lose  von  152  anf  151 
steigt,  die  Wahrscheinlichkeit  zu  gewinnen,  um  0*0023247  ...  wSck^ 
man  inuss  daher  mindestens  um  3  Lose  mehr  nehmen,  wenn  naa 
haben  will,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  um  0*007570  ...  wachnt 
soll,  denn  wenn  die  für  152  Lose  statthabende  Wahrscheinliehkei 
um  0' 007570  wächst  ...  wächst,  so  ist  sie  genau  i. 

Setzen  wir  daher  im  2ten  Teile  der  Gleichung  (5) 


so  erhält  man: 


m  =  155 


1--;: 


154     11     .  154.153       11.10 


^ 


2   '2771  •       2.  3     2771.2770 

154.152.152       11.10.  9 


2.  3  .  4      2771.2770.2769 


+ 


-] 


oder  in  6  Decimalcn  berechnet: 

155 

^'^j[l  — 0-305666+0056278— 0006951+0-000607  — O000088 

155 
+0000002]  =  2^£. 0-744232  ...  =  0499376  ... 

Die  Wahrscheinlichkeit  mit  155  Losen  zu  gewinnen  ist  demnach  sdof] 
äusserst  nahe  gleich  \\  versuchen  wir  daher  zum  Schlüsse  noch 

m  =  156 

zu  setzen,  so  erhält  man  aus  der  Gleichung  (5) 

156  r        155     11        155.154       11.10    1 
231  L        '2   •  2771  +     2.3*  2771 .  277oJ 

I5fi 

=  .Vq-i-C1--0-307651  +  0057014 -- 0-007088+0-000623--0-( 


231 


156 


+0000002]  =  23i-^*'^^^^^="^*^^^^  ••• 

Besteht  daher  eine  Lotterie  aus  2772  Nummern ,  werden  hierui  tf 
Nummern  mit  Treffer  gezogen,  so  ist  es  wahrscheinlich,  dass  iv 
jenige,  der  156  Lose  dieser  Anleihe  besitzt,  mindestens  mit  «M 
seiner  Lose  gezogen  wird. 


Miscellen, 


95 


X. 


Miscellen. 


1. 

8iir  un  th^ordme  eoneernant  les  s^ries  trigronom^triqaes. 

Dans  le  tome  72  du  Journal  de  Grelle,  M.  Cantor  d6montre  le 
di^or^me  suiyant: 

^Si  nne  serie  trigonometrique 

^fittt  convergente  pour  toutcs  les  valeurs  de  x  comprises  dans  un 
»rtain  Intervalle  "(er .../?) ,  les  coefficicnts  an  et  bn  tendent  sur  0 
^„qnand  n  angmente  ind^finiment/^ 

La  d^monstration  de  M.  Cantor  ^tant  assez  longue  je  pense 
i'on  ne  verra  pas  sans  int^ret  une  d^monstration  plus  simple  de 
icel  important  tb^or^me.  La  sörie  (1)  ^taut  convergentc  pour  toutes 
lies  valeurs  de  x  comprises  dans  Tintervalle  (er . . .  /?),  le  terme  g^n^ral 

An  =  a»  cos  na: -f-^n  sin  wa; 

iaiid  rers  0  qöand  n  angmente  indefiniment  pour  toutes  ces  valeurs 
X,     Appelons   Bn  la  plus  grande  valeur  absolue  que  prend  Au 
[ae  X  varie  de  a  ä  J9;  cette  valeur  Bn  teud  6galement  sur  0 
^jd  n  aagmente  indefiniment.    On  peut  donc  d^terminer  un  entier 
td  que  pour  n  =  m  et  pour  n  >  »i  la  valeur  de  Bn  soit  plus 
^'^  qa'on  nombre  E  si  petit  qu'il  soit 


Bn<E 


(n^m) 


it  ftlors  sc  uuß  valeur  d^termin^e  quelconque  prise  dans  Tintenalle 
...  iS)-  on  a  en  valeur  absolue 


90  Miscellen. 

(2)  awCOStiÄ-f-^itSinnx  <  £J  (« -^  ♦») 

puisque  la  valeur  absoluo  de  An  est  au  plus  6gale  k  Bn.    £n  oatre, 
on  peut  tonjours  supposer  m  assez  grand  ponr  qne  la  valeur  ^'\'KL 

soit  comprise  dans  rintervalle  (a.../J);  la  valeor  «+0-    («-^"») 
est  alors  aussi  comprise  dans  Tintervalle,  et  on  a 

a«cosn^a;  +  £j+*n8in«^a;  +  ^j<£ 
ou  bien 

(3)  — an^viiix-\- bnCOSnx  <iE  («  ^ »») 


Elevant  au  carr^  les  deux  membrcs  des  in^alites  (2)  et  (3)  et  igon- 
tant  membre  h  membro  on  a  Tin^galite 

Comme  E  est  aassi  petit  qa*on  le  veut,  cette  demiere  in^galit^  niontre 

qne  On  et  hn  doivcnt  tendrc  s^par6ment  vers  0  quand  n  aogmei^ 

ind6finiment. 

P.  Appell. 


2. 
Freier  Fall  aus  einem  Punkte  der  Erdoberftftelie. 

Betrachtet  man  die  Erde  als  ein  homogenes  Rotationsellipsoid, 
so  sind  die  Compouentcn  ihrer  Anziehung  auf  die  Masseneinheit  vA 
der  Oberfläche  oder  im  Innern  proportional  den  Coordinaten  des  M 
gezogenen  Punktes,  und  zwar  x^ar,  x^^,  k\  wenn  wir  den  Mittelpunkt 
zum  Anfangspunkt,  die  Erdaxo  zur  Axe  der  «  nehmen,  also  die  Be- 
wegungsgleichungen : 

|^  +  x^x  =  0;    ^+**y«0;    |^+i»,  =  0  (l) 

Ein  Punkt  auf  der  Oberfläche  in  der  Breite  ß^  sei  zar  Zeit  i«-0] 
abgelöst  und  der  Anziehung  überlassen.    Die  x  Axe  gehe  dmrch  seiBOi 
anfänglichen  Meridian;  a  sei  Radius  des  Aequators,  h  halbe  Erdue 
Dann  sind  die  anfänglichen  Werte  von  Xy  y^  %i 

a^cosÄ     ^     b^^mß  ,"g — 53— — s — -- 
-»    0,     -,   wo  r  =  y a»C0B»jl+&«8iii*P 
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nnd,  wenn  fi  die  Rotationsgeschwindigkeit  der  Erde  bezeichnet,  die 
anfänglichen  Componenten  der  Geschwindigkeit: 

'  r 

Entsprechend  diesen  änssem  Bedingungen  sind  die  Integrale  der  ein- 
lelnen  61.  (1): 

sc« C08x<:    y«=^- -sinni:     «  = -cosXt       (2) 

r  KT  r 

Die  absolute  Bahn  ist  demnach  im  allgemeinen  eine  doppelt  ge- 
krflnunte,  transcendente  Linie,  die  einen  elliptischen  Cylinder  vom 
Axenverhältniss  »:fi  umwindet,  während  sie  periodisch  iu  axialer 
Bichtong  zwischen  2  Grenzen  auf  und  ab  geht. 

Wir  betrachten  nun  die  Bahn  relativ  zur  Erde.  Das  System  der 
x^x*i^  anfangs  mit  dem  xyz  zusammenfallend,  rotire  mit  der  Erde. 
IHtnn  sind  die  Relationen  der  Coordinaten: 

sc,  «=  fl;cosfi/-f-^sinfi^ 
y,  = — xsiniU-^-ycosiit 

also  die  Bahngleichungen 

05,  = lcosx<cosfi<  +  ~8inx<smfiM 


a*cosß/  iß.  \ 

y,  =. {-'COSKtHmflt'{--SmiUCO^(it\ 

bHmß 


(3) 


cos  It 
*  r 

Hierans  berechnet,  werden  far  <  =  0  die  Richtungscosinus 

der  Tangente  —  cosft    0,    —  sin/J 

der  Hauptnormale         0,       1,        0 
der  Binormale  sin/J,    0,    —  cos/J 

JUinunt  man  diese  3  Geraden  der  Reihe  nach  zu  Axen  der  a;^,  y«,  ««, 
go  werden  die  Relationen  der  Coordinaten: 

«ii=  ^— ;r-— «iJcos/J+(^--^-»ijsin/3 


(a^cosß        \  .   ^  ,  ßHinß       \  ^  . 


T«a  uuv'. 
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daher  die  Bahngleichungen : 

afj  « "II  — cosx/cos^  —  ^sinsusinftilH (1  — cosli) 

a^COSÖ/  u  \ 


(4) 


3^2  = 


2,  =  ^^'^"^^^P  I— a*(l  — C08x<co8fit— -  sinjtf  BinfiM+&*(l--cosii)> 

Erst  in  dieser  Form  drücken  die  Gleichungen  die  Fallbewegongi 
nämlich  relativ  zum  Horizont  aus,  wie  sie  sich  der  Beobachtung  d•^ 
stellt  Die  Axen  der  a*^,  y^^  s^  sind  nach  unten,  nach  Osten  und  nach 
Süden  gerichtet. 

Wir  wollen  nun  Anwendung  auf  einige  Fragen  machen. 

Handelt  es  sich  nur  um  Fallhöhen,  die  sehr  klein  im  YerhftltiuB 
zum  Erdradius  sind,  so  sind  auch  x/  und  Xt  sehr  klein.  Entwickdt 
man  die  Ausdrücke  bis  zur  4ten  Potenz  von  t,  so  erhält  man: 

^,  -  ~  {«^cos2^(x«-^«;(l  -  "^^t")  +b^sm^ß.  X*  (l  -  ^^^] 

Damit  aber  die  tangentiale  Componentc  der  Schwerkraft  auf  der 
Oberfläche  null  sei,  wird  erfordert: 

i«=J*(x»-».«)  (5) 

Eliminirt  man  hiernach  A,  so  werden  die  Gleichungen: 

'«^  ^^'(**~'*'^  {l-|^[('^*+3fi»)cos«/J+^*(ic»-fi«)Bin«^]} 


^ 


24 


^*  (X«-,*»)  sin /5cos<J  {K«+3fi«  -  ^\x«~,i«>j 


Hieraus  berechnet  wird  der  Bogen: 


«Ja« 
2 


^-V- fi*)  { 1  -  ä  ^*«^«*''+ S^«"-- ^'>^^^^ 


(7) 
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Richtnngscosinos  der  Tangente:  ' 

ft  =  1  — 2  f**C0S«/5;        g^  =  <|»C0S/J  (8) 

Ä,  =  '^8in/?co8<j{jc«+3fi«-^;(x«-.^^)} 
die  der  Hanptnormale: 

/«'  =  —  «f»  cos  /5 ;    i,,' %  {,t»co8«/J + 'p[x« + 3^«  -  Jc*»-*»»)]'} 

die  der  Binormale: 

«4  =-^sin^[*«+3^«-p(x«-^*)} 


»^  =1-18*^''"»"''^  {x*  +  3^*-|i(*»-^«)} 


KrOmmnng  und  Torsion: 


9^ 


rCOSg 


^       .     3^2       r8in^/x«+3fi»      a\ 


]>ie   Bahn  ist  demnach  im  Anfang  unendlich  stark  gekrümmt  und 

«nendlich  stark  tordirt.     Nur  die  Krümmung  verschwindet  am  Pole, 

\'  w&hrend  die  Torsion  nach  dem  Pole  hin  beständig  wächst,  im  Pole 

[!adb6t  natOrlich,  weil  die  Krümmung  fehlt,  keine  Bedeutung  mehr  hat 

Betrachten  wir  jetzt  die  absolute  Bahn  in  ihrem  ganzen  Verlaufe, 
zeigen  die  GL  (2),  dass  sie  sich  selbst  periodisch  schneiden  muss. 
Für  2  Zeiten  e^  und  ^2  ^'^^'^  clie  Werte  von  v  und  y  gleich,  wenn 

ifli.     Damit  alsdann  auch  %  denselben  Wert  hat,  muss 

aan,    wo  h  and  /  ganze  Zahlen  bezeichnen.    Für  das  obere  Zeichen 
hat  man: 


'^  =  (i-i)2«-'    '»  =  G+i)2R 
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das  untere  giebt  keine  Bestimmung  für  t, ;  daher  hat  ein  Knotenpukt 
die  Coordinaten: 

2/xR 

cos  —y-  ;      y  • 


X  =  (—1)*-— — 


(IQ) 


Fragen  wir  weiter:  In  welchem  Abstände  geht  die  Bahn  aa 
Mittelpunkte  vorbei?  Der  Radiusvcctor  zur  Zeit  i  für  die  anftng- 
liche  Breite  ß  sei  r(/?,  0;  ^^^^  ist 


a*co8»/5(l  —  ^—T^  sin««/)  +i*8mVco8*I/ 


(H) 


Den  Maximis  und  Minimis  bei  constantem  ß  entspricht  die  Bediognng: 


r=T 


%  sia2lt 


a 


s 


k  sm2Kt 


=-pCOtV 


(1« 


Da  iL  wenig  grösser  als  x,  so  kann,  wenn  nicht  t  sehr  gross  ist,  T 
nur  negativ  werden,  wo  eine  ganze  Anzahl  Rechte  zwischen  m  und  It 
enthalten  ist,  so  dass,  wenn  k  eine  ganze  Zalil, 

X*  <  Ä?R  <  A« 

Da  ferner  von  <  »  0  an  der  Radiusvector  abnimmt,  so  folgt,  dass  er 
für  ungerade  k  seine  Minima,  für  gerade  k  seine  Maxima  hat 


wo 


Um  Gl.  (12)  approximativ  aufzulösen,  setzen  wir 

TU  =  itR — K(p 
kt  =/;R-f  A(v 


1 


(19 


dann  wird  Gl.  (12): 

'ifV(l-3xV+-)+(*-9>)[l-Ji»(v-9»)»+...]  =  0 
voraus  in  umgekehrter  Entwickelnng: 

Nun  ist,  wenn 
gesetzt  wird, 


(") 


b  =  aCOSa 


0<X  — x<A  — Vx»  — 


a— ft 


2l8ill>^ 


also 
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0<vx<4ikR8in«i« 

sind  vx,  vX  kleine  Grössen  von  der  Ordnung  a^;  von  gleicher 
Ordnmii^  siad  dann  anch  xg^,  kfp^  ferner  fftr  gerade  A;  auch  sinx<, 
•inA<,    und,  solange  Tenne  mit  dem  Factor  a^  nicht  in  Rechnung 


9>  — 


1— r 
ist 

^        j,_  ^   ,   COt'g  _  l  +  tg»ttC08»g 

""     '  cos*a  ^         sin*/5 
also 

9>  =  vsin*/?(l  —  tg*«cos*j5 -}-•••) 
•^iwiifnnm  des  Radiusvoctors  wird  nun: 

KA  tp)  =  ^cos/J(l+i8in««sin«/J+ . ..)  (15) 

l^ssten  auf  dem  Aequator: 

KO,g  =  ^ 

In  den  Punkten  grösster  Radienvectoren, 

r(/?,  /^)  «  a(l  — i8in«asin«/J+...) 

kommt  die  Bahn  der  Oberfläche  stets  nahe,  doch  nicht  am  nächsten. 

Bedins^mg  des  kleinsten  Abstandes  6  von  der  Oberfläche  ist,  dass  die 
die  Meridianebene  projicirte  Tangente  der  Bahn  der  Tangente 
Meridians  im  Fusspnnkte  der  Normale  zur  Oberfläche  parallel 

Bezeichnet  y  die  Breite  des  Fusspunkts,  p  =  Vo^+y^  den  Ab- 
you  der  Axe,  der  Index  0  die  Werte  der  topischen  Grössen 
fhr  den  Fnsspunkt,  so  sind  die  Bedingungen  der  Parallelität  und  der 
norm*l6n  Richtung: 

tgy— g-,       tgy»--^  (16) 

^o8^+363»  -=  p8p+»3«  (17) 

a ocos*atgy 


ist,  so  erhält  man  nach  Elimination  von  y: 


,8,+.B.  -      .  °°7-     ^.  (18) 
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eine  Gloichung  welche  zeigt,  dass  der  Radiusvector  V^*-|-**  ^ 
grösster  Nähe  der  Oberfläche  noch  um  ein  Geringes  variirt  and  zwv 
in  gleichem  Sinne  mit  q. 

Ftthrt  man  fttr  d^,  Bz  ihre  Werte  ans  (2)  ein,  so  kommt,  n&fik 
Division  durch  gdg: 

1  +  rCOS»«  tg»/J  =        ■  ,        "  ^    :  (19) 


r  **+V2'co8«t«»^/ 


Bis  aaf  eine  Differenz  von  der  Ordnung  a**>  genflgt  dieser  Gldchstg 

der  l^ert  i 

T=— cot«/3(l  —  iX  Vsin««  8in»/Jco8»/?)  (20) 

woraus  nach  der  allgemeingOltigen  Gl.  (14): 

9>=v8in»/5{l+ Vco8«/J[x8sin*/5— A«co8»/J(cos*/J  —  J8in«asin«j?)]j  (21) 
Durch  Differentiation  der  Gl.  (2)  ergiebt  sich: 
dp     cotjJ              cosAt  ,  cot/S  (.     ..^.         ..       ,     ,  11 

1/  1 2  cos^asin^x^ 

daher  ist  nach  (16),  wenn  man  auch  die  Werte  (20)  (21)  anwendet, 
tgy  =  ± tg/5  Jl  —  -2"  co82/J(l-sin»osin«/J)  >  (22) 

Durch  ^  sind  nun  nach  (13)  und  (2)  q  und  x,  durch  y  dio  Grtaei 

a^cosv  ^sinv 

^^  ""  y^Ö8»y4^8inV '         ""  yä»cös«y-|-d*sin«/ 

bekannt,  und  durch  diese  der  kleinste  Abstand  von  der  Oberfläche 

'^   cosy         siny 

Beide  Ausdrücke  geben  ttbereinstimmend: 

o*  A*v* 
^  =»  — K^  <^o^*^^voffico%^ß^  (23) 


In  Gl.  (22)  gilt  das  obere  Zeichen  fOr  gerade,  das  antere  Ar 
gerade  \k.  Sie  zeigt,  dass  der  fallende  Körper  nach  Beflexion 
Gegenpunkt  der  Erde  weiter  nördlich  oder  weiter  sfldlich  wieder- 
kommt, jenachdem  er  nördlich  oder  südlich  vom  nördlichen  Pardlel- 
kreise  ^R  ausgegangen  ist. 
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I>io  BerechnuDg  gicbt  düu  Anlass  zu  einigon  Fragen.    Setzt  man 
4lp    Btmtt    it,  so  zählt  k  dio  Rückkanfte  des  fallenden  Körpers  nach 

am  Gegenpnnkte  der  Erde.    In  der  Zwischenzeit 


ist  der   Ausgangspunkt  um 


Am, 

% 


t  = q> 


f** 


4^•fiR 


w 


ch  Osten  gerückt.    Bezeichnet  ri  die  Länge  der  Projection  des  Kör- 
die  Oberfläche  zur  Zeit  der  grössten  Nähe  vom  anfönglichen 
an  gerechnet  nach  Osten,  so  ist 


also  nach  (2) 


tg(iy+fiO  =  ^tgx«  ==  — ^tgX?) 


~tg{.a9(l  +  — 3-^%*+.  .)} 


nach  (13)  (21) 


n 


4A;fiR 


—  Jjä(** — ft*)  v^  sin*/3  — . . . 


(24) 


Die  Zonahmc  der  Breite  beträgt: 

y—  /J  =  —  il«v*8in4/J(l  —  sin^a  8in«/5)  (25) 

bis   auf  eine  Differenz  von  der  Ordnung  a^    Nach  (24)  kommt  der 
Kdrper  stets  ein  beträchtliches  weiter  in  Westen  zurück. 

Aus  den  61.  (3)  ergiebt  sich  die  Geschwindigkeit  relativ  zur  Erde: 


9«! 


a 


2 


^  =:  r.  (»«  — ^:i)v8in/JcOS/5 

and  die  Bichtungscosinus  der  relativen  Bahn : 


(26) 


^^  —  8in/Jcosfi^,      |j^ sinjJsinfif,      |j cos/J     (27) 


I>en  nnmcrischen  Werten  mögen  zu  Grunde  liegen  die  der  Halb- 
sten des  Meridians  in  Meter 

loga  =  6,80464;     logi  =  6,80319 
die  der  Schwerkraft  bei  /)  »  jR  in  Meter  und  Socnnden 


yi(l+co8*o) 


=  9,8059 
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und  der  Rotationsgeschwindigkeit  in  Secunden 

'*""  21600 
Hieraus  ergiebt  sich: 

iog(x«— ^«)  =  4,18612—10 
log%  =  7,09381—10 
logA  =  7,09461—10 
log^  =  5,86167—10 

Die  Gleichungen  der  relativen  Bahn  fär  Nadir-,  Ost-  mA  Sft 
Richtung  und  fOr  /}  ==  ^R  sind: 

x^  =  4,9030««(1— 0,00000012923«») 

y,  =  0,00016  808«« 

z^  =0,0000000022144«* 

«2  =  4,9030««(1  —  0,0000001285  7t^ 

die  Richtungscosinus  der  Tangente,  Hauptnormale,  Binormale: 

/,    «1—0,0000000013  221«» 
g^'  «  1—0,0000000019  393«» 
74  «  1 — 0,00000  00006 1714«» 
Ä,' «  —  „1,  =  0,00003  5132« 
^  =      Ä,  =  0,00000000090329«« 
gt  =  — /,'  =•  0,00005 1422« 

der  Krflmmungs-  und  Torsionsradius: 

^  =  190694« 

CT} 

1^  _  93038e 

die  Knoten  der  absoluten  Bahn  worden  erreicht  in  den,  den  Di 
zeichen  entsprechenden,  in  Stnnden  ausgedrflckten  Zeiten: 


0,70200« ± 0,70592*         (*>0,    l>k) 


In  den  folgenden  Fragen,  deren  Resultate  wir  wieder  ni 
/3  »  |R  angeben,  handelt  es  sich  zunächst  um  die  Werte  Ton 
q>.    Hier  ist 

log  l  =  0,31378 ;       log|  =  0,01276 

Die  Correction  von  9  in  den  Ausdrücken  (14)  und  (21)  ist 
-<  10~^,  daher  ohne  Anwendung. 
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erste  Minimam  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte  findet  statt 
077  Minuten  und  ist 

»  264801  Meter 

zweite  Minimum  der  Entfernung  von  der  Oberfläche,  d.  i. 
ßrsten  Rückkunft,  wird  erreicht  nach  1,4051  Stunden  und  ist 

i  =  82,050  Meter 

genzunahme  ist  hier 

iy  =  —  0,23438R  -«  —  21,094  Grad 

benzunahme,  wie  Gl.  (25)  zeigt,  y  -  /?  =  0.  Der  Körper  hat, 
er  Oberfläche  am  nächsten  kommt,  noch  eine  relative  Ge- 
gkeit 

-^  —  40,393  Meter 

gentialrichtung  in  diesem  Punkte  bestimmt  sich  am  einfach- 
h  Uebergang  zum  Horizont  des  gleichzeitigen  Ortes  (Länge  i/, 
).  Die  Gleichungen  der  Bahn  in  Bezug  auf  die  neue  Nadir-, 
idrichtung  gehen  aus  (4)  durch  Substitution  von  fi^-f*^  ^^^ 
und  ß  hervor,  wobei  jedoch  das  schon  in  (3)  enthaltene  ß 
lert  bleibt  Durch  Differentiation  der  so  gebildeten  Coordi- 
,  ^s,  z^  findet  man  genau  dx^^O  und  in  erster  Näherung : 

8Äs:?y8  =  I:f4vsin^/J 

iriationen  positiv.    Daher  weicht  die  Tangente  von  der  Süd- 
nach  Osten  zu  um  einen  Winkel 

^^   =  0,00013485  R 


2y2 


andere  Breiten  ß  sind  einesteils  nur  die  Factoren  V2sin/3, 

hinzuzufügen,  wie  es  die  bezüglichen  Formeln  verlangen, 

;en  aber  bedarf  es  noch  kleiner  Correctionen  von  der  Form 

welche  gleichfalls  aus  den  Formeln  leicht  zu  entnehmen  sind. 

R.  Hoppe. 


3. 

Beweis  eines  Satzes  über  Projeetionen. 

*  Professor  R.  Staudigl  hat  in  den  Sitzungsberichten   der 
ademie  der  Wissenschaften  zu  Wien  (math.-naturw.  Classe. 


I 

I 
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LXIV.  Bd.  II.  Abth.  1871.)  eine  Abhandlung  „üeber  dio  Id 
von   Coustructionen  in  perspcctivischcr ,  schiefer  und  orthoj 
Projoctiou^^  abgefasst,  welcher  folgender,  von  ihm  allererst 
gemeinster  Form  ausgesprochener  Satz  zu  Grunde  liegt: 

„Alle  Aufgaben  der  darstellenden  Geometrie,  bei  denen 
ein  Längen-,  noch  ein  Winkelmaass  in  Betracht  kommt,  al 
Aufgaben,  welche  der  Geometrie  der  Lage  angehören,  köni 
ganz  gleiche  Weise,  durch  ganz  dieselben  Linioncombinationea 
in  perspectivischor,  wie  in  schiefer  als  auch  orthogonaler 
metrischer)  Projection  gelöst  werden.** 

Der  Verfasser  gelaugt  zu  diesem  interessanten  Schlüsse, 
er  zeigt,  dass  es  für  jeden  beliebigen  Punkt  des  Raumes  uo 
viele,  mit  einem  gegebenen  collineare  Ilaumgebilde  gibt,  wel 
demselben  Punkte  auf  eine  gegebene  Ebene  projicirt,  diesell 
jection  liefern,  wie  das  ursprüngliche  für  ein  gegebenes  Centi 

Nachdem  der  ersterwähnte  Punkt  auch  in  unendlicher 
gedacht  werden  kann,  ist  einleuchtend,  dass  jede  ebene  Gentr) 
Parallelprojectiou  irgend  eines  Raumgebildes  sowohl  als  eine  c 
als  auch  eine  schiefe  oder  orthogonale  Projection  eines  mit  ( 
gebenen  coUinearen  llaumgebildes  für  irgend  ein  beliebiges 
tionscentrum  betrachtet  werden  kann. 

In  den  folgenden  Zeilen  soll  ein  einfacher  Beweis  dieses  l 
Satzes  geliefert,  und  einige  Bemerkungen,   das  Wesen  der  . 
betreffend,  beigefügt  werden.    Bekanntlich  genügt  es,  den  Bei 
das  einfachste  Raumgebilde,  für  ein  Dreieck  zu  liefern,  wie 
Herr  Staudigl  in  seiner  Abhandlung  für  hinreichend  vorausse 

Wir  denken  uns  ein  Dreieck  abc^  die  Projectionscentra  « 
dann  die  Projectionsebene  E, 

Vermittelst  der  Projectionsstralen  SaSbSc  aus  s  gdani 
zu  der  Projection  a'^'c'. 

Durch  das  Centrum  ^a  und  diese  Punkte  sind  nun  ne 
Projectionsstralen  gegeben,  welche  laut  des  zu  beweisenden 
die  Ecken  des  mit  ahc  collinearcn  Dreiecks  ^aH^c  enthalten 
(Bezeichnen  wir  diese  Stralen  mit  S^aS^hS^c). 

Um  dasselbe  zu  finden  berücksichtigen  wir,  dass  die  Sei 
Dreiecks  abc  die  Projectionsebene  in  den  Punkten  mnp  einer  ( 
G  treffen,  welche  (Punkte)  auch  den  Seiten  des  Dreiecks  a 
gehören  müssen.    Jede  beliebige  Ebene  des  BOacheb  G{mm^ 
die  Geraden  ß^aS^hS^c  in  drei  Punkten  ^a^^'o,  dieae  trili 
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iessen  Seiten  unbedingt  die  Punkte  mnp  enthalten.  Folglich 
t)e  mit  a'^»'c'  collinear  verwandt,  und  kann  letzteres  für  die 
\  des  eratereu  aus  U  betrachtet  werden. 

haben  aber  die  Seiten  der  Dreiecke  dbc^  ^a}lAc  in  der  Pro- 
ene  die  Punkte  mnp  gemein,  und  sind  folglich  auch  unter- 
collinear.  Daher  müssen  die  Geraden  G{a}a\  G(b^b)^  G{c^c) 
leinschaftlichen  Punkt,  das  Centrum  h  der  Collineation  ent- 
18  zu  beweisen  war. 

die  Projectionsebene  zur  CoUineationsebene  wird,  bedarf 
er  Erwähnung. 

it  leicht  einzusehen,  dass  nicht  nur  die  Dreiecke  abc^  ^a^l^c^ 
lie  ganzen  Systeme  SaSbSc^  S^aS^hS^c  einander  collinear 
sind,  für  h  als  Centrum  und  E  als  CoUineationsebene,  folg- 
die  Gerade  s^s  das  genannte  Centrum  h  enthalten. 

diese  Beweisführung  auch  bei  allgemeinen,  also  nicht  ebenen 
beibehalten  werden  kann,  geht  aus  dem  Umstände  hervor, 
beliebiges  Kaumgebilde  mit  seiner  ebenen  Projection  sich 
Itnisse  der  Collineation  beiludet*). 

rauchen  wir  näher  die  besprochene  CoUiuearverwandtschaft, 
wir,  dass  dieselbe  immer  zur  Affinität  (speciell  Symmetrie) 
inn. 

5gen  muss  der  Fall  der  Aehnlichkeit  (speciell  Congruenz) 
isgeschlossen  bleiben,  weil  derselbe  eine  unendlich  entfernte 
onsebene  erheischt,  was  unseren  Voraussetzungen  bezüglich 
ctionsebene  widerspricht. 

)  die  Affinität  unendliche  Male,  die  Symmetrie  aber  nur  ein 
effen  kann,  ist  an  sich  klar.) 

'"*  ™  1  unendlichen  1   ^"^  ^^^   ^^^   {Affinität,  Symmetrie} 

endüche;  ^b  liegt  dann  in  der  {unendlichen}  ^^*^^°  ^^*'')' 

,  ,.  ,   .      ( endlichen     \  . 

olghch  im  (^^^^^.^^^}  zu  suchen. 

en  wir  nun  zu  der  ursprünglichen  Bedeutung  unserer  Anf- 
ick,  dann  folgt  daraus,  dass  in  diesen  Fällen  die  Projectionen 
beide  central  oder  beide  kliuogonal  (orthogonal),  also  immer 
sein  müssen.    Aus  der  Umkehrung  folgt  dann: 

tf  Modul  derselben  ist  diiuii  A  =  0,  also  («flji'aa')  =  0,  folglich 
oder  o'  =  OE' 
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Sollen  die  Projectioneu  auhomogen  sein  —  und  dieses  dArfte 
bei  der  praktischen  Auswertung  unseres  Satzes  einige  Widitigkat 
haben  —  darf  weder  der  Fall  der  Affinität,  noch  der  der  Synunetrie 
vorausgesetzt  werden,  und  es  bleibt  nachher  nur  der  allgemeinfte 
Fall  —  der  Collineation  —  zur  Verfügung. 

Aus  diesem  Schlüsse  geht  wieder  herror,  dass  das  Centnm^ 
bei  anhomogenen  Projectionen  immer  im  endlichen  zu  suchen  ist 
(Natürlich  nicht  umgekehrt.) 

(Dass  wir  bei  vorausgesetztem  Originalgebilde,  endlichem« und ^ 
immer  eine  unendliche  Anzahl  von  endlichen,  und  ein  einziges  n- 
endliches  ^s  erhalten,  ist  einleuchtend.) 

Es  sei  endlich  noch  erlaubt,  an  einem  Beispiele  zu  zdgen,  lis 
ratsam  es  ist,  bei  Benutzung  des  Staudigl'schen  Satzes  die  mdmib 
besprochene  allgemeine  Collinearvorwandtschaft  der  vertanschbiRi 
Raumgebilde  (als  solche)  gehörig  im  Auge  zu  behalten,  um  faMM 
Schlüssen  vorzubeugen.  Dem  besprochenen  Originalsatze  znfdge 
müssto  anscheinend  folgender  Schluss  als  richtig  erscheinen: 

Das  centrale  Bild  von  einem  hyperbolischen  Paraboloide  mit 
hyperbolischer  oder  elliptischer  Contour  kann  für  das  klinogosak 
(orthogonale)  von  einem  coUincaren  hyperbolischen  Paraboloide  an- 
gesehen werden ;  —  und  doch  ist  laut  anderen  geometrischen  ErU* 
Hingen  diese  Voraussetzung  falsch.  Das  Centmm  U  liegt  inTO^ 
liegendem  Falle  in  unendlicher  Entfernung,  s  entspricht  folglich  eiaei 
unendlich  entfernten  Punkte,  die  Ebene  Es  (durch  s  parallel  zorPn- 
jectionsebene,  also  Verschwindnngsebene)  nachher  der  unendlich  ei^ 
femten  Ebene. 

Soll  nun  die  Contour  unseres  Bildes  hyperbolisch  oder  eUipU 
sein ,  muss  das  hyperbolische  Originalparaboloid  die  Es  in  einer  iD- 
gemeinen  Curve  zweiten  Grades  durchschneiden;  dann  muss  aber  A 
collineare  Fläche  mit  der  unendlich  entfernten  Ebene  auch  eine  al- 
gemeine Curve  zweiten  Grades  gemein  haben,  ist  also  kein  h/po^ 
bolisches  Paraboloid  mehr,  sondern  ein  einmanteliges  Hyperboloid. 

Nur  bei  parabolischer  Contour  wird  einem  hyperbolischen  har\ 
boloide  ein  collineares  hyperbolisches  Paraboloid  entsprechen. 

(Das  ursprüngliche  durchschneidet  nämlich  die  £«  in  zwd  radsi 
Geraden,  und  folglich  muss  das  collineare  Raumgebilde  mit  der  ü*! 
endlich  fernen  Ebene  auch  zwei  Gerade  gemein  haben,  fol^ich  nd 
ein  hyperbolisches  Paraboloid  sein.) 

Prag,  März  1879.  Ant  Suchardi. 
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kaerlauifeB  über  das  Erzeairniss  eines  eindentigren  Strahlenbttsehels 
ind  eines  zweidentigren  Stralilensystenis  zweiter  Classe« 

Die  Gesammtheit  der  aas  den  Punkten  einer  Geraden  p  an  einen 
Eeg^linitt  T  gelegten  Tangenten  sei  die  erzeugende  Tangenten- 
arolntion  «/,  ilir  möge  das  Stralüenbttscliel  d  projectivisch  sein. 

Beide  Strahlgebilde  bilden  auf  irgend  einer  Geraden  G  der  Ebene 
m  zweideutige  Punktreihen  a  und  ß.  Denn  irgend  ein  Strahl  x^ 
m  J  trüR  G  in  einem  Punkte  a„  welchem  in  der  Reihe  ß  die  zwei 
Iduut^unkte  ß^\  ß^'  der  x^  entsprechenden  Tangenten  x^\  x^'  von 
r  mit  G^  zugeordnet  sind.  Aber  man  kann  auch  aus  jedem  Punkte 
^  zwtt  Tangenten  x^\  x^'  an  den  Trägorkegelschnitt  T  legen,  welchen 
kh  Elementen  der  Tangenten-Involution  zwei  verschiedene  Strahlen 
:^Ct  entsprechen;  diese  treffen  nun  G  in  den  /?,  zugeordneten  zwei 
Pakten  «,,  a,  ^^^  ^-  ^^^  ^^^  gemeinschaftlichen  Punkte  der  zwei 
Ewddeutigen  conlocalen  Reihen  sind  die  Schnittpunkte  der  Geraden  G 
wX  dem  Erzeugnisse  von  J  und  d  und  man  kann  daher  sagen: 

1.  „Das  Erzeugniss  eines  Strahlenbtlschels  und  einer  ihm  pro- 
eetiTischen  Tangenten-Involution  zweiter  Ciasso  ist  eine  Curve  vierter 
Drdaung."  *) 

Durch  die  Construction  erhält  man  auf  jedem  Strahle  von  d  zwei 
uwenpunkte,  nämlich  die  Schnittpunkte  eines  Strahles  mit  den  ihm 
antqnrechenden  Tangentenpaare  der  Involution,  und  es  ist  daher  d 
idkt  ein  Doppelpunkt  der  Curve. 

Dies  ist  auch  daraus  ersichtlich,  dass  den  aus  z/  an  T  gelegten 
IiQgenten  i^'f  i^^  so  der  Tangente  d^'  und  der  ihr  coi^jugirten  6^' 
Bb  Strahl  d|  in  J  entspricht,  welcher  von  d/  in  z/  getroffen  wird. 
ttf  ihm  li^  also  ausser  d  nur  ein  Curvcnpunkt  (6^,  ^i"),  woraus 
rir  erkennen,  dass  i^  und  demnach  auch  ^2  Tangenten  der  Curve 
«  Punkte  J  sind: 

2.  ^er  Scheitel  des  erzeugenden  Büschels  ist  ein  Doppelpunkt 
^  Curve,  die  den  aus  ihm  an  den  Trägorkegelschnitt  T  gelegten 
iuigenteu  entsprechenden  Strahlen  des  Strahlenbüschels  sind  die 
^pelponktstangonten.'^ 

Das  Strahlenbüschel  J  (Fig.  1.)  und  die  Tangenten-Involution  J 
lilen,  wie  bereits  erwähnt,  auf  der  Involutionsaxe  p  zwei  coaxiale, 
X^jectivische  Punktreihen  i  und  x,  deren  Doppelpunkte  di  und  J^ 
Auenk  mögen. 

*)  Siehe  besflglich  der  Construction  der  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit 
K'  Cnnre:  „lieber  Cnrren  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten"  Sitzb.  d. 
Akftd.  d.  Wistenich.  sn  Wien.  Jännerheft  1879. 
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(liosom  Strahle  tn^  entsprechenden,  also  dem  dnrcli  ßi  gehenden  Strahle 
von  J  zugeordneten  Strahl  li  des  Büschels  P  zum  Schnitt  gebrscbt 
liefert  einen  Punkt  von  k, 

Lässt  man  nun  ß^  mit  d  coincidiren,  so  ersieht  man  ans  der 
Wiederholung  der  eben  angedeuteten  Constmctiou ,  dass  d  auch  ein 
Punkt  dos  Kegelschnitts  k  ist,  also  ein  Schnittpunkt  von  T  nadk 
Die  in  ihm  an  7*  gelegte  Tangente  trifft  daher  G  in  einem  der  im 
sich  selbst  entsprechenden  Punkte  der  conlocalen  ein-zweidentiga 
lleihcu.  Diese  Tangente  fällt  mit  G  zusammen  und  schneidet  sie 
also  in  dem  Berührungspunkte  «/,  in  diesem  Pnnkte  haben  also  G,  T 
und  die  Curve  zwei  unendlich  nahe  Punkte  gemein,  was  zn  beweisen  wir. 

().  „Construction  der  Curve  C*  aus  den  drei  Doppelponkten  nad 
fünf  weitern  Punkten,  sowie  Construction  der  unendlich  vielen  die 
behandelte  Curve  vierfach  berührenden  Kegelschnitte.'* 

Einen  der  Doppelpunkte  etwa  d^  wähle  man  zum  Scheitel  da 
orzougendeu  Strahlbüschels,  die  Verbindungslinie  der  beiden  andoi 
zur  Involutionsaxe  p. 

Die  nach  den  einzelnen  Curvenimnkten  nii^  m,,  ...  m^  gehendes 
Stralileu  des  Büschels  di  schneiden  p  in  Pnnkten  £i,  fs»  •••  &  <l^ 
Constructionsreihe  £.  Einem  dieser  Punkt  (x  weise  man  einen  be- 
liebigen Punkt  Xj  der  Geraden  p  als  entsprechenden  der  von  dff 
Tangenten-Involution  auf  p  gebildeten  Reihe  x  zu.  Durch  ^ti  ^» 
fi  und  X,  ist  die  Projectivität  der  Keihen  £  nnd  %  bestinunt 

Cunstruirt  man  die  den  Punkten  ^j,  (j,  (3,  £4,  {5  ontsprecheite 
Punke  X],  x^,  x.„  x^,  X5  der  Keiho  x  und  verbindet  diese  mit 
ihnen  entsprechenden  d.  h.  mit  gleichem  Index  versehenen 
punkten,  so  erhält  man  fünf  Tangenten  des  Trägerkegclschnitts,  dntk 
welche  dieser  bestimmt  ist. 

Die  Construction  der  Curve   kann  in  der  bereits  angegebeMt 
Weise  durchgeführt  werden. 

Wir  haben  dem  Punkte  £]   einen  beliebigen  Punkt  »|  ab 
sprechend  zugewiesen  und  erhielten  einen  ganz  bestimmten 
kegelschnitt;  daraus  folgt,  dass  es  unendlich  viele  solche  K 
gibt,  deren  jeder  die  Cur^'e  vierfach  berührt  und  als  Trflger  der 
genten-Involution  betrachtet  werden  kann. 

Jeder  dieser  Kegelschnitto  kann  auch  als  Träger  der  T 
Involution  J^  für  einen  andern  Doppelpunkt  Jf  als  Scheitd  dei 
zeugenden  Strahlbüschels  angesehen  werden.    Daraus  folgt,  dl* 
nur  eine  einfach  unendliche  Reihe  solcher  Kegelsduiitte  gibt, 
dreimal  so  viele  dieselbe  Curve  erzeugende  Tangenten-InvidiitioMii 

Wien,  März  1879.  Adolf  Ameseder. 
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Die  dreiaxigen  Coordinaten   in  den  Gleichnngen 

1.  und  2.  Grades. 


Von 

W.  Veitmann. 


Die  Grundlagen  der  Lehre  von  den  Dreieckscoordinateu  sollen 
Q  Folgenden  unabhängig,  also  ohne  die  ('artesischen  Coordinaten  als 
tSlIlBmittel  zu  benutzen,  entwickelt  werden.  Als  weitere  Eigentümlich- 
eit  der  hier  gegebenen  Darstellung  dieser  Theorie  werden  in  die  Glei- 
Hug  der  geraden  Linie  und  hierdurch  auch  in  andere  Gleichungen 
\e  Seiten  des  Axendreiecks  mit  eingehen.  Es  ist  dies  von  wesent- 
cber  Bedeutung  für  die  Anwendung  solcher  Coordinatensysteme. 

Die  Natur  des  durch  eine  Gleichung  gegebenen  geometrischen 
cbildes  hftngt  nämlich  nicht  blos  von  den  Coefficienten  der  Glei- 
Mag,  sondern  auch  von  der  Beschaifeuheit  des  Coordinatendreiecks 
k.  So  kann  s.  B.  je  nach  der  Gestalt  des  letzteren  eine  und  die- 
Ae 'Gleichung  2ten  Grades  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel 
ifrlsentiren.  Sobald  aber  von  dem  Coordinateudreieck  die  Seiten 
daTerUUtniss  nach  bekannt  sind,  während  die  absolute  Grösse  der- 
tten,  aowio  die  Lage  des  Dreiecks  noch  willkürlich  bleibt,  lässt  sich 
Itaeheidon,  welche  von  obigen  Curvcn  iu  einer  gegebenen  Gleichung 
tau  Grades  enthalten  ist.  In  der  Tat  wird  im  Folgenden  nach  Auf- 
tlbmg  der  allgemeinen  Theorie  der  Dreieckscoordinaten  als  An- 
miuDg  derselben  eine  vollständige  Discussion  der  Gleichung  zweiten 
Bdef  gegeben  werden.  Vorausgesetzt  werden  einige  Begriffsbestim- 
ngen  and  Sätze  aus  der  rein  geometrischen  Lehre  vom  Schwer- 
ikt. 
r#ii  Lxiv.  9 
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1.  Wir  sprechen  von  den  Gebenden  einer  Ebene,  wie  man  tm 
den  Weltgegcnden  des  Horizonts  spricht.  Unter  der  Richtong  dn 
senkrechten  Abstandes  eines  Panktes  von  einer  Geraden  venrtehoi 
wir  die  Richtung  nach  dem  Fnsspnnkto  hin.  Parallele  AbstAnde,  alw 
solche  die  zu  ein  und  derselben  oder  zu  parallelen  Geraden  gditai, 
haben  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen,  je  nachdem  sie  nad 
derselben  oder  nach  entgegengesetzten  Gegenden  der  Ebene  gerick- 
tet  sind. 

2.  AjyUA^  (Fig.  1.)  sei  das  zur  Bestimmung  der  Lage  vm 
Punkten  und  geraden  Linien  dienende  Axendreieck.  Die  Abstlods. 
eines  Punktes  von  den  drei  Axen  nehmen  wir  alle  ihrvi  positiv,  wen 
der  Punkt  im  Innern  des  Dreiecks  liegt.  FOr  alle  übrigen  Paakli 
bestimmen  sich  dann  die  Vorzeichen  der  AxenabstAnde  nach  1. 

3.  Neunen  wir  die  Axenabstände  eines  Punktes  sc^^  x^,  ^^^  ^ 
zugehörigen  wesentlich  positiven  Seiten  des  Axendreiecks  «„  ^  ^ 
und  den  doi)pelten  Inhalt  des  letzteren  JK  so  ist  immer 


0) 


Ä|  .r,  +  *jf  ii^s  ~r  '.n  '.s 


/) 


In  Füllen,  wo  es  dahingestellt  bleibt,  ob  drei  gegebene  Gr6nci, 
die  Axenabstände  eines  Punktes  ihrer  Grösse  oder  nur  ihrem  Va«-{ 
haltniss  nach  sind,  neimen  wir  sie  Verhältnissabstftnde.  ia 
den  VerhültnissabsUinden  a^ia^:  o^,  eines  Punktes  erhalt  man  dii| 
wirklichen 


aiD 


(->) 


u-y  =*     r  -  - 


a.D 


» 


*l«l  +  '»S«»  +  «8Ö8 


4.    Die  Abstände  einer  geraden  Linie  von  den  Ecken  des  Ascr 
dreiecks   nennen   wir  die    Knotenabstände  der   geraden  Liv 
Für  die  Vorzeichen  derselben  gilt  das  unter  1.  Festgesetzte.    Xf 
welcher  von  den  beiden   einander  entgegengesetzten  Gegenden 
Ebene  man  die  positiven  Abstände  gerichtet  sein  Iftsst,  ist  gleich/ 
tig,  falls  nicht  besondere  Bedingungen  hinzukommen,  welche  ftr 
bestimmte  derselben  entscheiden. 

Bios  ihrem  Verhältniss  nach  gegebene  Abstände  nennen  wir 
hier  Verhältnissabstände.  Aus  letzteren  lassen  sich  die  wurk' 
Abstände  ebenfalls  leicht  berechnen.  Es  seien  die  Knotenab 
*']i  *^9  «<3  einer  Geraden  L  (Fig.  1.)  durch  die  Proportion 
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,    WO  die  b  bekannte  Grössen  sind.    Es  sollen  die  wahren 
der  u  bestimmt  werden. 


hat 


«4 


(4) 


«  =  ^«.  — 


V  = 


s* 


15) 


W 


OL  (3)  kann  man  setzen: 

man  diese  Werte  in  (4),  so  wird: 

^f'=pHb,-b,)*+p;F,' 


wenn  man  die  hieraus  bestimmten  Ps^s)  ^a^^i»  ^i^s  >n  (5)  ein- 
so  erhAlt  zur  Bestimmung  von  p  die  Gleichung 

Gleichung  befreien  wir  von  den  Wurzeln  mit  IlQlfe  dos  Satzes, 

wenn 

a+b+c^O 
Mich 

weicher  sich  durch  folgende  nach  und  nach  aus  einander  hervor- 
le  Oleichöngen  ergibt: 

abc(a+b+c)  —  0 
a*bc  -}-  ab^c  -}-  obc^  ■=«  0 

wir  hier  für  a,  b  und  <;  die  in  Gleichung  (7)  enthaltenen  Wur- 
so  wird 
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[v~p'(6.-i.n*+rv-P*(ftn-6.)T+[v-i'*(',-ii)7 

-2|h»-p«{S,-Aa)'][.,S-p*(S,-6.)»j 

+  [»i'-p*(6i-*.)'G[V-|''('',-i.)']|=0 
oder 

}CSi-J,)*+(A.-*i)M-{*i-«i)*-2[(6.-*s)*(ft5-*.)»+{*.-NW*,-*J 
+(*o-Ai)Vi-i,)*]|yM-2(»i»C-(*.-*s)*+<*s-6i)H-(4i-*.)*l 

+.,*[(i,-A,)M^-^)H-(i.-*.)*]+',»[(ft,-i»)*-K4,^,)* 

Nach  obigem  algebraischem  Satze  ist,  da  Aj— ij,  6j  — 6,  und  6,- 
zur  Sttinme  Null  baben,  der  Coefficient  von  p*  der  Nall  gltich.  Ki 
demselben  Satze  mnss  der  von  p  freie  Teil  durch  ti4-*i+*j  t«>l 
sein  und  man  kann  denselben  daher  ale  Prodnct  voa  «i+*i+*3 
einer  Grösse  dritter  Dimension  darstellen.  Indem  man  zugleicli 
Coefficienten  von  p*  etwas  anders  schreibt,  erhält  man: 

^l(».-6.)*(-*.*+«,*+V)+(*a-ti)W-V+*3') 

+  {*.-ti)*(»i»+V-«3'')lp*-(''i+*«+»s)[»i(-«i'+'.'+V) 

+»,(*i'-«»»+''»')+».(«i'+V- V)]  =  0 

also,  nenn  man  -'■  ^  J-"^-^-  mit  t*  bezeichnet: 

Hieraus  ei^ebcn  sich  für  p  zwei  Werte  und  die  wirklichen  Absti 
der  Linie  L  siod  dann 

Wenn  demnach  noch  die  Gegend  angegeben  ist,  nach  welcher 
selben  positiv  genommen  werden  sollen,  so  ist  die  Lage  einer 
raden  dnrch  ihre  VerlitUtnissabstttnde  vollstfindig  bestimmt. 

Wenn  mau  die  Werte 

,,„.,«.,     i,=±^     b,^±^ 

in  Gl.  (8)  einsetzt,  so  erhält  man,  indem  man  mgleich  den  da* 
heit  gleichen  Bruch  umgekehrt  achreibt: 


in  den  GUhhunffM  1,  und  2.  Grades.  }17 

ficdjogattg  dafür,  dass  drei  Grössou  i^,  %,  u^  dio  Kuotenabstäode 
^  gerade  Linie  sind. 

6.  Man  lege  eine  Gerade  L  durch  den  Schwerpunkt  O  des  Axen- 
iecks  (Fig.  2.).  Dio  Knotenabstände  derselben  seien  v^^  v,,  V3. 
in  ist 

)  H  +  H+H^^' 

in  dem  absoluten  Werte  nach  ist  das  arithmetische  Mittel  ans  v^ 
I  v^  gicidi  der  Senkrechten  vom  Punkte  P3  auf  L^  diese  Senk- 
lite  aber  die  Hälfte  von  1*3. 

Femer  ist,  wenn  man  die  Axenabstände  des  Schwerpunkt«  mit 
^  I3  bezeichnet: 

2 
ü  jedes  von  diesen  Producten  0    des   Drciecksinhalts   ist.     Daher 

auch  nach  (10) 

r  den  Schwerpunkt  und  jede  durch  denselben  gehende  gerade  Linie 
tekt  also  diese  Gleichung  die  vereinigte  Lage  von  Punkt  und  6e- 
e  aus.  Wir  werden  jetzt  nachweisen ,  dass  eine  solche  Gleichung 
emein  diese  Bedeutung  hat. 

Nehmen  wir  eine  beliebige  zu  L  parallele  Linie  3/,  deren  Kno- 
rbstände  %,  u^,  ttj)  sind,  und  deren  Abstand  vom  Schwerpunkt  a 
Wir  nehmen  a  positiv  und  bestimmen  demgemäss  auch  nach  1. 
114.  die  Vorzeichen  der  u  und  r.    Dann  ist 

Mj  —  f  1  =  Wj  —  i'2  =  '*3  "^  H  =  " 

a  = 3 

w^en  (10) 

AjA^A^  (Fig.  3.)  sei  das  Axendreieck,  O  der  Schwerpunkt 

5eii,    X  eine  Gerade  durch  diesen,  M  eine  zu  L  Parallele,  Q 

sliebiger  Punkt  in  dieser,  r,,  rg,  v^  die  Knotenabstände  von  Zr, 

«,  die  von  Af,  irj,  «j,  arg  die  Axenabstände  von  Q.  Der  Schwer- 

•  1 

des  Dreiecks  QA^A^  liegt  auf  der  Linie  QP„  um  n  von  Pj, 

von   €  entfernt.     Der  Punkt  fV  ^^^  ^^^  ^^^  -^^  ^^^  Abstand 
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^^^4^*^,  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks   QA^A^  also  5   deaaell 

=  ^^^-^.    £benso  steht  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  QA^A^ 

*^'t^,  deijenigcvon  QA^A^  um  -^—  von  Af  ab. 

Setzen  wir  also  die  doppelte  Momentensumme  der  Dreiedic  Q. 
QA^A^  und  Q^s^j»  gleich  der  doppelten  Momcntensomme  dcsJ 
droiecks  A^A^A^  und  neuneu  wir  wieder  letzteres  doppelt  gcnoi 
D^  so  hahen  wir 

'1*1      3      ^*2^      3      T^*a^s      3  **'*^ 

oder 

(*i^i  +  ««^«+«3'.h) 3 3 —  " 

also,  weil  nach  (1)  und  (12)  das  erste  Glied  links  =»  aD  ist: 

(13)  ^jXit*!  4-  #^,14 + «jx^wj,  «  0 

Dies  ist  also  die  allgemeine  Gleichung  der  vereiiiigtcn  Lag 
Punkt  und  Gerade.  Sie  gilt  auch,  wenn  die  x  und  die  n  Verhä 
abstände  sind. 

7.  Die  Gleichung  einer  geraden  Lini^,  deren  Verhältuissah 
"d  ^^29  ^  sind,  ist  nach  6. 

wo  die  X  die  Verhältuissabstände  der  Punkte  der  Linie  sind, 
die  Linie  sich  ins  Unendliche  entfernt,   so  werden  die  a  ein 
gleich  und  es  ist  also,  unter  den  x  endliche  Verhältnissabständ« 
standen, 

(14)  «1«,  +  *^,  +  «^3  =  0 

die  Gleichung  einer  jeden  unendlich  entfernten  Linie. 

8.  Wenn  &],  63,  b^  die  Yerhältnissabst&nde  eines  Punktes 
so  ist  die  Gleichung  dieses  Punktes  nach  6. 

wo  die  u  die  Yerhältnissabst&nde  der  durch  den  Punkt  gehende 
radon  sind.    Wenn  h^^  h^^  h^^  so  erhält  man  4ie  Gl^chong 

des  Mittelpunktes  des  in  das  Axendrcieck  eingesehriebenen  Kn 
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Für  den  Schwerpuiikt  ist  scbou  obeu  die  Gloichoug 

croalteD  wordoii. 

9.  Eine  Gloicbuug 

mit  bdicbigeu  Coefficicnten  a  ist  die  Gleichung  einer  geraden  Linie, 
deren  Verbältnissabstände  u  sieb  bestimmen  aus 

Ebenso  ist 

mit  beliebigen  Coefficientcn  b  die  Gleichung  eines  Punktes,  dessen 
Y0*hältnis8abstände  x  sich  bestimmen  aus 

10.  Wenn  man  statt  der  rechtwinkligen  Abstände  tfr^,  ;r„  a:^,  u,, 
K^  U3  schiefwinklige 

y\  —  «1^1^   y«  =  f^t^   !/9  ==  «3i^8 

nimmt,  so  kann  mau  die  Grössen  a  und  />»,  d.  h.  die  Cosecanten  der 
betreffcDdeu  Neigungswinkel  so  wählen,  dass  die  Gleichung  der  ver- 
cioigten  Lage  von  Punkt  und  Gerade 

rlrd.  Man  braucht  zu  dem  Ende  nur  die  b  von  den  a  abhäugen  zu 
issen  uach  den  Gleichungen: 

«1^1 :  «2^2:03^3  ==  *i:*2:«3 

[er  werden  solche  schiefwinklige  Abstände  nicht  weiter  benutzt 
a-den. 

11.     £8  seien  r,,  v^^  v^  die  Knotenabstände  einer  Geraden,  0*1, 
^3  die  Yorhältnissabstände  eines  Punktes.    Man  lege  dnrch  den 
nkt  ^  eine  Parallele  zu  der  Linie  v,  deren  Knotenabstände  nj,  tt^^ 
seien.     Dann  ist 

«9  nicht  blos  der  Grösse,   sondern  wegen  des  in  1.  Festgesetzten 
*b  dem  Zeichen  nach  der  Abstand  dos  Punktes  o;  von  der  Linie  v 
Es  folgt  hieraus 
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i.,-=r,  — j>,     t4,=  tF,— p,     «,  — p,  — p 

Da  der  Fankt  x  aaf  der  Liuie  »  liegt,  »o  ist  also 

mithin 

(IS)  P  = 


Man  erhalt  also  den  Abstand  eines  Panktea  von  einer  Geraden 
dem  mau  die  VcrtiältnisBabatAndc  des  Fnuktcs  in  die  mit  den  ' 
lieben  Kuotenabständeo  YersehOQC  Gleichung  der  Geraden  nnd 
iu  dio  Gleicbnug  der  unendlich  fernen  Linie  einsetzt  tmd  die 
Seite  der  enteren  Qleichnng  durch  die  der  letzteren  dividirt 

12.  Es  sollen  die  Formeln  aufgestellt  werden  für  den  l 
gang  von  einem  Axeudreicck  >,«(«;,  zn  einem  anderen  /,(tt,. 
für  das  neue  Dreiri-k  soll  die  Dcstimmong  gellen,  dass  die  1 
desselben  wese&tliclj  i^üsitiv  sind  uad  Punkte  im  Innern  des  Dr 
positive  Axenabstandü  haben.  Dagegen  soll  fOr  den  Fall,  dai 
ßUlig  eine  neue  Axe  einer  alten  parallel  ist,  für  dieselben  das 
1.  fUr  parallele  Linien  Festgesetzte  nicht  massgebend  sein.  1 
wir  dann  die  neuen  Axen  durch  ihre  alten  Enotenabstände  gi 
sein,  so  sind  durch  die  geometrische  Lage  der  ueocn  Axen 
Transformationsdatcu  unzweideutig  bestimmt.  Dieselben  seien 
folgender  Tabelle  angegcbeifen ,  wo  also  z.  B.  «„  der  Absta 
neuen  Axe  fj  von  dem  alten  Axoukuoteu  «,«3  ist 

V»    »aßt    Vt 


'*    «üi      *M     "ta 

's       "»  *3S        «M 

Nehmen  wir  jetzt  einen  beliebigen  Funkt  P,   dessen  alt 
hältnissabstände  ^,,  a-,,  x^  sind;  so  ist  dessen  Abstand  von  t^  na 

•la-i  +  Vt+Vj 
Ebenso  ist  der  Abstand  des  Punktes  P  von  (,: 

uad  der  von  (,: 

«li^"«  +  «lg«''M+  «»*S«M 
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luadrücke  sind  also  dem  absoluten  Werto  und  dem  Zeichcu 
6  neuen  Axenabstände  y^,  y^^  y^  des  Punktes  P. 

bmen  mr  ferner  eine  beliebige  Crerade  L  und  bestimmen  wir 
en  Knotenabständen  u  im  alten  System  die  v  im  neuen. 

)  mit  den  wirklichen  Knoteuabständen  versebenen  Gleichungen 
en  Axen  in  Bezug  auf  das  alte  Dreieck  sind: 

von  t^i    «i«i«ii+«2«^2«ia  +  «3«s«i3  =•  0 

nn  man  die  Determinante   -^±«11^22^33  =  ^  und  deren  Un- 
minanten  ^  »  9i(;,  setzt,  so  sind  hiernach  die  durch  Auflösung 

wei  der  vorstehenden  Gleichungen  sich  ergebenden  alten  Ver- 
ibstände  der  Knoten  t^^  t^t^  und  t^t^  des  neuen  Axendreiecks : 

von  4*3:    «a^sSii    «3^1^12    *i«28fi:j 

„      <3^:      ^2^<R2i       Vi  "28      *1*2**23 
„      ^j<2*      Va^Sl      *3*1**32      *1*X**3S 

ihren  wahren  Knoteuabständen  verselieue  Gleichung  der  Linie 
tcn  System  ist: 

ist  nach  11.  der  Abstand  der  Linie  L  von  der  Ecke  t^^i 

^  ^lV3^1*h4-Vl^3*tl2^8+*3^1*2Mj3ti3 

*1  Va™!  1  "T  *2^1  *S  «1 8  T"  *3*1*2  «1 3 
^  8Iu%+8l2^2+8l33^.t 

.asdnick   können  wir  nun  =  i\  setzen.    Bestimmen  wir  auf 

Weise  die  Abstände  der  Linie  L  von  Uf^  und  von  t^t^^  so 
wir 

8t2i^i+9«i^2+9»3^^:{ 
*    ^         «2l+«22  +  «23 


t?v 


;i 


«31  +  «32  +  «33 


d  nach  Frfiherem  nach  derselben  Gegend  der  Ebene  positiv, 
:heii  dio  u  positiv  sind.  Ueber  die  Vorzeichen  der  u  konnte 
i  4.  in  zweierlei  'Weise  verfügen  ;  kehrt  man  die  Zeichen  der 
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u  am,  so  kehren  sich  auch  die  der  v  am.  Immer  gilt  aber  auch 
die  V  die  für  die  n  getroffene  Bestimmung ,  dass  sie  alle  drd  o 
derselben  Gegend  positiv  sind. 

Wir  haben  also  jetzt  folgende  Transformationsformeln: 

"^'^    "°  *ia^l  +  «8«8  +  '8*8 

*  1 


(17) 


«^3    = 


a31  +  *3«  +  a83 


Die  i/^  t£,  <;  sind  hier  die  wirklichen,  die  x  yerhältuissabstände. 
man  die  u  als  Yerhältuissabstände  betrachtet,  so  sind  auch 
solche;  sie  bleiben  aber  mit  den  u  nach  derselben  Gegend  posi 

Aus  den  Gleichuugou  (16)  und  (17)  folgt,  indem  man  di< 
2  tu,  3te  der  ersteren  resp.  mit  der  Itcn,  2ten,  3ten  der  let 
multiplicirt,  die  Nenner  fortschafft  und  dann  die  Gleichungen  a 

(i«)[(a,i+«i2+«,3)yit'iH-(a,i+a«+«^)y8^,+(a3i+«3.+«, 

Nach  6.  ist 

(19)  ^1^1  ^'i  +  hyi^2  +  's3^«»3  =  ^ 

die  Gleichung  der  vereinigten  Lage  von  Punkt  und  Gerade.  D 
Bedeutung  hat  aber  auch 

(20)  «ja:,!*,  +  V2Mg4-  ir^a-gWj  —  0 
oder  nach  (18) 

(21) 

(a,i+ai8+aia)yiVi+(aM+a»2+a23)y,«j,+(a8i+Ä»,+«33)y3 

Da  nun  die  Grössen  ^,t'i,  i/iV^^  f/^v^  durch  Aendcmng  der  La 
Punktes  y  und  der  Geradeu  r  (während  aber  boido  8tct3  vi 
bleiben)  beliebige  Wertverhältuisse  annehmen  können,  so  fo 
(19)  und  (21): 
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in  wir  letztere  Summen  mit  9',  81'',  SP^  bezeichnen 

ssen  9',  V\  V"  sind  also  die  Yerh&ltnissseiten  des  neuen 
ecks  und,  da  diese  positiv  sind,  von  gleichem  Zeichen. 

Durch  Auflösung  der  Gleichungen  (16)  und  (17)  pag.  122. 
ain  die  alten  Coordinaten  ausgedrückt  durch  die  neuen.  Aus 
^hungen  (16),  in  welchen  hierbei  die  y  auch  Yerhältnissab- 
bleuten  können,  ergeben  sich  folgende  Verhältnissabstände  dr: 

ac,  — 

^  — — 

*  '3 

iann  man  nach  2.  die  walireu  Axenabständc  bestimmen.  In 
^hungeu  (2)  in  3.  bedeuten  dann  die  s  die  Seiten  des  alten 
,  D  den  doppelten  Inhalt  desselben  und  wenn  man  in  den 
welchen  wir  hier  £>'  nennen  wollen,  statt  der  a  obige  Werte 
so  wird 

":?[*'=  fi:^:^  und  ^j^i+^^y^+'s^s  ^^r  doppelte  Inhalt  des 
:endreiecks  ist^  so  ist  D*  eine  constante  Grösse. 

man  zugleich  auch  die  Gleichungen  (17)  auf,  so  erhält  man 
und  u  die  Formeln: 


X- 


'8 


X 


^  ■"  *,  '  D' 

M j»yi+^ta«y2+  ^3iy3  ^ 


fi3  «=»  8'«i3«'i+*"««st'«4-*'*'«f8S«'s 
die  X  die  wirklichen,  und  die  y,  u,  t;  Verhältnissabstände. 
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14.  Die  allgemeine  Gleichnng  2tcii  Grades  in  VeAlltma 
ständen  sei 

oder  nach  Clebsch'schcr  Symbolik 

(26)  {a,x, +a^i  +  Oj^ti)^'  «  0 

oder  mit  einem  kürzeren  Symbol 

(26)  (aj«  =  0 

Es  soll  untersocht  werden,  welche  geometrische  Gebilde  (Kegclschi 
in  dieser  Gleichung  enthalten  sein  können. 

Wenn  die  Determinante  der  Gleichnng  =  i)  ist,  so  stellt  si 
kanntlich  zwei  gerade  Linien  dar,  welche  zusammenfallen ,  wenn  zuj 
sämmtlichc  Untenleterminnnten  =  0  sind.  Die  Linien  sind  reell 
imaginär,  je  nachdem  die  Diagonalelemente  der  adjungirten  I 
minante  (welche  immer  gleiche  Zeichen  haben)  positiv  oder  m 
amd.  Die  Linien  sind  pai^allel,  wenn  die  Gleichungen  dersclbeo 
die  linearen  Factoren  der  Gleichung  (26)  mit  der  Gleichung  d€ 
endlich  entfeiiiten  Linie  zusammen  eine  vci'schwindeude  Determ 
geben.  Sind  die  Linien  imaginär,  so  ist  ihr  Durchschnittspuukt 
sind  sie  aber  dann  zugleich  parallel,  so  liegt  der  reelle  Durchsei 
puukt  im  Unendlichen  und  der  Gleichung  (26)  genügt  also  in  ( 
Falle  kein  reeller  Punkt. 

15.  Die  Determinante  von  («i^)-  sei  jetzt  nicht  =  i»,  (a*) 
nicht  in  zwei  Factoren  zerlegbar.  Wenn  wir  (a,/  =  aj4  voraussc 
die  Gleichung  («*)-  =  0  in  der  Form  schreiben 

(20  l^^-^+  "2^,   ^^+   &7^3  =  ^ 

und  dann  die  Factoren  y  durch  J  ersetzen,  so  wird  die  Gleich 

Von  zwei  Punkten  ne  uml  S,  die  dieser  Gleichung  genügen, 
wir  jeden  einen  Pol  des  anderen  in  Bezug  auf  den  Kegelscfanit 
Gleichung  soll  die  Polgleichung  der  Punkte  x  und  £  genanat  i 

Lassen  wir  von  zwei  Polen  den  einen  sich  ändern,  währe 
andere  fest  bleibt,  so  durchläuft  dec  erstero  eine  gerade  Linie, 
die  Polare  des  letzteren,  ihres  Poles,  genannt  wird.    Dio 
eines  Punktes  des  Kegelschnitts  ist  die  Tangente   de«  lelztc 
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Punkte.  Wenn  ein  Pnnkt  nnd  eine  Gerade  vereinigt  liegen, 
en  die  Polare  des  Punkts  und  der  Pol  der  Greraden  auch  ver- 

Nimmt  man  zu  einem  solchen  Paare  noch  die  Verbindnngs- 
er  beiden  Punkte  und  den  Durchschnittspunkt  der  beiden  Linien 
so  hat  man  ein  Dreieck,  in  welchem  jede  Seite  die  Polare  des 
K^kpunktes  ist,  Polardreieck. 

e  Yerhältnissabstände  der  Polare  v  eines  Punktes  x  ergeben 
IS  der  Gleichung  (28),  wenn  man  diese  als  Gleichung  (mit  den 
lerlichen  |)  der  Polare  von  x  betrachtet: 

a(ax)«  ,  , 

8(a«)* 

Determinante  A  dieser  Gleichungen  nicht  »  0  ist,  so  erhält 
irch  Auflösung  derselben  die  Yerhältnissabstände  des  Poles  x 
reraden  vi 

^l  =  ^ll«l«'l  +  ^l««8«^«  + ^18*8**8 
»•»  =•  -^Sl*l«'l  +  -4s««2''«  +  ^88*3^8 

Aij  die  Unterdeterminanten  von  A  sind. 

Wir  wollen  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  auf  ein  Polar- 

als  Axendreiock  transformiren.  Die  Seiten  z^,  /g,  /^  desselben 

egeben  durch  ihre  wahren  Knotenabstände  nach  folgender  Ta- 


«2*3 

Vi 

*1*2 

^1 

«11 

«1« 

«13 

h 

«« 

«Ä« 

«23 

H 

«31 

«82 

«88 

vir  die  Transformationsformeln  (24)  pag.  123.  anwenden,  möge 
icbiiDg  (a,)*  ==  0  sich  in 

i*+öW2*+ö'88y8*+2a'i2yiyj-f  2rt',3y,y8  4-2a'j8ygy8  =  0 

jdn.    Wenn  f&r  irgend  welche  Punkte  und  Linien  Pol-  und 

t^eziehnngen  stattfinden,  wie  sie  durch  die  Gleichungen  (28) 

ausgedrückt  sind,  so  gelten  diese  Beziehungen  auch,  wenn 

ihnen  die  alten  Coefficienten  und  Coordinaten  durch  die  neuen 
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ersetzt.  Hieraus  lässt  sich  aber  folgern,  dass  in  der  nenea  Gleidniig 
die  nicht  quadratischen  Glieder  verschwinden.  Um  dies  z.  B.  Ilr 
"^^^liViVt  und  ScTis'iy,^  zn  erkennen,  wenden  wir  die  GleicbuigeA  (89) 

pag.  125.  auf  die  Seite  t^  und  deren  Pol,  die  Ecke  ^  an.   I>iai  M 

.VS  "^  .V.H  =  ^?     '^S  =^  *'»  ^^^  ^^     ^80 


/,r, 

•=* 

ojiyi 

0 

= 

«i«'y« 

0 

=^ 

«is'y« 

mitbin  ^i^'  "=  ^i.n'  ==  ^9  ^^  ^i  i^^^^^t  =0  ist.    Die  neno  GleichongwM 
daher 

Transformiren  wir  jetzt  rttckwftrts  mittels  der  Formeln  (16)  pag.lä, 
so  können  wir 

(:il)  M*  --  aii'(*ia-iCfii+*2a^«i«+*3^3ffia)* •»» 

setzen,  wo  m  ein  constanter  Factor  ist. 

Hiermit  ist  also  nachgewiesen,  dass  die  Function  (a,)*  sich  dtf* 
stellen  lässt  als  linearer  Ausdruck  aus  den  Quadraten  von  M 
linearen  Functionen,  welche  ==  0  gesetzt,  die  Seiten  eines  PoIaiMrj 
ocks  darstellen.  Nur  lineare  Functionen  von  letzterer 
können  zu  einer  derartigen  Zerlegung  benutzt  werden.  Dens 
wir  die  linearen  Functionen,  deren  Quadrate  in  Gl.  (31)  vorkc 
mit  fi,  /g«  /s  bezeichnen,  so  hat  die  Polare  eines  Punktes  x 
hältnissabstände  v^^  r^,  1*3  nach  folgenden  Gleichungen: 


dieTi 


8(ax)' 


Vi  = 

a^r,  ' 

*JJf»,  = 

3*4 

a    ««      — . 

a(«x)* 

Sarj, 


«1/^11*1  A  +  «3»'«»*1  /«  +  «»'«11*1  A 


Oi/Cfi^g  /i  H-<'M'cf««*«^S  +  fl»'«««lfs 


=  ail'»13*3/l  +  «M'««'s/«  +  ö»'«8S*s/» 


Lässt  man  hier  x  z.  B.  den  Durchschnittspunkt  dor  Geraden /s 
und  /'s  ===  0  sein,  so  werden  in  vorstehenden  Ansdrflcken  fie 
und  dritten  Glieder  =0;  und  wenn  man  danli  noch  die 
Factoren  fortlässt,  so  hat  die  Polare  von  x  die  YeriiftltnlwahttBiil 

<»in  «12»  <»i8  ^^^  die  Gleichung   fl^n^iäri+^isVt'f'ttiaVs^/i^^ 
Der  Durchschnittspunkt  von  zweien  der  Grenidon  /*  =:  0  hat  also 
Polaren  die  dritte. 
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Q  die  Zeiicgang  von  (arY^  wirklich  auszuführen,  yerÜEihren  wir 
3nder  Weise. 

e  Gleichungen  der  8eiten  des  Polardreiecks  sind 

tzen 

stimmen  die  Coefficicuten  m.  Zu  dem  Ende  lassen  wir  die  x 
inander  die  Verhältnissabständo  des  Durchschnittspunktes  von 
und  /a  =  0,  von  /^  =  0  und  ./i  --  0,  von  /i  =  0  und  /s  =  0 
lYenn  wir  dann  die  Determinante  '^  +  «fn  ^22^38)  welche  nicht 
t,  mit  91  und  ihre  Uuterdeterminanten  mit  K»/  bezeichnen,  so 
1  wir  zur  Bestimmung  der  m  folgende  (in  den  a  symbolische) 
ngen: 

(«i«8*8Ä,i  4-  «2*3*1*12 + «3*1*2*13)^^  =•  miS^Wmi^ 

(«1*2*3*21  +  «2*3*1*22  +«8*1*2*23)^' *"  ni^j^S^\^^^ 

(ajÄi^gHai-f  a2*3«,«3g-[-rt3*i«jj«33)'^  =  m^s^W^i^ 

Q  Eckpunkt  des  Polardreiccks  auf  dem  Kegelschnitt  liegt,  so 
man  hieraus  für  alle  m  von  Null  verschiedene  Werte.  Die- 
sind  entweder  alle  positiv  oder  alle  negativ  oder  es  sind  zwei 
Ol  dritten  von  entgegengesetztem  Zeichen.  Bringt  man  die- 
in  die  Quadrate  hinein,  so  erscheint  (ax)^  als  Summe  der 
te  von  drei  linearen  Functionen,  deren  Coefficienten  aber  da, 
Vorzeichen  negativ  war,  imaginär  sind. 

Nach  16.  können  wir  (ax)^  darstellen  unter  der  Form: 

it  kürzerer  Bezeichnung: 

weder  die  p^  q  und  r  sämmtlich  reell  oder  sämmtlich  rein 
T,  oder  die  p  und  q  reell,  die  r  imaginär,  oder  die  p  und  q 
r,  die  r  reell  sind. 

9  Coefficienten  von  (ox)^  bestimmen  sich  aus  den  />,  q  und  r 
[genden  Gleichungen: 

Pi*+«i*+»'i*  ==  «n       Pip3+Q%Qfi  +  r2r^  ==  «23 
P2*  +  (?2*+V  =  «22      PiPs  +  üiq^  +  rir^  =  a,3 

P8'  +  «s^+»'s*  =  «33       PiPt  +  fMt+^trt  ^  «IST 
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Die  Determiuaute  von  (<ir)*  ist  also 
(M) 

«sifl^a:!      PaPi-hfatfi-Ka«-!    P>P»-Krfj+ »■»*■»    Pift+SA^/i 

"iPiatf«! 

nai^h  dorn  Muttiplicatiangaatz  fOr  Determinanten.    Setzt  mm 
und 

so   nind   nach    dem   Maltiplicationsaatz   Ar  reciiteokfge  Eloinnti 
systpmc  die  Unterdetcrminanten  von  (oj)*: 

^„  =,  /',»-}- Q,»+iI,*     v4„  —  i'.Pt  +  QiQj+ffiÄ, 
(3;-,)         Ait  =  /».s+Q^i-f  V      -4„  =  P,/',+  Q,«3+Ä,Ä, 

Wenn  die  p,  q  nud  r  sänimtJieh  reell  sind,  so  folgt  lUt 
Gloichtiugcn  (33),  (M)  und  (35),  iu  Verbindung  mit  dem  Voni 
geaetztcu  A  nicht  =  U,  dass  die  CoefüdCDten  a^,,  o^,  im,  die  Del 
miuautD  A  uud  die  Untcrdclenuinauten  ^,„  vi,,,  ^„  alle  nicht  li 
nicht  negativ,  aondcru  auch  grösser  als  Null  sind.  Wenn  di|q 
alle  p,  q  und  r  jniaginiLr  sind,  so  wrrden  die  Coefficienten  0,1,  a^ 
und  die  Determinante  .1  negativ,  wDhroud  dio  UoterdetenniiiU 
''111  -^«1  ^33  positiv  bleiben.  Damit  also  die  Function  (oi)'  1 
auf  flbigo  ^Veisc  iu  drei  Quadrate  mit  glclcbartigco  p,  q  and  r  i 
legen  lasse,  ist  es  eine  notwendige  Dcdingnng,  dasa  die  Pnda 
n„yl,  a^^Ä,  a-^A  uud  die  Uni  erde  terminantcn  A„,  A„,  A„  iia 
lieh  positiv  seien.  Es  soll  gezeigt  werden,  dass  diese  Bedingrai 
auch  gcuQgend  sind,  damit  eine  Zerlegung  mit  gleichirtigen  p,  1 1 
r  möglich  sei. 

Die  7>  Dod  q  seien  reell,  die  r  imaginär.    Setzes  wir  «Im 

r,  -  r/y^,     r,  =  r^'V-1,     r,  -  r^'V^l 

Die  Determinante  von  (aj)*  wird  dann 

A=~i£  ±Pt^g')* 

also  negativ.    Nehmen  wir  nun  au,  data  s.  R. 


in  den  Gleichungen  1,  und  2.  Grades,  I2d 

is  negativ  sei,  wodurch  also  eine  der  obigen  Bedingungen  er- 
Ire,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  eine  andere,  nämlich  dass  A^^ 
13  positiv  sei,  nicht  erfüllt  ist.    Es  ist  nämlich 

=  (Pi^«— /»«(Zi)^— (i'i^-s'— rgn')^— to»-«'--««»'/)* 

ifferential  dieses  Ausdrucks  nach   r,'  der  Null  gleich  gesetzt, 
man  erhält 

Pi  -T^l 

iesen  Wert  von  r,'  hat  also,  da  das  zweite  Differential 
i^+^i*),  also  entweder  =^0  oder  negativ  ist,  in  letzterem 
biger  Ausdruck  ein  Maximum.  Der  Wert  desselben  wird  dann 
rtlassnng  des  Nenners  (2>j^-h5i^)^« 

Pi9x)^(Pi^+  ni^y—  \  IPiiPiPi  +  Qiq2)—Pi(Pi^-{'  (Zi*)]* 

'-bli(PiP2  +  QiQi)'-(pi^+Qi*kiyW^ 
I— />i3j)*(l>i*+(Zi*)^—  kiHPtQs—P2Qi)^+pAPiQi  — i'i5'«)^**i" 

negativ  ist,  so  ist  auch  dieser  grösste  Wert  von  A^  negativ, 
kann  daher  A^  für  keinen  Wert  von  r^'  grösser  als  Null 
ich  nur  =  0  sein.  Wenn  ;'i  ==»  (Zi  =  0,  so  sieht  man  unmit- 
dass  AQf^  nicht  positiv  werden  kann.  Es  kann  aber  auch  nicht 
erden;  denn  hierzu  roüssten  auch  p^  und  «y«  =  0  sein,  wo  aber 
l  verschwinden  würde. 

seien  jetzt  umgekehrt  die  p  und  q  imaginär,  die  r  reell. 
Fall  lässt  sich  auf  den  vorigen  zurückführen,  indem  man  (ox)^ 
1  multiplicirt.  Nach  Vorigem  können  dann  das  Product  a^^A 
8  Unterdeterminante  ^s^  nicht  zugleich  positiv  sein.  Durch 
Itii^ication  von  (ox)^  mit  ~1  haben  sich  aber  a^^A  und  ^33 
;eänd6rt;  es  waren  also  auch  vorher  a^^A  und  A^q  nicht  zu- 
»ositiv. 

der  Tat  sind  also  bei  ungleichartigen  /?,  q  und  r  obige  Be- 
pen  nicht  mit  einander  vereinbar.  Finden  dieselben  Statt,  so 
er  eine  Zerlegung  mit  ungleichartigen  p,  q  und  r  nicht  mög- 
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lieh.  Da  aber  nach  16.  irgend  eine  der  vier  Zerlegungen  uuff 
möglich  ist,  so  mnss  eine  mit  gleichartigen  p^  q  und  r  anshtakv 
sein.  Wir  haben  somit  folgenden  Satz:  Die  Function  (<h)\  ifm 
Determinante  A  nicht  »0  ist,  Iftsst  sich  durch  die  Summe  kt 
Qaadrate  von  drei  linearen  Functionen  darstellen,  welche  hhincktikk 
ihrer  reellen  oder  imaginären  Beschaffenheit  entweder  gleichartig  olcr 
ungleichartig  sind,  jenacfadem  a,,^,  (^A^  a^A,  J^,,  ^n^  ^as  ^^^^ 
positiv  sind  oder  nicht. 


EIntfemt  man  aus  den  linearen  Ausdracken  die  V— 1,  inöen 
man  sie  qnadrirt,  so  verwandelt  sich  obiger  Satz  in  diesen:  DieFiM- 
tion  (ax)*  lässt  sich  durch  die  algebraische  Summe  der  Qnadrala  m 
drei  reellen  linearen  Functionen  darstellen,  deren  YorzeicheB  giock 
oder  ungleich  sind,  jenachdem  obige  Bedingungen  staltfinden  oder  mdl 

Diese  Bedingungen  sind  übrigens  nicht  von  einander  unabUiiQI 
Denn  wir  haben  nachgewiesen,  dass  bei  un^eichartigen  j»,  qvit 
schon  zwei  derselben,  nämlich  dass  Oj^A  und  A^  positiv  sind,  ridij 
mit  einander  vereinbar  sind,  dass  also  diese  beiden  schon 
damit  die  Zerlegung  der  Function  nicht  zu  ungleichartigen  j»,  q  Bit 
r  führen  könne.  Für  die  Gleichartigkeit  der  ;i,  q  und  r  könnea  wk] 
OS  demnach  als  notwendige  und  genügende  Bedingung  betndrii^, 
dass  eins  der  drei  Producte  ai,A  und  eine  der  nicht  mit  a»  oom-l 
spondirenden  Diagonal-Unterdeterminanten  positiv  sind.  Die  ttbrigei 
Bedingungen  müssen  hierin  mit 'enthalten  sein. 

Wenn  nun  die  ;>,  q  und  r  säuimtlich  reell  oder  sämmtlidi  ini*j 
ginär  sind,  so  hat  die  Gleichung  (a/r)- »  0  keine  geometrisdie  B»* 
deutung.  In  crstereni  Falle  cuthält  nämlich  die  Gleichung  unmittri* 
bar  und  in  letzterem  nach  Multiplication  mit  —  1  die  Summe  Merj 
Quadrate,  welche  also  für  reelle  Punkte  einzeln  »  0  sein 
Dies  kann  aber  hier  bei  keinem  Punkte  eintreten,  weil  die 
minante  von  (ox)^  und  somit  auch  2?i:7»Wi»a  nicht  verschwindet 

Wenn  dagegen  von  den  Functionen  px^  qx  und  r«  zwei  reell 
eine  imaginär  sind  oder  umgekehrt,  so  enthält  die  Gleichung  ii 
sterem  Falle  unmittelbar,  in  letzterem  nach  Multiplication  mit  -1 
zwei  positive  und  ein  negatives  Quadrat.     Für  den 
punkt  der  beiden   ]»ositivcu  Quadrate   (am   mich   so   auszi 
wird  dann  (fh)-  negativ,  für  den  Durchschnittspnukt  eines 
und  eines  negativen  wird  (a^)^  positiv.     Dieselbe  kann  also 
=  0  werden  und  die  Gleichuug  (a.«)^  »  0  stellt  daher  ein  reellei^ 
bilde  dar. 

Obige  Kennzeichen  für  die  Art  der  Zerlegbarkeit  der 
(njr)*  sind  demnach  auch  die  Kennzeichen  für  die  reelle  oder 
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inflre  Natar  des  durch  die  Gleiclmng  (ax)^  =  0  dargestellten  Ke- 
elachnitts. 

18.    Wir  ersetzen  die  Gleichung 
loTch  folgende  beiden 

Px  =  »VjcCOSCf 

qx  =  /r.rSina 
WO  i «  y~i ;  oder 

(36)  (pi  —  «Vj  cos  a)arj  -}-  (Ps  —  '»'2  cos  a)x2  -}-  (i?3  —  »V3  cos  tt)x^  =  0 

(37)  (5,  —  iVj  sin  a)ri  +  (q^  —  tr^  sin  ct)^^  +  ((^3 — /r^  sin  tt)xi^  =  0 

Die  Gleichung  (36)  stellt  eine  gerade  Linie  dar,  welche  durch  den 
Dorchschnittspunkt  der  beiden  Geraden  pz  =  0  und  rx  =  0  geht. 
Ebenso  stellt  (37)  eine  Gerade  dar,  welche  sich  mit  <^jc  =  0  und  rx  =  0 
II  einem  Punkte  schneidet.  Der  dritte  Eckpunkt  des  so  gebildeten 
Dreiecks  ist  ein  Punkt  des  Kegelschnitts.  Giebt  man  dem  Winkel  tt 
Be  Werte  — :r  bis  +n;,  so  erhält  man  sämmtliche  Punkte  des  Ke- 
gelschnitts als  dritte  Eckpunkte  eines  Dreiecks,  von  welchem  zwei 
Mten  sich  um  die  beiden  anderen  Eckpunkte  so  drehen,  dass  sie 
lomographische  Büschel  bilden. 

Ans  den  Gleichungen  (36)  und  (37)  erhält  man 

(Pi9s  —  PnQt)  +  (*•«  Ps — rsPi)^  sin  «  +  fe^'s  —  9ö»*2)»  ^os  a 
'  (Ps^i  —  Pi^ls)  +  (r^Pi  —  »'i  i's)*  sin  a  +  (q.^ri  —  (/,r3)/cos  « 
'  iP^li — Pi^i)  4-  i^iPi  —  ^2i>i)/ sin  «  +  (q^r^  —  <jf^r,)/ cos  « 

der  gemäss  früherer  Bezeichnung  (pag.  128.)  und  nach  Multiplica- 
bn  mit  —  t: 

Pj  COS  a  4"  Qi  sin  a  — - /i?j 
8)  tPjCOStt+QgSina  —  iF^ 

:  /  3  COS  a  -f-  Q3  sin  «  —  m^ 

ir  reelle  Winkel  «  sind  diese  Verhältuissabstände  reell,  wenn  die 
imaginär  sind,  also  auch  nach  (17)  der  Kegelschnitt  reell  ist. 
e  Proportion  liefert  dann,  indem  man  «  alle  Werte  von  —  «  bis  -|-  » 
rchlaufen  lässt,  sämmtliclie  reellePunkte  des  Kegelschnitts.  Keine  drei 
■selben  können  in  gerader  Linie  liegen,  da  sonst  die  Gleichung  (ax)^  <=  0 
lineare  Factoren  zerfiele.  Mau  erhält  also  eine  stetig  gekrümmte 
-VC  ohne  Winkelpunkte,  RUckkehrpunkte ,  Inflexionspunkte  und 
fache  Punkte.    Da  cos«  und   sin«  für  a=-f~^  und  «  = — tc 
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dieselben  Werte  haben,  so  ist  die  Cnrve  entweder  eine  geicUonett, 
oder  sie  hat  Unterbrechungen  im  Unendlichen.  Die  Bedissn^ 
unter  welchen  das  Eine  oder  Andere  stattfindet,  ein  re^rPnkt 
der  Curvo  im  Unendlichen  existirt  oder  nicht,  ergeben  sich,  fen 
man  den  Durchschnittspnnkt  der  Cone  mit  der  unendlich  fena 
Linie  bestimmt.  Setzen  wir  zu  dem  Ende  in  die  Gleichung  der  leti- 
toren 

die  Yerhältnissabstände  aus  Gl.  (38)  ein,  so  erhalten  wir: 

(39)  Z  +  s^q^r^ .  cos  a  +  ^  :b  Pi  Va .  sin  a  —  iS  +  SH^tH  =  ^^ 

oder,  wenn  wir  die  Determinanten  £  in  dieser  Gleichung  mit  P,  ( 
R  bezeichnen: 

(40)  i'cos  a  -f-  Q  sin  a  —  lÄ  =  0 
Durch  Auflösung  dieser  Gleichung  erhält  man 

iPR  ±  Q  VpH-Q^+ä* 

cos«  = r«+Q« 

(^1)  , 


sm  «  = 


/'*+Q* 


Setzen  wir  diese  Werte  in  Gl.  (38)  ein,  so  werden  die  Veriiiltms 
abstünde  der  unendlich  fernen  Punkte  des  Kegelschnitts : 


-/Ä,+-^- 


i(l\P-h  UiQ)ii  ±U\Q-Qi  P)  V/'*+  ««+Ä* 


P^+Q 


* 


.„    ,  '(PiP± QaQ)R  +  (P,Q  -  QiP)VF*+  Q»+iP 


Der  Badicand  der  Wurzel  ist 

-f  2(  P,  P,  +  Q,  Q,  +  ÄiÄ,)»,*s + 2(7',  Pa  +  Q,Q,+ Ä,ÄaK*. 
Dies  ist  al)cr  uach  den  61.  (36): 
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4,)*  symbolisch  zn  verstehen  ist.    Sctzcu  wir  dies  iu  obige  Pro- 
m  ein  und  mulUplicireu  wir  zugleich  mit  /(/**+  Q*),  so  wird 


XilX^lX-^  — 


PK 
P,R, 

FR 


+  Q\ 


QK 


PQ 


•^PgÄj+^^JQg/e, 


QR 


V-U«)* 


±i^QjV-(^)^ 


:P 


PR 


i-(A,Y 


Dian  durch  Betrachtuug  der  verschiedeueu  Fälle  des  Reell-  uud 
Därscius  der  /),  9,  r  findet,  sind  die  beiden  ersten  Glieder  in 
i  Ausdrücken  und  der  Factor  der  Wurzel  entweder  reell  oder 

ithalten  sämmtlich  V— 1  als  Factor,  welcher  also  herausfällt, 
hdem  also  {A»)^  negativ,  positiv  oder  =0  ist,  hat  der  Kegel- 
t  zwei  reelle,  zwei  imaginäre  oder  einen  reellen  Punkt  im  Un- 
hen. 

>bige  Proportion  behält  ihre  Geltung,  wenn  man  i^,  Q  und  R 
ig  vertauscht.  Wenn  aber  zwei  von  diesen  Buchstaben  mit- 
ier  vertauscht  werden,  z.  B.  P  und  Q  in  obiger  Proportion,  so 
ischen  sich  die  beiden  unendlich  fernen  Punkte.  Soll  dies  nicht 
)hen,  so  darf  man  nur  cyklisch  vertauschen.  Tut  man  dies 
al,  so  hat  man  drei  Proportionen  von  ganz  gleichem  Sinne,  die 
ilso  durch  Addition  der  Yerhältnissglieder  zu  einer  einzigen 
[gen  kann.    Man  erhält  dann  folgende  symmetrische  Formel: 


• 

»ira-g: 

x^  = 

— 

P—Q 

Q  —  R 

R—Pl        1 

1 

1  ! 

R 

P 

Q 

-h 

p 

Q 

K 

V-iA,)" 

Ri 

1\ 

Qi 

Pl 

Qi 

»1 

P—Q 

Q  —  R 

R—p 

1 

1 

1 

R 

P 

Q 

+ 

F 

Q 

Ä    V-{A,)* 

Ä, 

Pt 

Qt         Pt 

Q» 

Ä, 

P—Q 

Q—R 

R  —  P       1 

1 

1 

R 

P 

Q    \±P 

Q 

R    V-(A.'f 

Rz 

i's 

Qs 

^3 

«., 

A3 

Zur  Unterscheidung  der  verschiedenen  geometrischen  Bcdeu- 
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tungou,  Kclcko  ciue  Gleichung  zweiteu  Grades  mit  iiidit  vendn 
(loodcr  Dctcrminaiitc  habeu  kann,  ergaben  sich  in  17.  and  18. 
gcndo  Kriterien: 

Wenn  das  Produkt  aas  der  üetei-minauto  und  einem  ibici 
gonalolcmcnte  sowie  auch  die  einem  der  beiden  anderen  IMif 
ciemcnto  entsprechende  ITutcrdeterminante  positiv  ist,  so  steUi 
Gleichung  kein  reelles  Gebilde  dar.  Ist  jene  Bedingnag  lüdit  ei 
so  stellt  sie  einen  reellen  Kegelschnitt  dar. 

Wenn  in  letzterem  Falle  {A,)'',  d.  h.  die  Grösse,  welche  m 
hält,  wenu  man  in  (ai)*  die  Coefficienten  dnrch  die  entspreche 
Uutcrdcterminanten  und  die  x  durch  die  Seiten  des  Aicndn 
ersetzt,  positiv  ist,  so  hat  der  Kegelschnitt  keine  oneudlich  cn\k 
Punkte;  er  ist  also  eine  geschlossene  Curvc.    Ellipse. 

Wonu  (A,)*  negaüv  ist,  so  besteht  die  Curvc  ans  zwd 
UQondlich  ferne  Punkt«  getrennten  Teilen.    Hyperbel. 

Ist  endlich  {A,  -  =  0,  so  hat  die  Cur\'c  nur  einen  anei 
fernen  Punkt.    Parabel. 

■20.  Dass  jeder  der  unendlich  fernen  Paukte  der  Hyperbel 
uach  einer,  sondern  nach  zwei  einander  entgegengesetzten  Rieht 
im  Unendlichen  liegt,  folgt  sclion  daraus,  dass  sonst  gerade  1 
uxistireu  wurden,  welche  die  Cnr\'e  in  drei  Punkten  schnitten, 
erkennt  es  aber  auch  leicht  direct.    Ka  sei  namlicb 

die  mit  ihren  wirklichen  Knotenabstilnden  «  versehene  GIci 
einer  beliebigen  geraden  I'iuie,  nnr  nicht  einer  solchen,  anf  v 
ein  uuoudlih  ferner  Punkt  der  Hyperbel  liegt.  Wenn  nun  j,, 
die  durch  Gl.  (38)  gegebeneu  Verhältuissabstände  eines  PankU 
Hyperbel  sind,  so  ist  uach  II.  und  weil  '<l9^^\^*tSl'\-*^Si  Sl^ 
linken  Seite  der  Gl.  (40)  ist,  der  Quotient: 

Pcosn-l-Qsin«— (Ä 

gleich  dem  Abstand  des  Punktes  y  von  der  Linie  u.  FOr  die 
von  «,  für  welchü  der  Nenner  =^  0  wird,  wird  der  ZftUer  nich" 
da  die  unendlich  ferueu  Hyperbelpunkte  nicht  anf  der  Unie  » 
Jenachdem  also  beim  Durchgänge  von  a  durch  diesffli  We 
Nenner  durch  Null  geht  oder  an  der  einen  Seite  von  Knll 
wechselt  der  Abstand  sein  Zeichen  oder  nicht,  und  gebt  also  ( 
endlich  ferne  Punkt  von  der  einen  Seite  der  Linie  m  anf  die 
über  oder  nicht.    Es  fragt  sieh  also,  ob  P<iO%u-\- Qmaa-^Jt  fB 
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er  betreffendeo  Werte  von  a  eiu  Maiininni  oder  Miuimum  hat  oder 
ickt    Setzt  man  das  Dififercntial  =  0,  also 

—  /'sina-f.Qcosa  =  0 
I  wird 

tga  =  p 
Sr  eiuen  der  uneudlich  fernen  Punkte  ist  dagegen  nach  der  61.  (41) 


tg«  =- 


—  pn±  qVp^'+  q*— ä* 


Q 

ic8  kann  nur  =  ^  sein,  wenn  die  Wnrzel  =  0  ist.    Der  Ausdruck 

cosflt-f-Qsino-f--'^  hat  also  kein  Maximum  oder  Minimum;  die  Cunc 
ringt  daher  in  den  unendlich  fernen  Punkten  aus  der  Richtung 
ch  einer  Gegend  in  die  nach  der  entgegengesetzten  ttber  und  be- 
^ht  somit  aus  zwei  ganz  getrennton  Teilen  derart,  dass  die  Punkte 
8  einen  sich  nirgends  denen  des  anderen  beliebig  nähern. 

21.    Der  Abstand  eines  Poles  x  von  seiner  Polare  ist,  wenn  c?!, 
r^  die  wahren  Knotenabstände  der  letzteren  sind,  nach  (11): 

er  wenn  man  die  Weiiie  der  x  aus  (30)  einsetzt: 

+  (^fl1*l'^l+^82*2^i+-^3S*8*^3K«-\H 

amit  die  Polare  eine  Tangente  des  Kegelschnitts  sei,  muss  der  Pol 
if  derselben  liegen,  also  der  Abstand  q  =  0  sein  und  es  ist  daher 

e  Gleichung  des  Kegelschnitts  in  den  Knoteuabständen  seiner  Tan- 
aten  oder  die  Knotengleichung  desselben. 

Wenn   man    £  ±  A^^A^A^  =  S)  und   g-r ;  =  ®i>  setzt,  so  ist 

f  z=:  otjA  und  die  Gleichung  (nj)-  =  0  kann  daher  geschrieben 
rden: 
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LosHO  wir  demuavh 

ftls  Knotcngleichuiig   eiucs  Kegelschnitts  ursprünglich  geguboi  k^ 
so  erhalten  wir  daraus  die  Axcnglcicbnng  desselben,  indem  «ir^ 

Dctenninaute  £  -i-  -"     *-    -  bilden  nnd  deren  Unterdelenniniiitci 
—  *,»,  i^j  a^.i 

■tatt  der  X^j  in  Ol.  (44}  ciusetücn. 

ä2.  Die  Kuotonabständv  einer  beliebigen  geraden  Linie  mt 
'n  '■\t  ''1'  Bestimmen  wir  die  Abstände  derselben  yon  den  u  I 
parallelen  Tangenten  des  Eegolticbnitts.  Die  KnotcnabsUnk  di 
letzteren  sind  i'i+p,  i'i+p,  >^+P)  ^ewa  p  der  gesacbta  Abstiul i> 
Setzen  wir  in  GL  (43)  statt  der  c  die  um  j>  vemeluten  r,  w  ii 
dieselbe  symbolisch: 

oder  wenn  wir 

(45)  M,,,+J^,+.V,)"  =  iV 

setzen: 

also 

Wenn  iV  nicht  =  0  ist,  d.  h.  noch  20-,  wenn  die  Cnrvc  kt 
l'arabel  ist,  so  hat  mau  also  immer  zwei  za  der  Linie  r  panl 
Tangenten,  die  aber  uicht  nach  allen  Richtungen  der  letzteres  p 
ZD  sein  brauchen.  Sollen  die  Abstände  der  Linie  p  von  den  bei 
Tangenten  entgegengesetzt  gleich  sein,  so  mnss  Jf^=0  sein. 
Gleichung  M^  0  mit  verftnderlichen  v  ist  aber  die  Gleichnag  d 
Psuktcs;  alle  Geraden  durch  diesen  Punkt  liegen  also  in  der  M 
/.wischen  den  zu  denselben  iiaralleleu  Tangenten.  Hieraos  folgt  t1 
dass  jede  durch  diesen  Punkt  gehende  Sobne  in  demselben  hal 
ist  nnd  dass  sie  die  Berührungspunkte  paralleler  Taagentejt  Terin 
Denn  zwei  Paare  von  parallelen  Tangenten  bilden  ein  Parallelogni 
dessen  Mittelpunkt  der  Pnnkt  M  =0  ist ;  und  wenn  die  büden  Pi 
einander  unendlich  nahe  sind,  so  fallen  zwei  G^eneckcp  ndt 
Bcrührangspunkten  zusammen.  Der  Punkt  M  ist  also  der  Hi 
pnnkt  der  Curvo  und  es  sind  daher  Ellipse  und  Hyperbd  K« 
schnitte  mit  Mittelpaukt. 
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Qrhältnissabständc  des  Mittelpouktcs  sind,  wie  man  aus  der 
3/  =  0  erkennt: 

^3  "^  -^31*l'r-'^3S^2"r-^3»*3 

ein  Durchmesser,  d.  h.  eine  Sehne  durch  den  Mittelpunkt, 
1  Tangeuten  in  seinen  Endpunkten  parallelen  Sehnen  hal- 
e  andere  Eigenschaften  eines  Pulardreiecks,  dessen  eine 
Jnendlichen  liegt,  während  die  beiden  anderen  conjugirte 
ler  sind,  ergeben  sich  auf  gewöhnliche  "Weise. 

man  die  Function  (ox)^  in  Bezug  auf  ein  Polardreiock  der 
Art  in  drei  Quadrate  zerlegt,  also  etwa  in  GL  (34)  an  die 

«ai,  «32,  «33  resp.  «3,4-«i  «32+«i  «38+«  setzt  und  nun 
adliche  wachsen  lässt,  während  zugleich  die  beiden  anderen 
\  Dreiecks  sich  so  ändern,  dass  letzteres  ein  Polardreieck 
convergirt  a^^a  gegen  eine  bestimmte  endliche  Grenze,  die 
men  wollen.  Die  Gleichung  des  Kegelschnitts  kann  also 
tirieben  werden: 

l+^ga^2«18+^3^3«13y  .    «227*lgl«M+^2^2«21+*8^3tf3iy.   ^_^ 

*ia^l«U  +  *8^2«12+*3^3«J3  ="  A  =  0 
*1«^1«11+*2^2«21+«3^3«31  ==  A  =  0 

u  wahren  Knotenabständeu  cc  versehenen  Gleichungen  zweier 
1  Durchmesser  sind.  Die  Ausdrücke  in  den  Klammem  sind 
lie  senkrechten  Abstände  des  Punktes  x  von  diesen  Dvrch- 
Lässt  man  x  einen  Endpunkt  eines  der  letzteren,  etwa  von 
n,  so  wird 

V  Al^1«ll  +  ^2^2«I2  +  ^3^3«l3y  1    l^^ 
«     V  *A+««*2  +  *'3«3  / 

also   1/ —^  der  Abstand  dieses  Endpunktes  von  dem 

Durchmesser  /*,  =  0.     Ebenso   ist  |/ -,  der  Abstand 

Punktes  des  letzteren  von  dem  Durchmesser  /,  =  0.  Be- 
tjLii  den  Winkel  der  beiden  conjugirten  Durchmesser  mit  9, 
) 
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diu  GIcicbuDg  dus  KegclKcbnittx  in  Ol'u  zu   dun  cuiuugirkm  Dmtk- 
tiiusserii  iiarallelcu  Coordinatcn    ——^ —    nud    — ~—    nnd  n  nl 

'  Hl  cos  9  SiCOiip 

^   —      ,  und  I- ,  die  conjugirtcu  HalbmnKr. 

ff„  cos  91  r        Ü5,'  ■>  " 

Irgend  einer  der  Durchmesser  ist  der  kleiustc,  oder  es  sind  nk- 
rcre  kleiner  oder  wenigstous  iiicht  gröBscr  als  alle  QbrigcD.  Aofdaei 
solelicu  stehen  die  Tangenten  in  seinen  Endpunkten  scnkrechL  Di^ 
»er  Durcbmessor  nud  der  auf  ibm  senkrechto  sind  also  conjigiilc 
DurchmoBser  und  da  joder  derselben  die  zu  dem  andern  panSda 
Seliueu  lialbirt,  so  ist  die  (.'arve  7,u  beiden  symmetiiscb. 

Es  sei  }\i  (Fig.  4.)  ein  kleinster  Durchmesser,  £  und  .if  di 
Tangenten  in  seinen  En<lpnnktcn.  Die  Cunc  kann  iu  d-o  Piuklei 
/'  und  Q  euttveder  die  concave  oder  die  coatese  Seite  dem  MilUt 
imukte  O  zuwenden.  Eratercr  Fall  entspricht  offenbar  dem  der  p 
si-hlosseneu,  letzterer  dem  der  au^  znei  getrennten  Zweigen  b 
den  Curvo.  Von  beiden  kann  man  sich  hieniai'li  eine  klare  V<^ 
Stellung  machon.  Die  Ellipse  bat  zwei  reelle  auf  oinauder  soDkncUi  , 
Durchmesser,  bei  der  Hyperbel  ist  der  eine  imaginär. 

Wenn  in  Gl.  (40)  ^t:=^}  ist,  so  wird  dieselbe 


4/-I 


Uedculcu  unu  die  v  in  L  die  Kuutcnabstäade  der  Hauptaie,  so 
.,  posiHv  Bcin,   da  oe  parallel  zur  Hanptaxe  keine  Taugentcu 


Liisst  man  jetzt  >■  aus  dieser  I^c  sich  um  doii  Mittelpunln  i 
bis  es  zu  derselben  imrallele  Tangeuten  gibt,  so  ist  /.  n^atirgi 
den.    Wegen  der  stetigen  Acnderuug  von  L  muss  also  eine  G 
löge  der  Liuie  c  bestehen,  bei  welcher  /.  und  daher  auch  p  = 
Dann  ist  also  die   Linie  >■  selbst  eine  Tangente.    Der  I 
punkt  liegt  ober  im  Uneudliclien ;  denn  wäre  dies  nicht  der  FiH,  i 
würde  iu  einer  benachbarten  1-nge  dieselbe  mit  der  Curve  vier  D 
scbnittspunktc  haben,    Wege»   der  Symnielrie  existireu  zwei  * 
Asymptoten. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  es  sei  -V  =  U,  die  Cune  «ei  also  c 
rnbcl.     Nach   Gt.  (46)    wird   der  Abstaud  p   unendlich   grw 
)iarallelen  Tangenten  sind  uneudlicli  weit  von  einander  entfernt  ! 
Teil  der  Curvo  liegt  notwendig  iu  endlicher  Entfernang ;  n  dnTk^ 
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Uiü  aa  (licscu  gibt  es  also  kciuc  parallele  Tangeuten.  Die  Axcn- 
iändc  des  Mittelpunktes  genügen  der  Gleichung  der  unendlich  cut- 
ten  liuic,  da  i^»  0;  der  Mittelpunkt  liegt  also  im  Unendlichen 
die  Durchmesser,  auf  welchen  auch  hier  die  Mitten  paralleler 
icn  liegen,  sind  parallel.  Da  mau  durch  eine  kleine  Aenderung 
Coeffidenten  von  (o^)^  die  Grösse  N  negativ  machen  kann,  so 
i  die  Cnrve  als  einer  Ellipse  oder  H^-perbel  mit  sehr  langer 
ptaxe  benachbart  betrachtet  werden.  Sie  hat  Aehnlichkeit  mit 
in  Hyperbehsweig;  jedoch  sind  die  Asymptoten  der  Axe  parallel 
unendlich  weit  entfernt 

23.  Die  Gleichungen  zweier  einander  ähnlichen  und  ähnlich 
nden  Kegelschnitte  können  wir  symbolisch  in  den  a  darstellen  durch 

>i  +  (^i-/i)l7]+«siy2+(«'^-/2)!7]+Ö3[/8+(^,H-/8)l7]}     =  0 

^if/sf/s  ^^  Axenabstände  des  Aehnlichkeitspunktes  und  g  der 
K>rtionalität8factor  ist.  Um  die  zweite  Gleichung  wieder  homogen 
lachen,  multipliciren  wir,  unter  den  x  die  wahren  Abstände  ver- 

md,  /i,  /,  und  /^  mit  j] —      •    Alsdann  können  wir  m 

m  Gleichungen  die  x  auch  als  Yerhältnissabstäude  betrachten 
wenn  wir  jetzt  die  Durchschnittspuukte  der  beiden  Kegelschnitte 
der  unendlich  fernen  Linie  bestimmen,  so  ist  in  der  zweiten  Glci- 
lg  *iar,+'«*«+*s^*8  ==  0  zu  setzen,  worauf  auch  g  herausfäUt  und 
sweite  Gleichung  also  mit  der  ersten  übereinstimmt  Aehnliche 
ähnlich  liegende  Kegelschnitte  schneiden  also  die  unendlich  ferne 
3  in  denselben  Punkten.  Insbesondere  haben  alle  Kreise  mit 
T  Linie  dieselben  beiden  imaginären  Durchschnittspunkte. 

24.  Sehr  einfach  erhält  man  die  Knotengleichuug  eines  bclic- 
1  Kreises.  Der  Mittel])unkt  desselben  sei  durch  seine  Axcn- 
indc  li^  £s9  $3  gegeben,  der  Radius  =r.  Die  wahren  Knotcn- 
inde  einer  Tangente  seien  tt^,  u^,  ^i^\  dann  ist  nach  11.: 


( 


licse  Gleichung  in  den  u  homogen  zu  macheu,  multipliciren  wir 
Jt  der  Gl.  (9)  und  erhalten: 


V       *lll  +  *2-2  +  *3?8       / 


als  allgumcine  KnotoiiglcicbDBg  eines  Kreises  mit  dem  Mittclpakit  ( 
und  dorn  Uadius  -=  r. 

Wir  wollen  vou  dieser  Gleichung  anageheu,  am  die  imagiiini 
KroispunVtc  der  uuendlicli  fernen  Linie  wirklich  zu  bcstimma.  Di 
es  einerlei  ist,  welchen  Kreis  wir  hierzu  nehmen,  so  lassen  «it&i 
mit  dem  inneren  Berahrougskreise  des  Axendreiecks  couccntrisi  nb 
Sützcn  also  $]  =-  ^  =  £»  und  bestimmcu  den  Radius  aus  der  Glcicbn 

',(»--*, *)  +  '',('*-V)+«a<«''-VJ  ~ 
welelio  eineu  reellen  Wert  fUr  >-  liefert.     Die  KuotcngldchDiig  i 
Kreises  wird  dann; 

Uio  Glieder  mit  den  Quadraten  der  u  sind  auf  beiden  Sciti-n  diesdl 
Denn  links  erhält  mau  z.  B.  »i'«i*  ond  rechts  (2«'— »-* — «s*)"!*  =  'i' 
Die  Gleichung  wird  also 

oder,  wcnu  man  — — 'o— —  fär  n-  setzt,  mit  2  mnltiiilicirt 
Alles  nach  rechts  bringt: 

oder  nach  Division  durch  «i+^j-j-'j  nnd  indem  man  --^^— - 


(49)  0  =  (a  — '>,«3  +  «F— «,)«sB,  +  («— .,>«,M^ 

Um  hivrans  die  Aicngleichung  des  Kreises  zu  crbalton,  moss 
nach  21.  den  Cocfßeienteu  von  h^w,  durch  aifj  dividirca,  die  Ui 
dctenninauteu  bilden  und  diese  als  Coefticienten  der  Axcngldd 
nehmen.    Jene  Determinante  ist  nun 

ff  —  ».     ff  —  >•' 

I)  5       äl 
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engleichung  wird  also: 

*jV     '  "^   *iV     '"^   *,V  ^^  "" 
ch  Moltiplieation  mit  s^W*: 

BestimmuDg  der  Verhältnissabstäude  der  unendlich  fernen 
dieses  Kreises  benutzen  wir  nun  die  Proportion  (42).  Wir 
ann  zu  setzen: 


\PiPiP9 

*i(<r— *,)           0 

0 

Üi9i9i 

=«           0          «2(<l  —  s^) 

0 

ri  rj  r» 

0                  0 

*»(<»— «a) 

A  =="  Vs(<»— «s)(^— «») 


^a=  *i«2(<»— «i)(<y— '»g) 
^en  Unterdeterminanten  sind  =  0.    Ferner  ist 


=  «lV3(<^  — *2)(<^  — *«) 


*1  *t  *« 

P=: 

9i9s^ 

n  ^«  »"n 

PiPiPn 

Q  = 

«1  *3  *8 

»•l  ^2  »-8 

1 

17—  ' 

PiPiPs 

=  M2*fl(<»— *i)(<?  — «a) 


I  I 

ir,  rg  rjjl 
:h  {Am)^  zn  erbalten,  hat  man  die  Determinante  der  Gleichung: 

I        0  8^^a—s.Y  0 

!        0  0  V(<^-*3)' 

n,  jede  ünterdeterminante  derselben  vom  Index  ij  mit  «,*,• 
licircn  und  die  Producte  zu  addiren.    Es  ist  also 

***^*a*[(<^-*2)'(<^~*8)*+(<?-«i)*(<'~*3)'+(<»-'i)'(<^-'2)*] 
L  diese  Ausdrücke  in  die  Proportion  (42)  und  bezeichnet 
lei      \   2~i  ^*^  ^^  ^  ^^'*^d  "^c^  ^^^  nötigen  Reductionen: 

*1   *2  *8 


I 
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(■i-*,)*(«»-«,)-{ff-*ä)'(«,-'t)±('j-*sn'^ 

:(ff-'':,)'(',-«i)-{ff-*,)'(.,--,)±  (.,-.,) V^ 
:(«-«,)'(',-'.)-(<»-«*)*(-»-»,)  +  ('.--,)  V^ 
Dies  sind  uiso  die  VerbäkaiBBabatHmte  der  allen  Kreisen  in  der  Bw 
gemeinsamen  nncadltcb  fernen  imngiuärcn  Punkte,  be20gen  tifai 
beüpltig  gelegenes  Axendroiock.  dessen  Verbal tnissseiteu  •,,  «ti  •]  öi 

25.    Eh  sei  jetzt  symboliseb 

die  alljjemeinc  Glc-icbung  zncitco  Grades  in  KnotenabstAsiIfn 
Wenn  die  Delerminantc  derselheu  verschwindet,  so  zerfSlIt  sie 
7wei  Faotoreii.  welche,  wenn  sie  reell  aind,  zwei  einzelne  Vna^Ot' 
daratelleu,  die  auch  zuaamnicnfallen  können.  Sind  die  Foctoreu 
gio&r,  so  genügt  der  Gli;tcbniig  nur  die  reelle  Verbindungdinii' dtt 
beiden  iinagiuSn-ii  Punkte.  ICiner  der  Punkte  cxler  beide  kODoei)  in 
Uncndlicben  liegen  nnd  wenn  dieselben  iinagiDür  sind ,  so  kann  üt 
reelle  Verbimlmigsliuic  die  nnondlidi  entfernte  Linie  sein. 

Zerttillt  die  Gleteliung  niclit,  so  kaim  aus  ilcrsclbcn  die  An 
gleichuDg   des  durch  sie   dnrgesleltteu  Kcgelschuitts   abgeleitet  e 
auf  diese  die  Kriterien  für  Hyperbel,  Parabel  nud  Ellipse  angeniA 
werden.    Oder  ni&n  kann  auch  mit  der  Enotcugleicbnng  gani  v 
fahren,  wie  es  mit  der  Axengletchuug  gesclifhcu  ist. 

Das  in  VurstvlieiiJcm  auf  einen  Teil  der  Theorie  der  K(fl 
schnitte  angewandte  Vcrfabreu  anf  die  ganze  analytische  Geonitl 
der  Kbene  uiul  des  Raumes  auszudehnen  bleibt  einem  spster  )i 
zngebciiilen  Lehrbnch  vorbehalten. 
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lieber  Fiisspiinktcurven  der  Kegelschnitte. 

Von 

Adolf  Ameseder, 

oid.  HCirer  an  der  technischen  Hochschule  in  Wien. 


FOr  die  Fasspnnktcanc  eines  Kegelschnittes  gilt  der  Satz: 

^ie  Brennpunkte  des  von  den  Doppelpnnktstan- 
leotcn  umhQllten  Kegelschnittes  halbireu  die  zwischen 
lern  Pole  und  den  Brennpunkten  des  Directrix-Kegel- 
ichnittes  gelegeneu  Strecken/' 

Die  FuBspunktcurve  eines  Kegelschnittes  7'  kann  als  das  £rzeng- 
in  einer  Tangenten-Involution  auf  diesem  Kegelschnitte  mit  unend- 
Sil  femer  Involntionsaxe  und  eines  der  Tangenten-Involution  pro- 
ctivischen  Strahlenbttschels  ^,  dessen  Strahlen  senkrecht  auf  den 
nen  entsprechenden  Tangentenpaaren  der  Involution  stehen,  be- 
ichtet werden. 

Wir  erkennen  demnach  die  Fusspuuktencurveu  der  Kegelschnitte 
Carven  vierter  Ordnung,  sechster  Classe,  welche  den  Pol  und  die 
iginftren  Kreispunkte  zu  Doppelpunkten  haben  ^}. 

Ich  habe  in  der  Abhandlung  „Bemerkungen  über  das  Erzeugniss 
ea  eindeutigen  Strahlenbüschels  und  eines  zweideutigen  Strahlen- 
lems  zweiter  Classe'^  ^)  gezeigt,    wie  man  die  Tangenten  in  einem 

Doppelpunkte  consjtruiren  kann  und  will,  um  den  aufgesetzten  SaU 
beweisen,  die  Constructiou  der  Doppelpunktstangenten  für  einen 

imaginären  Kreispunktc  etwa  /l^  durchführen. 

£s  seien  zu  dem  Ende  t^,  tf;'  die  Brennpunkte  des  Trägerkegel- 
littes    'I\  der  unendlich  ferne  Punkt  des  Strahles  ^t^;  von  d  sei 


1}   Siehe  den  Aufsatz  X.  p.    109. 
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«,  der  des  ihm  enteproclienden ') ,  also  auf  ihm  senkrechten  Strahles 
sei  csf'. 

Wir  legen  ans  ^/,  eine  Tangcut^^  ^/  an   7\   sie   geht  durch  den 
einen  reellen  Brennpunkt  \\}  dieses  Kegelschnittes  und  trifft  die  gegen- 

iiherliegende  Seite  /td^  des  Doppelpunktsdreicckes  in  einem  Paukte 

1/,  >velcher  mit  n'  verhunden  eine  ^\\)  in  L  schneidende  Gerade  giebt 
Der  Punkt  L  mit  J^  verbunden  liefert  die  gesuchte  Doppelpankts- 
tangente.  Verbinden  wir  9;  mit  dt,  so  können  wir  t}  als  Scheitel  eines 
Strahlenbüschels  betrachten  gegen  welches  die  Punktreihen  A^ä^w, 
und  ^\'ALtf.  perspectivisch  liegen. 

Der  Annahme  zufolge    ist    (^/,/f^a'a)  =  —  1,    es  ist   demuack 
auch  (iifJfjtt)  ==  —  1,  und  da  «  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Gerade« 

Jtf;  ist,  ist  /.,  der  Schnittpunkt  der  Doppel punktstangentx^  mit  Jt, 
der  Ilalbirungspunkt  dieser  Strecke. 

Eine  der  aus  J^  an  T  gelegten  Tangenten  geht  auch  dordi  %\ 
flie  ihr  entsprechende  Doppelpunktstangente  geht  daher  auch  durch  L 

Es  ist  klar,  dass  man  in  deix^lben  Weise  /eigen  kann,  da«  die 
andern  zwei  Doj)pelimnktstangonten  von  J^  und  A^  sich  in  dem  H«l- 

binmgspnnkte  //'  Avr  Strecke  J^>'  schneiden  müssen. 

Wir  sind  nun  in  der  Lage  das  folgende  Problem  zu  lösen: 

,,Es    sind    die    Drcnnpuukte    des    von    den    Doppel-, 
punktstangenteu  umhüllten  Kegelschnittes,   der  reellij 
Doppelpunkt  und  eine  Tangente  in  demselben  gegebeif] 
die    dadurch    bestimmte     Euss)»unktcurve    ist   zn  coi« 
struiren,'* 

Es  ist  leicht  die   folgende  Sätze  als  speciello  Fülle  des  bewies^ 
nen  Satzes  zu  erkennen. 

„Die  Uückkehrtangentcn  der  Lima^on  in  den  hnaginären  KitiK] 
punkten  schneiden  sich  im  Mittelpunkte  ihres  Gruudkreises.^ 

„Die  drei  Rückkehrtangenten  der  Kardioide  treffen  sieb  imlB-i 
telpunkte  des  Grundkreises  derselben." 

„Die  Intiexionstangcnten  der  Lemniskato  in  den  imaginären  Srdi 
punkten  trelTen  sich  ]»aarweise  in  dcu  Brennpunkten  derselben.*' 

Wien.  März  J879. 


1)  Ji'nor  Strahl  von  J,  wcldirr  pnrnllol  zu  «Icni  ^tf*  cntftprorhrndcn  Tit- 

jjciitrnpnaro  vrm   T  ist. 
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XUI. 


Zur  Theorie  der  Fusspunkteiicurven  der 

Kegelschnitte. 


Von 

Adolf  Ameseder. 


Anschliessend  an  die  Abhandlung  „lieber  Curven  vierter  Ordnung 
drei  Doppelpunkten^^  *)  und  die  kurze  Notiz  „Ueber  Fusspunkteu- 
en  der  Kegelschnitte"  behandle  ich  die  letztgenannten  Curven 
em  vorliegendem  Aufsatze  etwas  eingehender.  Es  ist  nicht  so 
meine  Absicht  mit  derselben  eine  Keihe  von  neuen  Sätzen  dem 
lematischen  Publicum  vorzulegen  als  vielmehr  die  in  den  citirten 
iten  entwickelte  Art  der  Untersuchung  an  diesen  speciellcn 
en  durchzuführen. 

1.  „Die  Fusspunktencurveu  der  Kegelschnitte  sind  cyklische 
en  vierter  Ordnung,  sechster  Classe,  welche  den  Pol  und  die 
inären  Kreispunkto  zu  Doppelpunkten  haben.  Die  Doppelpunkts- 
3nten  im  reellen  Doppelpunkt  sind  die  Normalen  auf  die  aus 
m  Punkte  an  den  Kegelschnitt  gelegten  Tangenten". 

Liegt  die  Involutionsaxc  p  der  erzeugenden  Tangenten-Involution 
Unendlichen,  sind  also  conjugirte  Tangenten  derselben  parallel, 
stehen  die  Strahlen  des  erzeugenden  Strahlenbttschels  J  auf  den 
;  entsprechenden  Tangenten  senkrecht,  so  ist  klar,  dass  das  £r- 
188  beider  Strahlengebilde  die  Fusspunktencurve  des  Träger- 
»chnittes  bezüglich  d  als  Pol  ist. 


Silxb.  d.  Akad.  d.  Wisscnsch.  7.u  Wien.     Jnnunrhcft  1879.     Diese  Ab- 
lg  betreffende  Citatc  sind  mit  (I.  A.)  bezeichnet. 

LXIY.  10 
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Die  Tangenteu-Involution  J  bildet  auf  der  unendlich  fernen  Gfr 
mden  eine  Fnnktreihß  x,  der  Schein  derselben  in  J  bildet  mit  die- 
801U  Strahle nbUschcl  eine  rechtwinklige  Strahleu-InTolntion,  tUelfep- 
pclstrahleu  Uei-selbcn  schneiden  die  unendlich  ferne  Involntiomue  ig 
zwei  Dppclpunkten  der  Cime,  diese  sind  demnach  die  inuipilra 
Kreispuukte.  Legt  man  eine  Tangente  /,'  aus  d  aa  T  nnd  betrubW 
diese  als  Strahl  von  J,  so  steht  der  ihr  entsprechende  Strahl  i,  m 
ji  senkrecht  auf  derselben,  er  ist  die  eine  Doppel pDoktstasgcnle 
jif.  Die  Fnsspunktencurve  berührt  den  Träger  T  vierfach,  die  Ite- 
i'Uhrungspnnkte  sind  die  Fnsspnnkte  der  ans  d  auf  '/'  geilten 
Perpendikel, 

Da  die  Uestimmuug  der  Scheitel  i\  nnd  P^  des  Eegelschnitb- 
netzes  /',  (I.  A,  Art.  C.)  als  der  Pole  der  durch  die  imaginären  Kr» 
punkte  gehenden  Geraden  ^'^i,  ji^t  in  vielen  Fällen  nicht  mü^ 
ist ')  wird  man  die  Schul ttt»unkte  irgend  einer  Geraden  mit  der  Fi» 
punklencurve  in  der  Weise  bestimmen,  dass  mau  die  Punkte  iei  in 
Geraden  .jzngeordnetfn'"  Kegelschnittes  in  der  in  (I.  A.  Art.  1.)  u- 
Begebenen  Art  construirt;  derselbe  ist  durch  diese  drei  Pnulitc.  ilfi 
Pol  der  Geraden  bezüglich  T  und  den  Mittelpunkt  dieses  Ktgri- 
KegelBchnittes  bestimmt. 

Fttr  die  Lösung  der  Tangcuteuproblemc  will  ich  ein  ander«  Tn> 
fahren  angegeben,  welche.'i  anf  folgender  Bett^chtung  beruht. 

Es  sei  ^/  (Fig.  1.)  der  Scheitel  des  erzeugenden  Strahlenhilsthels, 
also  der  Pol  der  Fusspunkteucurve  und  T  der  Trügerkegelschnitt  da 
l'angenten- Involution ;  femer  eci  >i  ein  beliebiger  Cunenpunkt,  g 
diesem  Punkte  zugeordnete  Strahl  von  **,  r  die  Verbindungslinie 
Berührungspunktes  »  der  g  entsprechenden  Taugente  der  luvolnli« 
mit  /i.  Das  Dreieck  ^tm  ist  bei  a  rechtwinklig,  der  über  A  tb 
Dnrchniesaer  beschriebene  Kreis  t  geht  daher  durch  n.  Dasselbe  pS 
für  den  dem  Punkt  a  benachbarten  Punkt  a'. 

Ist  <!  die  V erbind ungBÜnie  der  Punkte  a,  n',  so  igt  klar, 
wenn  n'  unendlich  nahe  au  •'  rückt  der  Ereis  t'  mit  dem  Kreise 
zusammenfällt  und  O  in  die  dem  Kieisc  /-  und  der  Fnsspnnktcncanf 
in  II  gomcinschaftlicbo  Tangente  ilbergeht.  Diese  Uebcrlcgnng  giÄ 
die  bekannte  Coustniction  der  Tangente  in  einem  CurvonpnnUK 
„Man  zeichnet  den  dem  Dreiecke  Jna  umschriebenen  Knns. 
Tangente  iia  Punkte  n  ist  zugleich   Tangente  der  Carve  in  äsv»] 

i 


I)  Fflr  ilic  KaHiuiik  iiiiil  I.omniil:nt<>  l>irtel  ilic  BratimmniiK  ■li'*"  FnUl 
kpinc  Schwicrigkritcn. 
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".    Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  m  jener  Kreise  JL, 

dorch  den  Punkt  d  gehen  und  die  Gerade  G  berühren,  ist 

arabel  $,  welche  J  zum  Brennpunkt  und  G  zur  Directrix  hat. 

T  Ort  der  Halbirungspunkte  0  der  Strecken  Un  ist  ein  Kegel- 

ff ,  welchen  wir  kurz  den  bezüglich  J  und  T  aequidistanten 

;hnitt  nennen  wollen.    Einer  der  Kreise  L  hat  seinen  Mittel- 

m  auf  der  Geraden  Jn^  wird  G  zur  Curventangento  in  a,  so 
)r  Kreis  L  mit  dem  Kreise  K  zusammen. 

jr  Kreis  K  berührt  in  diesem  Fall  die  Gerade  G  im  Punkte  a 
hört  daher  auch  zum  Systeme  der  Kreise  L.  Sein  Mittelpunkt 
=  0,  dieser  liegt  demnach  sowohl  auf  dem  Kegelschnitte  &  als 
ler   Parabel  ^  und  zwar  ist  er  ein  Berührungspunkt  beider 

^hnitte;  denn  ist  QO^^t^  die  Verbindungslinie  der  benachbarten 
resp.  r  gelegenen  Punkte  von  Q  und  mm!^t^  die  Verbin- 
nie  der  auf  denselben  Strahlen  von  /l  gelegenen  Punkte  der 
1  $,  so  ist  leicht  einzusehen,  dass  diese  Verbindungslinie,  wenn 
3ine  Curventangente  übergeht,  mit  der  in  diesem  Fall  beiden 
:;huitten  ^  und  ^  in  dem  Punkte  vi  ^  0  gemeinschaftlichen 

ite  coincidiren.    Die  beiden  Geraden  7>'^  OV,  ;>  ^  Öa  fallen 
lit  dem  aus  dem  Berührungspunkte  0  der  Kegelschnitte  ^  und 
G  gefällten  Perpendikel    zusammen.     Der  Fusspunkt  a  des- 
ist  der  Berührungspunkt  dieser  Curventangente. 

t  M  ein  beliebiger  Punkt  der  Tangente  G^  so  muss,  weil  letz- 

c  Directrix  von  5P  ist,  die  in  M"  (dAt'  =  JZST)  auf  Jm  ge- 
^nkrechtc  eine  Tangente  der  Parabel  ^  sein. 

fn  daher  die  sechs  aus  einem  Punkte  M  an  die  Fusspunkten- 
zu  legenden  Tangenten  zu  bestimmen,  hat  man  diesen  Punkt 

zu  verbinden  und  in  M"  die  Senkrechte  t  auf  JM  zu  föllen. 

ie  durch  diesen  Punkt  gehenden  Directricen  jener  sechs  Para- 
!,  welche  J  zum  Brennpunkt  und  t  zur  Tangente  haben  und 
egelschnitt  jt  berühren,  sind  die  gesuchten  Tangenten.  Ihre 
ungspunkte  ergeben  sich  als  die  Fusspunkte  a  der  auf  sie  aus 
srOhrungspunkten  der  ihnen  beigeordneten  Parabeln  P  mit  dem 
chnitt  SC  gefällten  Peri)cndikel. 

lese  Bestimmung  hat  das  Missliche,  dass  mau  den  Contour  des 
chnittes  ü  zeichnen  muss,  und  ich  gebe  deshalb  eine  andere 
QCtion  an,  welche  von  dem  Kegelschnitt  fi  Umgang  nimmt  und 
idglichst  einfache  zu  sein  scheint. 

ae  Parabel  $',  deren  Punkte  N  von  J  zweimal  so  weit  liegen 

)0* 
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als  ilie  aof  dcmseUion  Strahle-  gelegeuen  Pnnkte  der  Pankl  $,  bt 
die  Eigenscbaft ,  dass  falls  $  den  Kogplschnilt  fi  in  dem  Punkte 
l>erQlirr,  3te  don  Trägerkegel  schnitt  T  in  dem  auf  demselben  SInl 
von  ^  gelegenen  Punkt  N  berührt. 

Dies  wird  klAr,  wenn  man  Überlegt,  d&ss  die  in  dem  $' od 
T  gcmeiuscUaftlicbeu  Punkt«  A'  an  beide  Kegelschnitte  gelegten  Tu- 
genteD  t,,  r^  parallel  sind  zu  jenen  in  m  an  $  nnd  ff  gelegtenTi 
genlen  (,,  i^;  da  aber  dio  letztern  zusammenfallen,  falls  G  eine  Tu- 
gcnte  der  Fasspunktenciine  wird,  cointidiren  auch  t,  und  ij. 

Die  Parabul  ¥'  hat  G  ini  SclieitcJtangente  und  ^  znin  Bren- 
pnnkt.  Die  Bcstinimung  der  ans  einem  Pnnkte  M  der  Ebene  la  & 
Fusspunktencnrio  6'  zu  legenden  Tangenten  gestaltet  sich  folgeofer- 
weise: 

„Mau  vorbindet  dun  Punkt  M  mit  dem  Pole  ^  ui 
fällt  in  M  dio  Scnkrochtc  (  auf  iw.  Dio  Scheilelt«- 
genten  jener  sechs  Parabeln,  welche  d  zum  Breni- 
punkt,  t  zur  Tnngunte  haben  und  r  berühren  sinddi» 
durch  M  gebenden  Tangeuten  von  0. 

l>ic  Kutfernung  der  Dircetrii  G'  der  Parabel  $'  ist  von<f  ÜH 
doppelt  80  grosse  als  jene  ilcr  Geraden  O,  „um  daher  den  Bt- 
rttbrnngspuukt  der  Tangente  G  zu  bestimmen  fällt  mi» 
aus  dem  llalbirungspuii kte  n.  der  Strecke  JA'  i 
eine  Senkrechte,  ihr  Fussjiunkt  ist  dor  gesuchte  Be^ 
rQhruuKSpunkt." 

Wir  haben  in  dieser  Untersucbuiig  keine  dor  EigonscbufEea  d« 
Tr&gors  T  |Dircctri!icurve|  uls  Kegelschnitt  benutzt,  nnd  es  gilt 
her  der  folgende  Satz: 

2.  „Au  die  luaspunklflniurve  C  einer  Cune  iiter  Ordmuig 
fOr  einen  beliebigen   Punkt  ^  als  Pul  kanu  mau  ans  einem  PonUt 
M  der  Ebeuu  au  viele  Tangenten  legen  als  es  Parabeln  gibt,  w(' ' 
d  zum  Brennpunkt,  die  in   Af   (JM'  =2dM)  auf  ^M' 
Senkrechte  zur  Tangeute    haben  und  dio  Curve    T  berühren. 
Berührungsjiunkte  dieser  Tangenten  sind  die  den  BerühmngspankM 
der  ihuen  beigeordneten  Parabeln  %  mit    T  in  obiger  Weise  e«t-J 
sprechenden  Punkte."  1 

BerOhrt  dio  Parabel  $'  die  Dircctrix  T  doppelt,  80  ist  G  rät 
Düppeltangonte  der  Fusspunktencnrve,  die  Bestimmang  der  Berlb- 
rungspunkte  geschieht  ebenfalls  in  der  oben  angebenen  Weise. 

3.  „Dio  Fnsspunktencnrve  C  einer  Cnrve  nter  Ordmug  T  ftr 
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ii€a  bdiebigeu  Punkt  ^  als  Pol  hat  so  viele   Doppoltaugcnten  als 
Parabeln  gibt,  welche  J  zum  Brennpunkt  haben  und  T  doppelt 
riiiren  etc/' 

Ebenso  gilt  der  folgende  Satz: 

4.  Die  Fusspunktcucurve  C  einer  Cur\'c  n  ter  Ordnung  für  einen 
inkt  //  als  Pol  hat  so  viele  Inüexionstangonten  als  es  Parabeln 
M«  welche  J  zum  Brennpunkt  haben  und  T  osculiren  etc/^  ^) 

Ein  analoger  Satz  gilt  für  Undulationstangenten  etc. 

Ans  dem  Satze  2.  fiiesst  der  folgende: 

5.  ,J)ie  Scheiteltangeuten  aller  Parabeln,  welche  denselben 
«nnpunkt  //  haben  und  eine  Curve  T  berühren,  umhüllen  die  Fuss- 
nktencorve  von  T  bezüglich  ^  als  Pol." 

Ebenso  sind  die  folgenden  Sätze  leicht  einzusehen: 

6.  „Alle  Kreise,  welche  man  über  das  zwischen  einem  Punkte 
und  einer  Curve   T  gelegene  Stück  als  Durchmesser  beschreiben 

Jin^  umhüllen  die  Fusspunktencurve  von  T  bezüglich  //." 

7.  „Man  kann  sich  die  Fusspunktencurve  nterClasse 
auf  unendlich  viele  Arten  als  das  Erzeugniss  eines 

»sondern  Kreisbüschels  und  einer  Tangenten-Involu- 
on  auf  der  Curve  T  entstanden  denken.  Die  Kreise 
»rtthren  sich  im  Pole  /i  der  Fusspunktencurve.  Die 
18  den  /l  diametral  gegenüberliegenden  Punkten  die- 
\T  Kreise  an  jTgelegten  nTangenten  treffen  den  ihnen 
itsprechenden  Kreis  in  Curvenpu  nkten." 

Die  oben  angegebene  Construction  der  Tangente  in  einem  Punkte 
t  Curve  kann  umgekehrt  zur  Lösung  des  folgenden  Problems  be- 
itzt  werden: 

8.  „Die  Fusspunktencurve  einer  Curve  r  ist  durch 
ese  und  den  Pol  /l  gegeben,  es  ist  der  Berührungs- 
nkt  B  der  ebenfalls  gegebenen  Tangente  %  zu  con- 
rniren.^* 

Man  zeichnet  jene  Parabel  ^^',  welche   d  zum  Brennpunkt  und 


1)  Diesen  Satz  hat  Herr  Prof.  Dr.  Em.  Wcyr  in  seiner  Abhandlung: 

..Constnictiou  des  Krüiuraungskrcis»os  für  Fusspunktcncurvcn"  im  XIX.  Bd. 
itzb.  d.  k.  Akad.  d.  Wisscnsch.  zu  Wien.  II.  Abt.  Februar-Heft  1 86y 
Ft   aufgestellt. 


(  zar  Scbciteltaugcnte  hat,  sie  berührt  T  iu  dem,  dem  Bertlimgi- 1 
punkte  U  zngcordDct^n  Puuktc  h.    Die  aua  dem  HalbirnngipiiiiUcfl 
i'i  der  Strecke  M  auf  i  getalllo  Senkrechte  trifft  diese  Tongenle  ii 
Funkte  B. 


1.     „Die  FuespDuktencurve  des  Kreises  für  dueu  1 
l'uukt  der  Kbene  als  Pol  ist  eine  Cune  vierter  Ordiinng,  ' 
Classe,  welche  die  imaginären  Kreispaukte  zu  Spitzen  hat. 
vom  Trägerkreis  in  ihren  Scheitelu  Ijerflhrt." 


Die  Verbindungaliuic  /iJ'  (Fig.  2.J   des  Poles  mit  dem  1 
puukt   des   Trikgorkreiacs   T  trifft  dieseu  rechtwinklig   in  < 
Punkten  >■  nud  >',  diese  sind  daher  die  reellen  Bertthrungspunktc  k 
Fnsspunkteucnrve  und  des  Kreises  T. 

ßediout  mau  sivh  der  bekaunton  L'oustmctiou  der  l 
kreiHc'),  so  Ubery:uug(  mau  aich,  dass  diese  in  den  1 
a'  ganz  ausserhalb   dtr  Cone  liegc-n,  und  diese  Puuktc  i 
Scltoitel  derselbeu  sind. 

2.  ,,Die  FnBspuukteucurvo  eines  Kreises 
Mittelpunkte   /'und  dein  Eadins  r  für  den   Punkt  J  i 
Pol  ist  die  I.imacou  des  Pascal  des  über  \äP  als  Dnrci-I 
raesser  beschriebeuen   Kreises  l-  für  dcu  Punkt  d  iHf 
dem  Parameter  r." 

Beschreibt  man  über  2l'  (Fig.  2.)  als  Durchniesser  den  Ki^^ 

und  siud  ;>,  ;>'  zwei  beliebige  ;iuf  demselben  Strahle  x  von  4  ^ 

Puukte  der  Fusspuukteucurve  des  Kreises  T  für  d  als  Pol, 

.1  der  Schnittpunkt  des  Strahlest  mit  dein  Kreise  l:;  so  ist  PA  » 

recht  auf  x,  daher  parallel  zu  np  und  n'p'  and    es  liesteht  d 

die  folgende  Relation: 

fflT"  =  'j,~A=:  Pti'  ~'Äp'  =T, 

aus  welcher  zu  ersehen   ist,  dass  f>  und  ji'  coitJDgirte  Pnnktc  da 
Limai;on  des  Kreises  l-  für  J  mit  dem  Parameter  r  und. 

3.  „Die  Linia<;on  hat  eine  eine  eigentliche  reelle  Doppeltu 


gonte,  welche  iu  der  Entfernung  SP  = 


-  vom  Mittelpunkt  d< 


1)  Siehe  liic   citirte  AbhandluM),'   Am  Herrn  Prof.  Dr.  Em.  W«jt:   ,0« 
.'tiuil  des  KrQnimunj^krciseB  der  FasepaiiktcilCQrveii.'' 
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rigerkreises  T  senkrecht  auf  dem ,  darch  deu  reellen  Doppelpunkt 

gellenden  Radins  dieses  Kreises  steht.    Ihre  Berührungspunkte  sind 

nunetrisch  gegen  diesen  Radius  angeordnet,  ihre  gegenseitige  Ent- 

mnng  ist  J^jZ/g  =  ^   V4«-r^— r*,  wohei  r  der  Radius  des  Kreises 


und  a  =  jpisV 

Jene  Parabel  $',  welche  J  zum  Brennpunkt  hat  und  deu  Kreis 

doppelt  berührt,  hat  wie  leicht  einzusehen  die  Crerade  JP  zur  Axe. 
ie  Berührungspunkte  beider  Kegelschnitte  liegen  demnach  symme- 
Lsch  gegen  dies(?  Gemde.  Ist  N  einer  der  zwei  Berührungspunkte, 
haben  $'  und  T  in  diesem  Punkte  dieselbe  Tangente  /  und  die- 
Ibe  Nonnale  w.  Die  letztere  geht  als  Normale  des  Kreises  T  durch 
m  Punkt  P, 

Die  Geraden  t  und  n  schneiden  aber  als  Taugente  und  Normale 

einem  Punkte  der  Parabel  $'  die  Axe  Jp  derselben  in  den  Punkten 

und  a,  die  zu  verschiedenen  Seiten  des  Brennpunktes  J  von  die- 

m  gleich  weit  abstehen.    Um  daher  den  Punkt  N  zu  bestimmen 

Jfigt  man  die  Strecke  P/1  über  J  auf  diese  Gerade  auf  und  zieht 
is  dem  Kndpunktc  tl  derselben  die  Taugeute  /  an  T.  Fällt  man 
im  Brennpunkte  ^  die  Senkrechte  a  auf  t  und  aus  dem  Fusspunkt 

,  derselben  das  Perpendikel  1)  auf  ^/^,  so  ist  diese  Gerade  die 
sheiteltangente  der  Parab(*l  ^4^'  und  mithin  die  Doppeltangente  der 
imavou. 

Um  einen  Berührungspunkt  der  Doppeltangente  zu  bestinmien, 
Dstmirt  man   die  Directrix  J^  der  Parabel  ^^\  fällt  also  in  dem 

mkte  ^,  wobei  öS  =  *si/  ist,  eine  Senkrechte  J'  auf  JP]  der  Fuss- 
nkt  6|  des  aus  N  auf  J'  gefdllten  Perpendikels  mit  d  verbunden 
ibt  eine  Gerade,  welche  D  in  dem  einen  Berührungspunkte  trifft. 
Bser  ist  offenbar  mit  dem  Punkte  Pi  identisch. 

Aas  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  dJB^  cv>  r/iWoo  -ff,  z/S  er- 
►eu  sich,  wenn  man  AP  =  «  setzt,  folgende  Gleichungen: 

SP  =_-  Z..  nL_ ,      /j  s  =  ;-  V  4a«  r^  —  r* 
4«  *  4a 

Die  zwei  imaginären  Doppeltangenteu  der  behandelten  Curve  sind 
mit  den  imaginären  Kreispunkton  an  dieselbe  gelegten  Tangenten, 
schneiden  sich  wie  leicht  einzusehen  in  einem  Punkte  der  Geraden 

Bezüglich  der  Rückkehrtangenten  dieser  Curve  sowie  der  Kar- 
de» und  Lemniskate  siehe  die  Notiz:    „Ueber  Fusspunktencurveu 
Kegelschnitte.'' 


Ibii     Anitttrlen  Zur    'theorie  4er  /•'amiiunkleitaiTvrti  dir  Kiyrtidiullt. 

m. 

1.  „Die  Fiisspuuktencnrvc  eines  Kreises  T  mit  dem  Btdnsr^' 
l'ttr  oiuGD  Punkt  ^  desselben  als  Pol  ist  eine  Kardiaide;  sie  bit  dal 
Pol  zur  Spitze  und  ist  dulicr  eine  Cuno  vierter  OrduDoe,  driWtl 
Ulosse.    Die  Rttckkehrtangeutu  R  iu  der  reellen  Spitze  J  geht  dl 
den  Mittelpunkt  I'  des  Tragcrki'eisca ,    die   Doppeltaogente  D  jsa 

5r 
Kardiotdc  steht  iu  dem  Abstände   -r^  von   D  senkrecbt  auf  A;  fl 

Berabningspnukto  sind  symmetriscli  gegen  R  angeordnet  nnd  i 
aus  ^  unter  einem  Winkfl  von  VHy  geseben." 

Der  Identit&t^bewois  der  lobaudeiten  Fusspunkteacnrre  mil  *f 
Kardioide  ist  iu  jenem  für  die  Lima^'on  enthalten.  Die  Rttckketo- 
tangcntc  R  (p'ig.  3.)  im  PunkLc  -1  stellt  senlu-ccbt  anf  der  in  diexa 
Punkt  au  7"  gelegten  Tangente,  geht  also  durch  den  MiUelpnntl  P 
des  TrSgerkreises. 

Die  Construction  der  Doppeltungente  ist  die  dieselbe  wie  bei  to 
Limagon.  Man  trägt  PJ  über  ti  bis  ot  auf  und  zieht  die  Tangmlt 
I  aus  H  an  r,  ihr  Berührungspunkt  sei  N.  Das  Perpendikel  e  m 
J  auf  (  trifft  diese  iu  ü,,  einem  Uerithrungspunktc  der  auf  R  söi- 
reehtcu  Doppeltajigente  D.  Es  ist  aus  der  Construction  za  efwlm, 
dass  das  Dreieck   ^I'N  gleichseitig  ist,  woraus  folgt,  dass: 

wclcbo  Relationen   mau  auch  aus  den  für  die  Linu^o 
erhält,  wenn  man  «  =  r  setzt. 

2.  Die  Evolute  der  Kardioide   ist  wiedei-  eine  Kardioide, 
welche  der  Radius  dos  Grundkreises  ein  Drittel  so  gross  ist,  als  ja* 

bei  der  gegebenen." ') 

Man  zeichne  eiueu  Kreis  i   (Flg.  3.) ,  nelcher  den  gcgcbcDLi  T 
iu  J  berührt,  und  dessen  Radius  ein  Drittel  so  gross  als  der  de*  ge- 
gebenen Kreises  7'  ist.    Es  sei  x  ein  Strahl  des  Büschels  J , 
die  ihm   entsprech enden   Tangenten  der   luvolntiou.     Verbindet  n« 
dio  UerOhruügspunkte  ji,   n'  dieser  Tangeuten,   so  erbält  man 
Rechteck  jip'n'n.    Von  d  eine  Senkrechte  dq  auf  «n'    gefällt 
q    mit   ;i    verbunden   giebt    die    Normale   %   der    Kardioide   C  ii 


I)  Siehe  den   snalytischcn   Bewcii  in  „Theorie  der   Kardioida"  to«  FraL 
K.  Z»hradnik.     Archiv  für  Mathematik  und  Fbysik.     Bd.  S9. 
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mkte   p.      Die    Gerade    qp'  ist  aas  demselben  Oronde  die  Nor- 
ile  t'  in  y. 

Um  den  Krümmungsmittelpuiikt  M  des  Punktes  p  zu  bestimmen  ^) 
die  man  vom  Schnittpunkte  a  der  Diagonalen  des  Rechteckes  pJnq 

ine.  Senkrechte  ab  auf  nn\  b  mit  ^  verbunden  giebt  auf  r  den  gc- 
Qchten  Punkt  M, 

Da  Mder  Schwerpunkt  des  Dreiecks  Jrcq  ist,  ist: 


JM  =  Idb 
dd  iu  Folge  der  Construction 

kher 


Bezeichnet  man  den  Schnittpunkt  der  Geraden  /!Sn  und  des  Krei- 
5 1  mit  Zr,  so  ist  _ 


ist  aber  auch 


JL  =  -,-, 


(?A/  = 


2.  a</       ^7c 
"3         ^X' 


10 

d  daher 


aZf  =  aJI/ 


JtfL||^/ry||a;'IIV. 


Die  Gerade  ML  geht  also  durch  X  und  ist  parallel  zu  der  Tan- 
ute  x'  des  Kreises  T  in  tk,  sie  ist  also  die  Tangente  des  Kreises 
n  L. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  der  Punkt  M  der  Evolute  der  Kar- 
)ide  C  ein  Punkt  jener  Kardioide  C  ist,  welche  t  zum  Trägerkreis 
d  6  zur  Spitze  hat. 


Beschreibt  man  über  6L  als  Durchmesser  den  Kreis  ^*'  und  ver- 
idet  seinen  Mittelpunkt  v  mit  M^  so  erhält  man  ein  gleichschenk- 

58  Dreieck  vXilf,  welches  LM  zur  Basis  hat.  Es  istWkl.  «j  = /?i. 

Die  Geraden  vL  und  ^f ;c  stehen  auf  einander  senkrecht  {dLv  im 
bkreis)  und  weil  wie  bewiesen  wurde  aL  =  aM,  also  «g  ==  ß^  und 
-flf,  =  90®,  ist  auch  ft+ft  =  90®,  es  steht  demnach  auch  vM±v. 


l)  Prof.  Dr.  £m.  Weyr:  ^Construction  des  KrümmuDgekreiBes  etc.'< 
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Die  Normale  r  der  Kardioide  C  ist  demnach  die  Tingnitc  i 
Kreises  t'  im  Paukte  Af  und  daher  aucli  die  der  Kardioide  C 
demselben  Punkte. 

Es  ist  leicht  einznaehen,  dass  die  Kardioidti  C  mit  ihm  Eni 
C"  dieselbe  RUckkchrtaDgente  hat,  dass  ferucr  die  Doppdiup 
der  Evolute  parallel  zu  der  Doppeltangeote  der  Evolvente  ist. 

Die  Entfernuug  der  Dopi)eltangente  IX  der  Evolute  von  P  i 

Uezeichnet  man  den  Scliuittpnnkt  von  D'  mit  der  Itüubkeli 
;;ciile  II  mit  S'  und  sind  Ä,',  IK'  die  Berabruugspuukte  von  l 
besteht  folgende  Proportion: 

JI,S:  Ü^'S'  =■  ÜBiiS',». 
daraus  folgt: 

3.  „Die  wcchsülweisfu  Verbiuduujjsliuii'ii  Jit 
rUhrungspunkte  der  Doppcl  tan  genteu  der  Karili 
und  ihrer  Evolute  snlineiden  sich  im  Mittelpucktc 
Grundkrci:ies  der  erstem." 

Es  bedarf  wohl  keines  Itcweisos,  dass  der  Krüuiinuugsmilttl 
^f'  des  Punktes  p'  mit  ä  verbunden  eine  Gerade  giebt,  die 
jiarallel  zu  r  ist,  ilass  furuer  7;/^  r'  die  Normale  von  C  in  ] 
Tangente  \tm  ("  in  .1/'  ist.    Wir  kOnncii  also  sagen: 

4.  „Anf  demselben  Punkte  -■  von  ä  liegeudc  Pa 
der  Kardioide  haben  jene  Punkte  der  Evolute  70  K 
mnugsmittclpunkteii.  welrJic  auf  dem  zu  i-  parall 
Strahl  ■/  von  i  liegen." 

Da  der  Winkel  ndn'  =  iKi"  ist,  ist  auch  n  =  W)".  Der  1 
Schnittspunkt  </  von  t  und  t'  liegt  auf  dem  Kreise  it. 

&.  „Die  Tangenten  in  anf  demselben  Strahle  1 
liegenden  Punkten  der  Evolute  stehen  anf  eini 
senkrecht,  der  geometrische  Ort  ihres  Dnrchschi 
Punktes  ist  der  Grundkreis  der  Kardioide." 

Die  Gerade  r'  ist  offenbar  die  Tangente  des  aber  ^jt  als '. 
messer  beBchriebenen  Kreises  im  Punkte  </.  Woraus  mit  E 
sichtigung  des  Satzes  I.  6.  folgt : 

6.  „Beschreibt  mau  ilber  die  durch  deu  Punkt  ^  eines 
gehenden  Sehnen  als  Durchmesser  Kreise,  so  amhOllcn  die 
Kardioide  mit  der  Spitze  J. 
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Jene  Tangente  dieser  Kreise,  welche  den  Berüh- 
gspankten  derselben  mit  der  Kardioide  diametral 
enflber  liegen,  amhflllen  die  Evolnteder  Kardioide/^ 

ins  der  Constraction  des  Krümmungsmittelpunktes  ergiebt  sieb, 

man   Jn^m  setzt,  derWert  des  Krümmungsradius  für  irgend  einen 

2m 
i:  g  =/Ki+aAf  =  -«-.    Bemerkt  man,  dass  n  und  p  „zugeord- 

Punkte  sind,  so  kann  man  sagen: 

.  ,4)ie  Krümmungsradien  der  Punkte  der  Kardioide 
alten  sieb  wie  die  Entfernungen  der  diesen  Punk- 
ugeordneten  Punkte  des  Trägerkreises  vom  Pole  ^f." 

4r 
etzt  man  ta  =  2r,  so  ist  q  -■ 


«» 


.  „Der  Krümmungsmittolpunkt  des  Scbeitels  der 
ioide  ist  die  Spitze  der  Evolute." 

.  ,4^er  Grundkreis  der  Kardioide  ist  der  Krüni- 
^skreis  der  Evolute  im  Scheitel/' 

deser  Satz  mit  III.  5.  verbunden  giebt: 

0.  „Die  Tangenten  in  Punkten  der  Kardioide, 
he  auf  demselben  Strahle  von  J  liegen,  stehen  auf 
ider  senkrecht.  Der  geometrische  Ort  ihres  Durch- 
ittspunktes  ist  der  Krümraungskreis  der  Kardioide 
cheitel." 

•er  Krümmungsradius  des  Punktes  p  ist  Pi  »  "ö^,     jener     des 

es  p'  Qi  =»  -„".  Die  Strecken  m  und  m'  sind  die  Katheten  des 
inkligen  Dreiecks  w^tp',  es  ist  daher  m*+m'*  =  4r^,  oder  also: 

?i*+?/=  -9' 

fliesst  der  Satz: 

i.  „Die  Summe  der  Quadrate  der  Krümmungsradien 
laf  demselben  Strahle  von  J  liegenden  Punkten 
[ardioide  ist  constant.'* 

j  sei  k  ein  beliebiger  durch  J  und  P gelegter  Kreis;  er  schneidet 
.rdioide  in  J  in  zwei  Punkten  und  in  den  imaginären  Kreis- 
a  in  vier  Punkten  und  kann  daher  mit  der  Kardioide  nur  noch 
'unkte  gemein  haben,  welche  immer  reell  sind.  Um  diese 
za  construireu,  zeichne  man  den  J  diametral  gegenüber  lie- 
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gendco  Paukt  ^'  des  Kreises  l-,  die  TaDgentou  ans  diesen  Pii 
au  T  treffen  k  in  den  gesuchten  Punkten  pi  und  fif  Der  Wii 
^PJ'  ist  als  Winkel  im  Halbkreis  t  ein  reclit«r,  der  Winkd,  »di 
die  in  ir,'  resp.  n^  berOhrendeu  Tangenten  ^'p,',  J'pi  mit  cinti 
bilden,  sei  '2^,  er  wird  durch  JJ'  halbtrt. 

Derselbe  Winkel  erscheint  aucli  bei  /*  and  üwar  ist  ifftt,' 
und  CS  ist  daher,  weil  der  n,'  diametral  gcgcnflber  liegende  f 
nj  im  Kreise  T  zugleich    mit   x^   bezfiglich  R  symmetriacb  1 

Jpn^'  =  ^,  ^so  dn^it^=  ,y.  Ebenso  liegt  der  w,  gegenOber 
guude  Funkt  n,  init  »,'  symmetrisch  gelegen,  daher  ^)t,')(,'  =  , 


Aus  diesen  ItclaUoucu  folgt,  wenn  man  ^«,'  =  m,'  und  wie  & 
^3»,  —  ntj  BCtiSt: 

f-^'=  irsiUg.       »»,  =2.-C0S|j 

1)  .   .   .   .     e,'=  |»ii'=  ^rsiiig,    Ps'=  |"'3  =  ^l'"»:"Sjj-. 
dabor 


12.  „Die  Summe  der  Quadrate  der  Krllmmungärat 
von  Pnnktou  der  Kardioidc,  welche  auf  demsel 
darcb  J  und  F  gelegten  Kreise  liogcu,   ist  coustaoL 

Vergleicht  man  die  Gleichung  2)  mit  der  Gl.  lll.  a  and  sctit  i 

Pi'  =  *i 


nnd  man  kann  demnach  sagen: 

13.  „Der  durch  den  Puukt  p,  der  Kardioidc  nn 
i'  gelegte  Kreis  trifft  dieselbe  in  einem  Pnukte  f,  ' 
Ben  bexOglioh  J(  symmetrisch  gegenüber  tiegei 
Punkt  mit  p,  auf  demselben  Strahle  ton  </  liegt" 

„Jeder  durch  d,  l'  gelegte  Kreis  scliueidet  die 
dioide  in  zwei  Punkten,  deren  symmetriseli  gcle 
mit  diesen  wechselweise  auf  denselben  Strahlen  t 
liegen." 

Aus  Gl.  11.  1.  ist  weiter  ersichtlich,  dass 
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k  „Das  Yerhältniss  der  Krümmungsradien  von 
ten   pi\  P2   der  Kardioide,   welche   auf  demselben 

[  A^  P  gelegten  Kreise  liegen,  ist  tgsr»    wobei    2if/ 

\rinkel  ist,  welchen  die  Tangenten  an  T  in  den, 
unkten  pl\  p^  zugeordneten  Punkten  mit  einander 

ie  Gerade  o//  (Fig.  3)  umhüllt  bei  der  Bewegung  des  Punktes 
dem  Kreise  7"  die  Kardioide  C.    Ihr  Berührungspunkt  M  ist 

mittpunkt  der  Geraden  o/^  mit  der  Verbindungslinie  des  Punktes 

des  Halbirungspunktes  b  der  Strecke  nq.    Diese  Bemerkung 
u  folgendem  Satz  Veranlassung: 

.,Sind  T  und  k  zwei  feste  im  Punkte  A  sich  be- 
ndcKreise,  und  ist  der  Radius  von  k  halb  so  gross 
ner  von  1\  ist  ferner  P  der  Mittelpunkt  und  n  ein 
biger   Punkt  des   Kreises    7';    so   umhüllt  bei   Be- 

Qg  des   Punktes   n  auf   r,  die  Verbindungslinie  aq 

chnittpunkte  der  zwei  Drcicckscitcn  An  und  J^ 
eine  Kardioide." ') 

an  kann  auch  aus  dieser  Eigeuscliaften  der  Kardioido  ableiten. 

T  mit  J  zusammen,  so  übergeht  die  Erzeugende  aq  in  die 
itc  der  Kreise    in   ^,   die  Kardioide  berührt  demnach  beide 

im  Punkte  J.    Coincidirt   tt  mit  «,  so  sieht  man,  dass  Js  die 
ihrtangcnte  der  Kardioide  ist.    Für  eine  gewisse  Lage  von  n 

1  i  As,  für  die  bezüglich  Ä«  symmetrische  Lage  ebenfalls,  da- 
t  die  behandelte  Curvc  eine  auf  ihrer  Rückkehrtangente  senk- 
Doppcltangente  etc.    Bemerkt  man,   dass  der  Trägerkreis  der 

aq  erzeugten  Kardioide  der  Kreis  t  ist,  dessen  Radius  zwei 
des  Radius  von  k  ist,  so  kann  mau  folgende  Aufgabe  sehr 
lösen: 

„Es  ist  der  Trägerkreis  <,  der  Rückkehrpunkt  ö 
ine  Tangente  r  der  Kardioide  gegeben,  der  Be- 
ngspunkt  der  letztern  ist  zu  construiren." 

in  zeichnet  jenen  Kreis  k,  dessen  Radius  um  ein  Drittel  grösser 
der  des  gegebenen  und  der  diesen  in  dem  S  diametral  gegen- 
»genden  Punkte  J  berührt.  Er  trifft  t  in  zwei  reellen  Punkten 
?lche  mit  A  und  P  verbunden  (P  ist  der  zweite  Schnittpunkt 


»orch  Projection  kann  diese  Erzeugangsart  verallgemeinert  werden. 


von  hd   und  l)  den  Punkt   n  gobeu.     Der  HalbinmgspnuM  i  dtr  1 
SlrDckL'  «*/  mit  d  vfrliuiidGu  trifft  t  im  gesuclit^n  Punkt  .If. 


1.  „Dio  FuBspuuktcncurtc  der  gleichseitigen  Hyperbel 
Mittelpunkt  »Is  Pol  ist  die  T.emni skate.  Diese  ist  daher  eine  Cnw  , 
vierter  Ordnung,  sechBler  Classe,  welche  den  Pol  und  die  imaginäm  j 
Kieisiiunkte  zn  Doppel-lnflexionspunkteu  hat.  Dio  IntlexionEtangndn  | 
ini  reelleu  Doppelpunkt  sind  die  Asymloten  der  gleichseitigci  Hy- 1 
porlicl." 

Die  Asymptoten  der  gleiL-hsoitigen  Hyperbel  stehen  auf  einindiT. 
senkrocht,  ihre  Schnittpunkte  mit  der  uucndlieh  fernen  Croradentm- 
neu  dcmuacb  dio  imaginären  Kreiapuukte  harmonisch  und  das  Doppd- 
punktsilroieck  ist  daher  sieh  Bolbst  conjugirt.  Die  Dop]>el[)Biilitslii- 
(reuten  in  den  drei  Doppelpaukten  sind  Indexionstaugenten.  Dil. 
InHexioustangenten  im  reellen  Doppelimnkt  sind  die  Asymptoten, 
sie  auf  einander  senkrecht  stellen  ')■ 

i'.    „Die  Lcmuiskale  bat  ?:wei  eigenlticbe  Doppeltaugcutcu,  d«Ri 

jede  in  der  Kntferuuiig  ;,     -  parallel  zur  A\o  der  I.cmniskate  UiL 

£^  - 
Ihr»'  nerUhrungapunklc  werden  aus  dorn  Doppelpunkte  4  unter 
Winkel  von   120"  gesehen  und  sind  gegen  d  und  die  Axeii 
triacb  gelegen."-) 


I)  Iva  gilt  gHnz  ult^cniciii : 

„Ist  Chi  Uo]>i>elputikt  einer  rntionnlen  Cu  rw  v  irilcr  OH 
iltl»:;  iliT  Toi  ilcr  gOKe"ü1>cr  1  i<^i;G  ii.l  c  >i  Seile  iK->  D»|<|>fI 
j.Dnkisilrrii'ckK  bciO^'Uch  ciiiPB  Trasprkpgcl ich ii ittes  T.  > 
Hiiiil    dii'    Tnngcntcii  in    ilenihclbcn    lnrl<rxiunslDnepnti>n.- 

Um  aicicn  Sutt  lu  lionciien,  ivLhIe  man  jrnrn  DuppFlininkl  ^,.  ««lA 
ilev  J'ol  der  gPt-'i^nüt'Pi'  liegcnili'"  Seile  JyJ^  i'cs  UnppclpunkUilreicek»  btrtif 
lieh  T  i»t,  Enm  Srlirili-l  dei  erzeugenden  Slnililtnbatcliels.  Uie  Seite  Ayti 
\A.  dniin  die  Involuiion^iiNc  von  J  ([.  A.  Art.  a.).  Die  ^,  und  J  im 
Ki'linflllchcii  Slrnblcn  fiillcn  inic  ilen  Uat)i)eUlrahlen  c/,,  rf,  TOn  J  MM«« 
dalirr  dio  Ycrxweipiniia^'truhlrn  mit  den  OojipelpnnktstingcntcD.  Ein  ^ 
zweignngitirabl  f,  wird  von  dem  ilim  cntiprecb enden  Doppe1»irah1  d,  ia 
RCBchnitlcn ;  dnhei*  liefen  nuf  i',  iind  el>enBO  uuf  v,  nuuer  A^  keine  vd 
Cniveiipiinkte,  und  t'E  sind  ilnhcr  dioec  Slnlilen  InHexionslangenten  der  0 
in  4^.  DHrniu  fo]|;t  nniniltclbKr ,  diu»,  nrcDD  iliu  DoppelpunkUdreieck 
selbst  eonjiigirt  i^l,  die  Blochs  Da[ipelpunkiHlnngenleQ  Inflexionatangcnl 

I)  Siciie:    l'rbf.  Dr.  Em.  We\r;    ^LemniBkalo   in  rationuleT 
k.  Uihni.  GeMlIaohAft  il.  WiiseuBcb.     Png  187a. 


ingcnten  iA.\ 
r  BduAdMn 
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Die  Scheitel  des  Kegelschnittsuetzes  P  coincidircu  mit  den  drei 
»elpankten  der  Lemniskate,  daher  sind  in  ihrer  Ebene  allen  Ge- 
Q  durch  J  (Fig.  4.)  gehende  Kreise  „zugeordnet"  (I.  A.  6.).  In- 
'  dessen  ist  die  Construction  der  Schnittpunkte  einer  Geraden 
der  Lemniskate  sowie  die  Lösung  der  Tangentenprobleme  eine 
ichere  als  im  allgemeinen  Fall. 

Wir  werden  aber  dennoch  zur  Bestimmung  der  Doppeltangenten 
Methode  anwenden,  welche  wir  am  Beginne  dieser  Abhandlung 
len  gelernt  haben,  da  sie  zu  interessanten  metrischen  Kelationen 
einer  einfachen  Construction  führt. 

Es  ist  klar,  dass  jene  reellen  Parabeln,  welche  T  doppelt  be- 
en  und  d  zum  Brennpunkt  haben,  die  imaginäre  Axe  der  Hy- 
ßl  zur  Axe  haben. 

Beschreibt  man  mit  der  halben  linearen   Excentricität   J^f  der 

hseitigen  Hyperbel  um  den  Punkt  /  (iJ  =^  J^>)  der  imaginären 
den  Kreis  h^^  so  berührt  dieser  die  Hyperbel  doppelt,  die  Bc- 
angspunkte  B^  B^^'  sind  die  Schnittpunkte  dieses  Kreises  mit  dem 
/  mit  der  halben  linearen  Excentricität  beschriebenen  Kreise  h^^). 

Jene  Parabel,  welche  d  zum  Brennpunkt  hat  und  h^  doppelt  be- 
;,  berührt  diesen  Kreis  (nach  HL  1.)  in  den  Punkten  B^  2/^' ; 
}t  demnach  identisch  mit  der  die  Hyperbel  T  doppelt  berühren- 
?arabel  ^i'. 

Die  gemeinschaftliche  Tangente  der  drei  Kegelschnitte  r,  h^  und 
n  B  sei  ^  sie  geht  durch  den  zweiten  Schnittpunkt  V  des  Kreises 
it  der  imaginären  Hyperbelaxe.  Die  Scheiteltangente  der  Pa- 
$/,  mithin  die  eine  Doppeltangente  der  Lemniskate,  ergiebt 
ils  die,  durch  den  Fusspunkt  B^  der  aus  d  auf  t  gefällten  Senk- 
en zu  der  reellen  Axe  der  Hyperbel  gezogene  Parallele  -D,. 


)  Ein  einfacher  Beweis  für  die  Richtigkeit  des  Gesagten  ist  der  folgende; 
ic  Gleichnng  der  Hyperbel  sei 

x^ — y^  =  a^, 
•h  jene  den  Kreises  k^ 

»rdinnien   des  Punktes  B  sind  (al/^f  ~yi,)-     Die  Gleichung  der  Tan- 

B  ist: 

a:y3  —  y  =  ay2, 

U\cnti»o\%    ist    mit  der   Gleichung    der  Hyperbcltangente    fflr    denselben 
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Der  Pnnkt   B^   ist  pio  BertlbmugBpnnkt  dieser  DoppeUugnle; 
Da   die  zweite  Parabel  $«',  welche   ^  zum  Brennpunkt  bst 
(lo|>i)elt  berührt  mit   P,'  bezüglich  tler  Axe  der  Lemniskate  »ymifr 
triscb  gelegen  ist,  liegt  auch  ilic  zweite  reelle  Doppeltangente  Df 
/),  gegen  ^if'  BymmetriBch. 

Ebenso  leicht  ist  der  Constnictlou  zo  entnehmen,  dass  die  mt 
lierührnngspnnkte  einer  Doppeltangcnte  aymmetriscb  g^^  die  im- 
ginfiro  Hyperbolaxo  liegen;  dass  ferner  je  zwei  auf  derselbe  Sah 
dieser  Axe  gelegene  Uc rabrnugspnnkte  symmetriBcfa  gegen  £e  nik 
AxG  liegen. 

'A.    ,,t!s  ist  die  Axe  t<S' ^  2a  der  Lemniskate  gegebei, 
die  Doppcltaugentcn  uitd   ihre  BcrQhrnngspunkte  s 
zu  conatrairou." 

Man  ziehe  durch  den  nalbiningspuukt  ^  (Fig.  4.)  der  Aie 
fieradc  «  iiuter  eiucin  Winkel  von  45**  und  schneide  diese  mit 
Über  '2a  als  Dnrcbnicaser  hescbriebGiicu  Kreise  f.    Die  Tangente 
dem  einen  Schnittpunkte  M  an  diesen  Kreis  trifft  die  Axe  im  Bf 
punkte  ip  der,  der  I.eitmiskatc  beigeordneten  gleichseitigen  HTpoW 
7'.    iJescbrcibt  man  mit  /i<ji  als  Radius  nni  J  den  Kreis  l;  nndrit 
demselben  Itadius  um  den  eineu  Schnittpunkt   l  dieses  Kreises 
der  in  d  auf  ^^  erriebtelen  Normalen  den  Kruis  Z-.,  so 
sich  beide  Kreise  in  :cwei   rocllen  Punkten  Ji,  H'*'.    Das  au 
Ji/t  gerollte   Perjieudikcl    trifft  diese  Gerade  in  dem   einen 
ruugspnukt  der  Doppeltangeut«  li„  welche  parallel  zu  J^  zd 
iöt.    Fällt  man  ans  /l  eine  Senkrecht«  anf  Bl\  so  ist  der  FoispiiU 
ifj  ein  Berührungspunkt  der  Uoppeltangcnto  1)^. 

Will  man  das  Ziehen  der  Senkrechten  vennoideu 
mau  um  l'   als  Mittelpunkt  mit  i'\d  als  Radius  den  Kreis  V-  "" 
Sebueu  li^  und  lli'   schueidtn  sich  in  B^,  die  Sehnen  B' A  \ 
Fb  in  /*,. 

Das  Dreieck  BB'J  ist  der  Construction  zn  Folge  gleicfaseiligi 
BB' i^T^,  daher  ist: 


*=IH- 


Der  nun  mit  /40,  als  Radius  bcschriebonc  Kreis  trifft  dieA»! 
Lemniskate  in  den  Brennpunkten  der  letztem. 

Da  man  aua  4  auf  HB'  nur  eine  reelle  Normale  liehen  kaim,  yi^ 
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dt  der  reellen  Axe  J^f  coincidirt,  so  berührt  die  Lemniskate  die 
[jperbdn  in  den  Scheiteln,  welche,  da  die  Krümmungskreise  dieser 
Inkte  der  Lemniskate  diese  in  denselben  nicht  dorchschneiden,  auch 
didtel  der  letztem  sind. 

Der  über  BJ  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  ü  berührt  die 
iCmniskato  in  B^,  Er  hat  mit  derselben  in  d  zwei  Punkte  und  in 
ra  imaginären  Ereispunkten  vier  Punkte  geroein,  da  er  durch  den 
Imkt  B  geht,  liegt  er  ganz  ausserhalb  der  Lemniskate.  Zeichnet 
nn  die  Kardioide  des  Kreise  ^2  ^^^  ^  ^^s  Pol,  so  ist  leicht  einzu- 
dien,  dass  diese  mit  der  Lemniskate  die  eine  Doppeltangente  />, 
emein  hat  und  diese  in  denselben  Punkten  berührt. 

Beide  Curven  haben  in  J  vier  Punkte,  in  B^  und  B^  vier  wei- 
are  Punkte  und  in  den  imaginären  Kreispunkten  acht  Punkte  gemein, 
ie  Kardioide  liegt  aber  ganz  ausserhalb  des  Kreises  ü,  daher  die 
enmiskate  ganz  innerhalb  der  Kardioide. 

4.  ^ene  Lemniskate,  welche  mit  einer  Kardioide 
en  Doppelpunkt  und  die  Doppeltangente  gemein  hat 
ad  die  letztere  in  denselben  Punkten  berührt,  liegt 
inz  innerhalb   der   Kardioide.^' 

Um  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  G  mit  der  Lemniskate  zu 
^mmen,  construire  man  ihren  Pol  g  bezüglich  T.  Jener  Kreis  /.-, 
ekher  durch  g^  A  und  den  irgend  einem  Punkt  L  der  Geraden  zn- 
Mffdneten  Punkt  Ü  geht,  trifft  T  in  jenen  Punkten,  deren  Tangen- 
ai  (r  in  den  gesuchten  Schnittpunkten  mit  der  Lemniskate  schneiden. 

Es  ist  zweckmässig  als  L  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Go- 
lden anzunehmen.  Um  den  ihm  zugeordneten  Punkt  L*  zu  be- 
bnmen,  ziehe  man  otoq  ||  G^  der  diesem  *  entsprechende  Strahl  |oo 
in  Büschels  P'=^A  (I.  A.  1.)  ist  die  Berührungssehne  der  auf  rcoQ 
ttkrecht  stehenden  Tangenten  der  Hyperbel  r,  also  der  x^g^  gleiche 

)Brchmes8er,  welcher,  da  x^  parallel  zu  G  ist,  senkrecht  auf  gA 
teht»). 

Die  Polare  des  Punktes  /^x)  welche  durch  g  und  A  geht,  also 

tt  gA  coincidirt,  trifft  ^qq  in  dem  L^  zugeordneten  Punkte  I''ao* 
BT  G  ,,zugeordnete^^  Kreis  !  hat  daher  mit  Joo  in  A  zwei  Punkte 

mein,  ist   also  der  über  gA  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis. 

irans  folgt: 

—  _ 

1)  Der  einem  Darcbmesser  der  glcichBcitigen  Hyperbel  bezaglich  der  Axe 
^metrisch   gelegene  steht  senkrecht  auf  der  dem  crsteren    conjngirten  Rich- 

T«nLxiy.  11 


162     Ameseder:  Zur  Theorie  der  Fusspunktencurvea  der  Ke^hehiHt 

5.  „Um  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  de 
Lemniskate  zu  construiren,  beschreibe  man  über  di 
Verbindungslinie  des  Poles  der  Geraden  bczüglicbd 
gleichseitigen  Hyperbel  mit  ihrem  Mittelpunkte  : 
Durchmesser  den  Kreis,  dieser  schneidet  die  gleit 
seitige  Hyperbel  in  vier  Punkten,  deren  Tangenten 
Gerade  in  den  gesuchten  Curvenpunkten  treffen.'^ 

Will  man  die  Schnittpunkte  einer  Tangente  Tj  der  Träger- 
porbel  mit  der  Lemniskate  bestimmen,  so  zeichne  man  über  der' 
bindungslinic  ihres  Berührungspunktes  h^  mit  ^  als  Durchmesser 
Kreis  fj.  Dieser  schneidet  die  Hyperbel  ausser  in  ä,  in  drei  Pnn 
A/,  h/,  b^\  deren  Tangenten  (an  7')  t,',  t^',  tj'  die  Tangente  i 
Punkten  der  Lemniskate  treffen.  Zwei  der  Punkte  Z»'  sind  imag 
ausgenommen  den  Grenzfall,  wenn  der  Kreis  Zr,  in  eine  Asym] 
übergeht,  also  Z»,  ein  unendlich  femer  Punkt  der  Hyperbel  ist  1 
man  von  den  imaginären  Tangenten  ab,  so  kann  man  sagen: 

6.  „Die  Lemniskate  ist  das   Erzeugniss  zweier 
localer   besonderer   Tangentensysteme   einer  gleich 
tigen  Hyperbel." 

Der  über  Jtr  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  berührt 
früherem  die  Lemniskate  in  v, 

7.  „Die  Enveloppe  der  über  den  Halbmessern  einer  gleichsei 
Hyperbel  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  ist  eine  Lemnisl 

8.  „Der   um   den    Berührungspunkt   /?,    der   Dop 

tangente  D^  mit  B^J  als  Radius  beschriebene  £ 
berührt  die  Lemniskate  im  Berührungspunkte  B^ 
andern  Doppeltangente  A,." 


1.    „Die  Fusspuuktencurvc  der  Parabel  für  einen  beliebigen 
der  Ebene   als  Pol  ist  eine  Curve  dritter  Ordnung,   vierter  ( 
welche  den  Pol  zum  Doppelpunkt  hat.    Sie  schneidet  die  nne 
ferne  Gerade  ausser  in  den  imaginären  Kreispunkteu  in  dem  \ 
lieh  fernen  Punkt  der  Parabeldirectrix."  ^) 

Die  Parabel  berührt  die  unendlich  ferne  Gerade,  also  Ali 


I)  Siehe:    Prof.  Dr.  £ni.  Weyr:    „Geometrie   der  r&amlichen  Er» 
einxwcidentiger  Gebilde.     Nute  C".    Teubner  1870. 
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^8  des  Doppclpunktsdreiecks-,  siebt  man  vou  dieser  Geraden  als 
andteil  der  Curve  ab,  so  ist  der  erste  Teil  des  Satzes  gerechtfer- 
(I.  A.  Art.  12.). 

Bewegt  sieb  eine  Tangente  der  Parabel  vom  Scbeitel  derselben 
1  ihren  unendlich  fernen  Punkt,  so  wird  sie  erst  dann  zur  Pa- 
axe  parallel,  wenn  sie  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  zu- 
lenfällt;  das  auf  diese  Gerade  gefällte  Perpendikel,  welches 
ach  senkrecht  zur  Parabelaxe  ist,  triflft  die  unendlich  ferne  Go- 
im  unendlich  fernen  Punkt  der  Parabeldirectrix.  Auch  hier  be- 
,  wie  im  allgemeinen  Fall,  die  Fusspunktencurve  die  Parabel  in 
^nsspnnkten  der  aus  ^t  auf  dieselbe  gefällten  Senkrechten. 

[iiegt  der  Pol  auf  der  Parabel,  so  ist  er  eine  Spitze  der  Cis- 
und  diese  der  dritten  Classe,  die  Spitzentangente  ist  die  Nor- 
der Parabel  in  /f. 

l.  „Der  geometrische  Ort  der  Fusspunkte  der  aus  einem  Brenn- 
te eines  Kegelschnittes  auf  die  Tangenten  gefällten  Normalen, 
5r  diesem  Kegelschnitt  umschriebene  und  concentrische  Kreis." 

^wei  Seiten  des  Boppelpunktsdreiecks ,  nämlich  die  aus  dem 
ipunkte  J  nach  den  imaginären  Kreispunkten  gezogenen  Strahlen 
Tangenten  des  Kegelschnittes  T.  Das  Erzeugniss  der  Tangenten- 
ation J  und  des  Strahlenbttschels  ^  zerfällt  in  diese  zwei  Ge- 
i  und  einen  T  doppelt  berührenden  Kegelschnitt  C^.  Dieser 
durch  die  imaginären  Kreispunktc,  ist  also  ein  Kreis,  welcher 
den  Fusspnnkten  der  aus  J  auf  T  gefällten  Normalen,  also  in 
krheit^ln  dieses  Kegelschnittes  berührt. 

Ins  dem  Satze  I.  5.  folgt  unmittelbar: 

1.  „Die  Enveloppe  der  über  den  Leitstrahlen  eines  Kegelschnittes 
urchmesser  beschriebenen  Kreise  ist  der  diesen  Kegelschnitt  in 
[auptscheiteln  berührende  Kreis." 

rien,  den  13.  März  1879. 


n* 


;   2%mrM  dtr  itegalivta   FastpunltaairTti, 


XIV. 
Tlieorie  der  negativen  Fusapunktenciirven. 

Von 

Adolf  Ameseder. 


1.  Ist  O  eine  ebene  Curvc  »tor  Ordnnog  and  »(n— IJtorCl 
npd  P  ein  fpater  Punkt  ihrer  Ebene,  ao  schneidet  jede  Amt 
gehoudo  Gerade  a  die  Curve  D  in  «  Punkten;  die  in  diesen  Pub 
auf  a  gefüllten  Senkrechten  t  nmhullen  bei  der  Drehung  dn  Stn 
0  um  1'  die  negative  Fnssponkteucnrve  C  der  gegebenen  Cnnt 
Curve  D  wird  die  Directrix  und  der  Punkt  P  der  PftI  der  Cbp 
genannt. 

Um  die  Classc  der  negativen  FuBspunkt«ncurve  eo  beilir 
sei  0'  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene;  der  über  GPaia  DorcSm 
beschriebene  Kreis  k  trifft  die  Curve  D  in  2n  Punkten  m^,  %,  '- 
Jeder  dicaer  Punkte  etwa  tn,  mit  G  verbunden  gicbt  eine  dnrA 
gen  Punkt  gclicndo  Tangeute  von  C,  da  /^»,  senkrecht  auf  (tm,  i 
Daraus  folgt  der  Satz: 

„Die  Classcnzahl  der  negativen  FusBpnnktonei 
fflr  irgend  ciucn  Punkt  der  Ebene  als  Pol  ist  dop] 
so  gross  als  die  Ordnungszahl  ihrer  Directrix." 

Ist  der  Pol  /'  ein  Punkt  der  Corvo  D,  so  schneidet  eil  i 
Kreis  h  dio  Directrix  nusscr  in  P  iu  (2n  —  1)  PunkttaL 

„Die  negative  Fasspunktoncurve  einer  Curve  > 
Ordnung  für  einen  Puukt  doraolben  als  Po)  iit ' 
(2n  — l)ter  Classe." 

Ist  D  oino  cyklische  Cnrvo,  so  scbneid^  jedn  Üier  Gf 
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bmesser  beschriebene  Kreis  ^•  dieselbe  in  2(n  —  1)  von  den  ima- 
eo  Kreispunkten  verschiedenen  Punkten. 

,Die  negative  Fusspunktencurve  einer  cyklischen 
0  »ter  Ordnung  für  einen  beliebigen  Punkt  der 
le  als  Pol  ist  von  2(m  — l)ter  Classe." 

leracrkenswcrt  ist  noch  der  folgende  Satz: 

Die  negative  Fusspunktencurve  einer  cyklischen 
e  wter  Ordnung,  welche  die  imaginären  Kreis- 
te und  den  Pol  zu  ^fachen  Punkten   hat,    ist  von 

ten  Classe." 

Die  unendlich  ferne  Gerade  schneidet  die  Curvo  D  in  n  Punk- 
i  ...  ?tM,  die  in  diesen  Punkten  auf  die  durch  sie  gehenden 
eu  von  r  gefällten  Senkrechten  coincidiren  mit  der  unendlich 

Geraden,  woraus  folgt,  dass  diese  eine  ?* fache  Tangente  der 
ven  Fusspunktencurve  von  D  ist.  Doch  auch  die  durch  die 
läreu  Kreispunkte  gehenden  Strahlen  J^,  J^  sind  n  fache  Tan- 
i  von  C,  da  die  in  den  n  Schnittpunkten  eines  solchen  Strahles 

auf  ihn«  gefällten  Normalen  mit  demselben  zusammenfallen. 

Die  unendlich  ferne  Gerade  und  die  Verbindungs- 
n  des  Poles  mit  den  imaginären  Kreispunkten  sind 
ae  Tangenten  der  negativen  Fusspunktencurve 
•  Curve  nter  Ordnung." 

it  Pein  Punkt  der  Curve  D,  so  sind  ^i,'^2  (?*— l)fache  Tan- 
i  etc.  Ist  D  eine  cyklische  Curve,  so  ist  die  unendlich  ferne 
e  eine  (n — 2)fache  Tangente.  Hat  die  Curve  D  die  imaginären 
mnkte  zu  n fachen  Punkten,  so  ist  die  unendlich  ferne  Gerade 
tiupt  keine  Tangente  der  Curve  C\  ausgenommen  eine  der 
}toten  fällt  mit  ihr  zusammen. 

.  Es  sei  (r  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  k  der  über  GF 
urchmesser  beschriebene  Kreis  und  &],  b^  zwei  benachbarte 
tpunkte  dieses  Kreises  und  der  Curve  D,  Die  Verbindungs- 
^,  t^  der  Punkte  b^^  h^  mit  G  sind  wie  bereits  erwähnt  Tan- 
i  der  negativen  Fusspunktencurve  C. 

^enkt  man  sich  b^  mithin  auch  t^  fest,  während  G  also  auch  k 
IT  Lage  von  b^  veränderlich  sein  mögen,  und  nähert  sich  dieser 
dem  Punkte  b^  ins  Unendliche,  so  rückt  die  Tangente  t^  un- 
h  nahe  an  ^,,  ihr  Schnittpunkt  G  mit  der  letztern,  welcher 
'  auf  h  liegt,  nähert  sich  einer  festen  Lage  B. 
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Fällt  hi  mit  h^  zusammen,  berührt  also  k  die  ünrve  D  im  Funkte 
^,,  so  coincidirt  die  TaDgcnte  u  mit  <i,  sie  dorchschnoidet  diese  Tao- 
gente  in  ihrem  Berührungspunkte  B  mit  C 

Aus  dieser  Betrachtung  fliesst  folgende  einfache  Constmction  des 
Berührungspunktes  irgend  einer  Erzeugenden  der  negativen  Foss- 
punktencnrve : 

„Man  construirt  jenen  durch  P  gehenden  Kreis  l, 
welcher  D  in  h  berührt,  der  zweite  Schnittpunkt  Ädcr 

Erzeugenden  t  (t  senkrecht  auf  Pb  in  b)  mit  dem  Kreise 
k  ist  ihr  Berührungspunkt/' 

Der  b  diametral  gegenüberliegende  Punkt  b'  des  Kreises  k  er- 
zeugt bei  der  Bewegung  des  Punktes  b  auf  D  eine  Gurvo  2/,  deren 
negative  Fusspunktcncurve  für  P  als  Pol  die  Enveloppe  der  Geraden 

Bb'  ist;  diese  Gerade  ist  aber  die  Normale  der  Curve  C  im  Pnnkte 
Ä,  ihre  Enveloppe  demnach  die  Evolute  von  C, 

7.  „Die  Evolute  einer  negativen  Fusspunktencarvc 
ist  wieder  eine  solche  für  denselben  Punkt  P  als  Pol." 

Die  oben  angegebene  Constmction  des  Berührungspunktes  einer 
Erzeugenden  der  negativen  Fusspunktcncurve  giebt  zu  folgender  De- 
finition derselben  als  Ortscurve  Veranlassung: 

„Dreht  sich  ein  Kreis  k  um  einen  Punkt  P  seiner  Peripherie  de^ 
art,  dass  er  eine  Curve  D  umhüllt,  so  erzeugt  der  P  diametral  gegen* 
überliegende  Punkt  B  des  Kreises  die  negative  Fusspunktcncorve  C 
der  Curve  D  für  den  Punkt  P  als  Pol.  Der  Mittelpunkt  des  Kreis« 
k  beschreibt  auch  eine  negative  Fusspunktcncurve  C,  welche  eine 
Verjüngung  der  Curve  C  ist.    Beide  Curven  sind  Parallelcunen." 

4.    Aus  dem  Pole  P  kann  man  an  die  Curve  D  »(n  — 1)  Tai- 
genten  legen.    Eine  dieser  Tangenten  sei  x  und  ihr  Berühnmgspiaki 
ß.    Die  in  ß  auf  r  gefällte  Normale  T  ist  eine  Erzeugende  der  nega- 
tiven Fusspunktcncurve,   der  durch  P  gelegte  Constructionskreis  t, 
welcher  D  in  ß  berührt,  fällt  mit  der  Geraden  r  zusammen.  Die 
Gerade  t  kann  als  Kreis  mit  unendlich  grossem  Radius  betrftclitet 
werden,  dessen  zweiter  Schnittpunkt  B  mit  T  demnach  im  Unend- 
lichen liegt-,  woraus  erhellt,  dass  T  eine  Asymptote  der  Cur>'e  Cirt. 
Doch  folgt  dies  auch  daraus,  dass  die  T  benachbarte  Erzeugende  f 
zu  T  parallel  ist 

„Die  negative  Fusspunktcncurve  einer  allgemeinei 
Curve  wter  Ordnung  hat  «(n — 1)  Asymptoten.  Sie  sin« 
die  Normalen  der  Dircctrix  D  in  den  Bertthrungspunk 
tcn  der  aus  dem  Pole  an  diese  gelegten  Tangenten.^ 
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Da  die  uücodlich  ferne  Gerade  eine  m  fache  Tangente  von  C  ist, 
sie  mit  dieser  Curve  2u  Tunkte  gemein  und  in  Folge  des  letzten 
es  weitere  n(n  —  1)  Punkte,  also  im  Ganzen  »(n+1)  Punkte. 

„Die  negative  Fusspunktencurve  einer  allgemeinen 
rve  wter  Ordnung  ist  von  der  n(n  +  l)ten  Ordnung." 

5.  Berührt  ein  durch  P  gelegter  Kreis  k  die  Curve  D  doppelt, 
a  in  den  Punkten  b^  und  &s,  so  ist  klar,  weil  der  dem  Punkte  P 
nctral  gegentlberliegendc  Punkt  B  des  Kreises  k  sowohl  der  Be- 
rangspunkt  der  durch  b^  als  auch  der  durch  b^  gehenden  Erzeu- 
den  der  negativen  Fusspunktencurve  ist,  dass  er  ein  Doppelpunkt 
selben  ist. 

„Die  negative  Fusspunktencurve  hat  so  viele  Dop- 
pankte  als  es  Kreise  k  giebt,  welche  durch  den  Pol 
len  und  die  Directrix  doppelt  berühren,  und  so  viele 
che  Punkte  als  es  die  Directrix  nfach  berührende 
eise  des  Netzes  P  giebt."  *) 

Osculirt  der  Kreis  k  die  Curve  D  im  Punkte  b^  so  durchschnei- 

sich  im  Punkte  B  drei  unendlich  nahe  Tangenten  der  negativen 

spunktencurve ,  welche  den  drei  unendlich  nahen  Punkten  in  b 

prcchen.    Der  Punkt  B  ist  ein  Rückkehrpunkt  der  Curve  C  und 

die  Rückkehrtangento.    Es  gilt  der  Satz: 

„Die  negative  Fusspunktencurve  hat  so  vieleRtick- 
irpuukte  als  die  Directrix  durch  den  Pol  gehende 
Immungskreise." 

Herr  Prof.  Dr.  Em.  Weyr  hat  die  Anzahl  der  durch  einen  Punkt 
;nden  Krümmungskreisc  rationaler  Curven  in  der  Abhandlung: 
ber  die  Singularitäten  der  zweiten  Ordnung  bei  rationalen  ebenen 
en"  *)  bestimmt;  gestützt  auf  die  Resultate  dieser  Untersuchung 
len  wir  sagen: 

„Die  negative  Fusspunktencurve  einer  rationalen 
ve  »ter  Ordnung  für  einen  Punkt  der  Ebene  als  Pol 
6(f»  — 1)  Rückkehrpunkte.  Für  einen  Punkt  dersel- 
als  Pol  3(2w  — 3)  Rückkehrpunkte." 

,Die  negative  Fusspunktencurve  einer  rationalen 
ischen    Curve  nter  Ordnung   für  einen  Punkt   der 


lut  die  Directrix  eine  rationale  Curve  utcv  Ordnung,  äu  ist  die  Anzuhl 
h   doppelt  berührenden  Kreise  des  Netzes  P:  4(u  — 1)(2/*  —  3). 
Sitzb.  d.  k.  bChua.  Gcsellsch.  d.  Wissenschaft,  vom  8.  Mftrs  1872. 


^ 


Ebene  aU  Pol  hat  6(11— 2),  fOr  einen  Punkt  derselbemlt 
Pol  3{2«— 5)  Rackkehrpankte.** 

A.  Ist  i  ciu  mfadicr  Punkt  der  Directris,  so  scbnoidetderdoA 
ihn  gehende  Strahl  a  von  P  die  Dircctrix  in  ihm  in  m  niKnffiA 
nahen  aber  nicht  benachbarten  Paukten;  die  anf  c  la  5  geMteS« 
nialo  il  ist  eino  mfauho  Tangente  der  negativen  Fnssponkteitnnt 
denn  angenommen  ö  sei  ein  eigentlicher  mfacher  Pnnkt  der  Cmti 
und  Xj  ...  xm  die  Tangenten  derselben  in  diesem  Ponkte,  so  eS 
apriebt  na<;h  Punkt  3.  jeder  Tangente  x  ein  besonderer  sie  in  H 
röhrender  Kreis  k  des  Netzes  P,  nnd  jeder  dieser  m  Kröse  trilt 
iu  einem  zweiten  Punkt  li  einem  BerfihmngBpnnkt  dieser  whtb 
Tangente. 

„Einem  mfachcn  Pnnkt  der  Dircctrix  catspricbt  eii 
infachc  Tangente  der  negativen  FusspnnktencarTc  ni 
zwar  ist  die  letztere  eine  eigentliche  oder  idccllo,j 
nachdem  der  mfai'hc  Punkt  ein  eigentlicher  oder  isoli 
tcr  ist." 

Fallen  fi  Tangcutcn  x  des  »ifauheu  Ponktcs  i  zusammni, 
coiucidircn  auch  fi  Berahningspunktc  der  mfachcn  Tangente  d. 

Einem  jcdou  Doppelpunkte  der  Directriz  entspricht  demutciici 
Doppcltangcnto  der  negativen  Fnsspunktencnrve  und  da  die  Ordnuf 
zahl  der  letztem  Cune  durch  eino  Doppeltangente  um  zwd  Tcnsi 
dert  wird,  ist  auch  der  folgende  Satz  richtig: 

„Die  Ordnungszahl  der  negativen  Fusspunktoncin 
wird  durch  einen  Doppclpunkt  der  Directrix  nn  m 
vermindert." 

Eino  rationale  Curve  nter  Ordnung  hat  — —■ Dopf 

punkte  oder  Doppcl-  und  mehrfache  Punkte,  welche  diese  Anzikl  i 
setzen;  die  Ordnungszahl  ihrer  negativen  Fnsepnnktencnne  ftreii 
Pnnkt  der  Ebene  als  Pol  ist  demnach  and  nach  Punkt  4.  voi  i 

„(,._|_1)_2^— -H'ilZ-2->  =  2(2«  — l)ten  Ordnung.     Zu  dcoid 

Resultat  können  wir  auch  direct  gelangen.  Die  Ciassenzabl  ä 
rationalen  Curve  uter  Ordnung  ist  bekanntlich  2(n— 1),  daher 
Anzahl  der  Asymptoten  ihrer  negativen  Fusspnnktencan'C  anck  3(ii- 
nud  da  diese  die  unendlich  ferne  Gerade  zor  »fachen  Tangente 
ist  ihre  Ordnungszahl  2«+2(n  — 1)  =  2(2«— 1). 

„Die  Ordnungszahl  der  negativen  Fnaspnnktenci 
einer  rationalen  Cnrvo  nter  Ordnung  iat  2(2«  — 1)." 
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Der  Satz  in  Punkt  4.  kann  nnn  folgend  ausgesprochen  werden: 

„Die  Ordnungszahl  einer  negativen  Fnsspnnktencnrvo 
t  gleich  der  Summe  aus  der  Classenzahl  und  der  dop- 
»Iten  Ordnungszahl  ihrer  Directrix/^ 

Dieser  Satz  gilt  nicht  mehr,  wenn  der  Pol  P  ein  mfacher  Punkt 
ir  Directrix  ist  An  diese  kann  man  aus  P  nur  jü — 2m  von  den 
ugenten  in  P  verschiedene  Tangenten  legen. 

^Die  negative  Fnsspunktencurve  einer  Curve  ntcr 
rdnung,  für  einen  ^fachen  Punkt  derselben  als  Pol  ist 
DU  der  (iV— 2m)ten  Ordnung,  wobei  jVdie  Summe  aus  der 
Ussenzahl  und  der  doppelten  Ordnungszahl  der  Direc- 
•ix  ist" 

7.  Den  zwei  unendlich  nahen  Tangenten,  welche  sich  in  einem 
onkt  b  der  Directrix  durchschneiden,  entsprechen  die  zwei  bonach- 
irten  den  Berührungspunkt  B  der  £i*zeugendeu  t  der  negativen 
uspunktencurvo  constituirendeu  Punkte;  in  derselben  Weise  ent- 
[trechen  den  drei  unendlich  nahen  in  einem  Kückkehrpunkte  x  der 
irectriz  sich  treffenden  Taugenten  drei  unendlich  nahe  im  Berüh- 
ugspunkto  B  der  %  zugeordneten  Erzeugenden  der  Curve  C  coinci- 
rende  Punkte,  sie  bilden  einen  Inflexionspunkt  der  negativen  Fuss- 
Diktencurve. 

„Einem  Rückkehrpunkt  der  Directrix  entspricht  eine 
floxionstangente  der  negativen  Fusspunktencurve/' 

Eine  Inflexionstangente  vermindert  die  Ordnungszahl  einer  En- 
oppe  um  Drei  und  wir  können  daher  sagen: 

„Ein  Rückehrpunkt  der  Directrix  vermindert  die 
dnungszahl  der  negativen  Fnsspunktencurve  um  Drei/^ 

Dieser  Satz  steht  in  vollkommener  Uebereinstimmung  mit  dem 

Punkt  4.  bewiesenen  Satz,  dass  die  Ordnungszahl  einer  negativen 

»ponktencurve  gleich  der  Summe  aus  der  doppelten  Ordnungszahl 

I  der  Classenzahl  der  Directrix  ist,  da  durch  einen  Rückkehq)unkt 

Classenzahl  einer  Cun^e  um  Drei  vermindert  wird. 

Wien,  den  13.  März  1879. 
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XV. 


Negative  Fusspiinktburven  der  Kegelschnitte. 


Von 

Adolf  Ameseder. 


Die  vorlicgcude  AbhaudluQg  hat  den  Zweck,  zu  zeigen,  wie  ( 
fach  sich  die  Uutersuchuug  der  negativen  Fusspuuktcurven  der  Kej 
schnitte  gestaltet,  wenn  man  die  Neuere  Geometrie  zu  HQlfc  nim 

Die  genannten  Curven  wurden  unseres  Wissens  synthetisch  n 
gar  nicht  und  analytisch  nur  in  dem  Werke:  „Analytische  Geomc 
der  höheren  ebenen  Gurken"  von  Salmon  d.  b.  v.  Fiedler,  als  1 
spiele  der  Enveloppen  behandelt '). 

L 

„Die  negative  Fusspnaktcurve  eines  Kegelsc4iuitt 
für  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  als  Pol,  ist  c 
Curvo  vierter  Ciasso,  sechster  Ordnung.  Sic  hat 
unendlich  ferne  Gerade  und  die  Yerbindungslinieu 
Poles  mit  den  imaginären  Ereispunkten  zu  Doppelt 
genten;  ferner  vier  Doppclpunkte  und  sechs  Rackk* 
punkte." 

Ein  Strahlenbüschel  j)  schneidet  einen  Kegelschnitt  T  in  Pui 
einer  Punktinvolution  J.     Fällt  man  in  diesen  Punkten  Scnkr 


1)  Erst  nachdem  die  Abhandlung:  „Theorie  d.  negat.  Fasspunktci 
(siehe  d.  Vorige)  dem  Drucke  übergeben  war,  haben  wir  bcmejrkt 
einige  der  dort  citirtcn  Sätze  sich  bereits  in  dem  genannU^n  Werke  von  Si 
Fiedler  vorfinden. 
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incu  zugeliörigcii  Strahlen  ^  von  p,  so  schneiden  sich  diese 
in  Punkten,  welche  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  eine 
ition  J  projectivischo  Punktroihe  x  constituiren, 

Crzeugniss  beider  Punktgebilde  ist  die  negative  Fusspnnkt- 
Kegelschnittes  2\  für  den  Punkt  p  als  Pol.    Sie  ist  nach 
i.  1.)  *)  eine  Curve  vierter  Classe,  sechster  Ordnung,  da  sie 
^iss  einer  Pnnktreihe  und  einer  dieser  projectivischen  Punkt- 
auf einem  Kegelschnitte  ist. 

Schein  x  der  erzeugenden  unendlich  fernen  Punktreihe  x 
das  Strahlenbüschel  ^  bilden  eine  rechtwinklige  Strahlen- 
.  Die  Doppelstrahlen  derselben  gehen  durch  die  imaginären 
:te,  sie  sind  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  nach  (L  A. 
ic  drei  Doppeltangenten  der  Curve. 

unendlich  ferne  Gerade  berührt  die  Curve  in  reellen  oder 
n  Punkten,  jenachdem  der  Kegelschnitt  T  eine  Hyperbel 
)se  ist.  Die  Berührungspunkte  sind  die  Schnittpunkte  der 
die  Asymptotenrichtungen  von  T  gefällten  Senkrechten  mit 
llich  fernen  Geraden,  also  die  den  unendlich  fernen  Punkten 
züglich  der  imaginären  Kreispunkte  harmonisch  conjugirteii 

Parabel  berührt  die  unendlich  ferne  Gerade,  und  diese  ist 
;h  (I.  A.  Art.  12.)^)  eine  Inflexionstaugente  ihrer  negativen 
tcurvc.  Der  Inflexionspunkt  ist  der  dem  unendlich  fernen 
hcitel  bezüglich  der  imaginären  Kreispunkte  harmonisch 
I  Punkt,  also  der  Schnittpunkt  der  Parabeldirectrix  mit  der 

fernen  Geraden.    Für  die  negative  Fusspunktcurve  der  Pa- 

demnach  der  folgende  Satz: 

?i  negative  Fusspunktcurve  der  Parabel,  für  einen 
:en  Punkt  der  Ebene  als  Pol,  ist  eine  Curve  vior- 
ise,  fünfter  Ordnung,  mit  vier  Rückkehrpunkten, 
die  unendlich  ferne  Gerade  zur  Inflexionstan- 
ud  berührt  dieselbe  im  unendlich  fernen  Punkt 
abeldirectrix." 

nigen  Sätze,  welche  sich  als  spccielle  Fälle  der  in  der  vo- 
landlung:  „Theorie  der  negativen  Fusspunktcurven"  citirten 

he  Art.  1.   in:   „Bemerkungen   Über  das  Erzeugniss   eines  Strahlen- 
e.  Strahlen-Involution  2ten  Grndcs''  (in  d.  Zeitschrift),   od.  ,,Uebcr 
Ttcr   Ordnung;   mit   3   Doppclpunktcn^S   Sitzbcr.   d.  k.  Akademie    d. 
in  Wien   1879,  Jäuncrheft. 
IC  „Ueber  Curven  vierter  Ordnung  etc."   Art.  12.  S.  24. 
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Sätze  crgebcD,  crwälmeu  wir  Dicht  besonders,  sondern  verweisen  auf 
diu  genannte  Arbeit. 


IL 

„Die  negative  Fusspuuktcurve  eines  Kegelschnittes, 
für  den  Mittelpunkt  als  Pol,  ist  eine  Curvc  vierter  Classc, 
sechster  Ordnung,  welche  die  unendlich  ferne  Gerade  zar 
Doppel-Rückkehrtangente  hat." 

Die  unendlich  ferne  Gerade  ist  die  PoIai*o  des  Mittelpunktes  j» 
bezüglich  des  Kegelschnittes  jT,  also  in  diesem  Falle  die  Polare  der 
ihr  gegenüberliegenden  £cke  des  Doppeltangenten-Dreiseites.  Daher 
sind  die  Berührungspunkte  derselben  Rückkehrpunkte '}. 

Dies  steht  auch  mit  der  Tatsache  in  Uebereinstimmung.  da» 
weil  im  vorliegenden  Falle  die  aus  p  an  T  gelegten  Tangenten  die  .] 
Asymptoten  dieses  Kegelschnittes  sind,  die  Asymptoten  der  Fusspunkt- 
cuno  (siehe  „Theorie  d.  negat.  Fusspunktcurveu")  mit  der  unendlidi 
fernen  Geraden  coincidiren.  Die  Rückkehrpunkte  sind  die  den  DB- 
endlich  fenien  Punkten  des  Kegelschnittes  bezüglich  der  imaginirci 
Kreispunkte  harmonisch  conjugirten  Punkte. 

„Die  negative  Fusspuuktcurve  der  gleichseitigen  Hv' 
perbel,  für  den  Mittelpunkt  als  Pol,  ist  eine  Curvc  vier- 
ter Classe,  sechster  Ordnung.  Sie  hat  die  nach  den  ima* 
ginären  Kreispunkten  gerichteten  Durchmesser  der  Hy- 
perbel und  die  unendlich  ferne  Gerade  zu  Doppei-Rück* 
kehrtangenten." 

Die  imaginären  Kreispuukte  trennen  die  unendlich  fernen  PnoUs 
der  gleichseitigen  Hyperbel  harmonisch  und  es  ist  daher  das  Dopp<i' 
tangenten-Dreiseit  bezüglich  r  sich  selbst  conjugirt  *). 


Die  unendlich  fernen  Punkte  der  gleichseitigen   Hyperbel 
demnach  die  Berührungspunkte  der  unendlich  fernen  Doppeltangei^ 

„Die  behandelte  Curve  hat  zwei  eigentliche  recUi 
Doppelpunkte.  Diese  liegen  auf  der  Kcbenaxe  derglcick- 
seitigen  Hyperbel,  und  zwar  in  der  Entfernung  der  dop- 
pelten   linearen    Excentricität    symmetrisch    gegen  dei 


1)  Siehe  „Ueber  rationale  Curvcn  vierter  Oiilnung,  deren  Doppclpnnkt» 
tangcDten  zum  Thcil  oder  ganz  in  Inflcxionstaogentcn  übergehen.*^  Art  1 
Sitzb.  d.  k.  Akademie  d.  Wissensch.  in  Wien.    M&rzheft  1879. 

2)  Dieselbe  Abhandlung.    An.  4. 
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ilpnnkt.  Die  DoppelpunktstaDgenten  bilden  beidcr- 
rait  der  Ncbenaxe  Winkel  von  30V 

US  dem  für  die  Anzahl  der  Doppelpunkte  einer  negativen  Fnss- 
urve  nter  Classe  aufgestellten  Satze  in  der  Abhandlung  ,,Theorie 
.  Fussp."  folgt,  dass  die  behandelte  Curve  zwei  reelle  Doppel- 
\  hat  Ueber  die  Bestimmung  der  Lage  der  die  Doppelpunkte 
den  Kreise  siehe  „Zur  Theorie  der  Fusspunktcurven  der  Kegel- 
et Art.  IV.    „Die  Lemniskate"  (s.  p.  158). 

III. 

Die  negative  Fusspuuktcurvc  eines  Kegelschnittes, 
en  Brennpunkt  als  Pol,  ist  eine  Curve  vierter  Classe, 
er  Ordnung,  mit  einem  eigentlichen,  auf  der  grossen 
gelegenen  Doppelpunkt.  Sie  hat  die  unendlich  ferne 
de  zur  Doppeltaugentc  und  die  Verbindungslinien 
oles  mit  den  imaginären  Kreispunkten  zu  Inflexions- 
nten." 

^ei  Seiten  des  Doppcltangonton-Dreiseitcs,  nämlich  die  aus  dem 
punkte  p  nach  den  imaginären  Kreispunkten  gerichteten  Strah- 
ad  Tangenten  des  Trägcrkegelschnittes  und  daher  Inflexions- 
ten  der  negativen  Fusspuuktcurvc.  Die  Curve  ist  daher  von 
erten  Ordnung  (I.  A.  Art.  12). 

urch  den  Brennpunkt  p  geht  nur  ein  T  doppelt  berührender 
sein  zweiter  Schnittpunkt  mit  der  Hauptaxe  von  T  ist  der 
Doppelpunkt  der  behandelten  Curve.  Es  ist  auch  leicht  ein- 
m,  dass  die  Doppelpunktstangenten  mit  der  genannten  Axe 
;  Winkel  bilden. 

Die  negative  Fusspuuktcurvc  der  Parabel,  für  den 
Qpunkt  als  Pol,  ist  eine  Curve  vierter  Classe,  drit- 
rdnung,  mit  einem  eigentlichen,  auf  der  Axe  gele- 
1  Doppelpunkt.  Sie  hat  die  aus  den  imaginären 
punkten  an  dieParabel  gelegten  Tangenten  und  die 
ilich  ferne  Gerade,  welche  sie  im  Schnittpunkt  mit 
arabeldirectrix  berührt,  zu  Inflexionstangenten.^^ 

et  die  Parabel  dem  Doppeltangenten-Dreiseit  eingeschrieben  ist, 
,  Hülfe  des  diesbezüglichen  rcciproken  Satzes  in  (I.  A.  Art  12.) 
chtigkeit  des  obigen  leicht  nachzuweisen. 

IV. 

[>ie  negative  Fusspunktcurve  eines  Kegelschnittes, 
nen  Punkt  desselben  als  Pol,  ist  eine  Curve  dritter 
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Classc,  vierter  Ordnung,  mit  drei  Rückkehrpankten. 
hat  die  unendlich  ferne  Gerade  zur  Doppeltangente."^ 

Liegt  der  Pol  j)  auf  dem  Trägerkegelschnitt,  so  zerfölU 
(I.  A.  Art.  11.)  das  Erzeugniss  der  beiden  Punktgebilde  in  denl 
2^  und  eine  Cune  dritter  Classe.    Sieht  man  von  p  als  BesUi 
der  Curvo  ab,  so  erscheint  der  aufgestellte  Satz  gerechtfertigt 

Aus  dem  für  die  Hückkehrpunkte  geltenden  Satz  in  mTI 
d.  nog.  Fussp."  folgt,  dass  die  behandelte  Curvc  drei  Räckkchrp 
hat.  Diese  entsprechen  jenen  Krümmungskreisen,  welche  T  in 
von  p  verschiedenen  Punkte  osculiren.  Eine  Ausnahme  findet 
statt,  wenn  p  ein  Scheitel  des  Kegelschnittes  ist.  Denn  in  d 
Falle  existiren  nur  zwei  Krümmungskreise  der  bezeichneten 
Der  dem  Punkte  p  des  Krümmungskreises  im  Scheitel  diai 
gegenüberliegende  Punkt  ist  auch  ein  Rückkehrpunkt  der  Foss] 
curve,  da  sich  in  ihm  auch  drei  unendlich  nahe  Tangenten  der 
durchschneiden. 

„Die  negative  Fusspunktcurve  der  Parabel,  für  < 
Punkt  derselben  als  Pol,  ist  eine  Curvc  dritter  Gl 
dritter  Ordnung,  mit  einem  Rückkehrpunkt.  Sie  hs 
unendlich  ferne  Gerade  zur  Inflexionstangente  un 
rührt  dieselbe  im  unendlich  fernen  Punkt  der  Par 
directrix." 

Ist  der  Trägerkegelschnitt  eine  Parabel,  so  ist  die  unendlicl 
Gerade  eine  Inflexionstangente  ihrer  negativen  Fusspunktcurve. 
diese  wird  die  Ordnungszahl  um  Eins,  die  Anzahl  der  Rückkehr] 
um  Zwei  vermindert. 

V. 

„Die  negative  Fusspunktcurve  eines  Kreises,  für  einen  Pu 
der  Ebene  als  Pol,  ist  der  dem  Kreise  eingeschriebene  Kegel» 
welcher  p  zum  Brennpunkt  hat." 

Die  imaginären  Kreispunkte  sind  Ecken  des  Doppeltangi 
Dreiseites,  sie  liegen  im  behandelten  Falle  auf  dem  Träger! 
schnitt  und  das  Erzeugniss  der  Punktgebilde ')  besteht  daher  ac 
imaginären  Kreispnnkten  und  einem  den  Kreis  2'  doppelt  berflhi 


1)  Der  freundliche  Leser  wird  ersucht  auf  Seite  23  (Zeile  18  ron 
der  Abhandlung  „Ueber  Gurren  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelps 
statt  —  „welcher  dem  Dreiecke  J^J^J^  umschrieben  ist*'  —  »wd^M 
Zwciocke  J^J^  umschrieben  ist"  —  zu  lesen. 
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^elschnitt,  welcher  p  zum  Brennpaukt  hat.  Sieht  man  von  den 
^Därcu  Krcispunkton  ab,  so  ist  obiger  Satz  nachgewiesen.  Die 
ch  die  Berührungspunkte  der  aus  p  an  den  Kreis  gelegten  Tau- 
ten gehenden  Erzeugenden  sind  die  Asymptoten  des  Kegelschnittes, 
iser  ist  eine  Ellipse,  wenn  />  innerhalb,  eine  Hyperbel,  wenn  p 
serhalb  des  Kreises  liegt. 

Der  über  der  Verbindungslinie  Gp  eines  beliebigen  Punktes  G 
'  Ebene  mit  p  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  schneidet  den 
Igerkreis  T  nur  in  zwei  von  den  imaginären  unendlich  fernen  ver- 
liedenen  Punkten.  Daraus  folgt  wieder,  dass  man  aus  jedem  Punkte 
nnr  zwei  Tangenten  an  die  behandelte  Curve  logen  kann. 

Ist  p  ein  Punkt  des  Kreises  7',  so  besteht  das  Erzeugniss  der 
oktgebildc  aus  vier  Punkten,  welche  auf  T  liegen,  den  imaginären 
Eispunkten,  dem  Punkte  p  und  dem  ihm  diametral  gegenüber 
(enden. 

VI. 

„Die   negative  Fus8punktencur^e  einer  Geraden    r,    für  einen 
iebigen  Punkt  p  der  Ebene  als  Pol,  ist  eine  Parabel,  welche  den 
zum  Brennpunkt  und  die  Gerade  zur  Scheiteltangente  hat." 

Dieser  Satz  folgt  direct  aus  den  letzten  Betrachtungen.  Da  man 
Gerade  2*  im  Verein  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  als  einen 
is  vom  unendlich  grossen  Radius  betrachten  kann  ^). 

Um  den  Berührungspunkt  B  der  Parabel  C  mit  einer  Erzeugen- 
t  zu  bestimmen,  construire  man  den  Kreis  k-,  welcher  7'in  &  =  (tT) 

ihrt  und  durch  p  geht.    Sein  zweiter  Schnittpunkt  mit  t  ist  der 

ichte  Berührungspunkt. 

Der  dem  Punkte  b  diametral  gegenüber  liegende  Punkt  /  von  ^, 
der  Schnittpunkt  der  in  b  auf  T  geföllten  Senkrechten  mit  ^, 
»t  mit  p,  b  und  B  ein  Rechteck. 

Ks  ist  klar,  dass  weil  Ib  =  2mb  ist,  (m  ist  eben  der  Halbirungs- 

t  der  Strecke  Ib),  der  Punkt  l  bei  der  Bewegung  des  Punktes  b 
T  eine  Parabel  C  beschreibt,  welche  p  zum  Scheitel  und  einen 
EO  grossen  Parameter  als  C  hat. 

[He   Normale  n  =  B^  im  Punkte  B  der  Parabel  C  umhüllt  die 


I   I>er  Complex  beider  Geraden  ist  ein  durch  die  imaginftren  Kreisponktc 
er  Kegelschnitt. 
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Evolute  denelbeo;  weldie,  d&  «  senkrecht  auf  t'  ist,  (('  =  j»0. 
negative  Fnsspnnktenrre  der  Parabel  C  fOr  den  Pniüct  p  ist. 

Darans  flieest  der  Satz : 

„Die  negative  FnESpunktcarve  einer  Parabel,  far 
Scheitel  aU  Pol,  iat  die  Neil 'sc  he  Parabel  jener  Paral 
welche  den  Pol  znm  Brennpunkt  und  einen  doppelt 
grossen  Parameter  als  die  gegebene  Parabel  hat 
Neil'sche  Parabel  ist  daher  eine  Cnrve  dritter  Ordnung,  dritter  Cli 
welche  den  Erflmmnugsmittelpnnkt  der  zweiten  Parabel  im  Scb 
zum  Rtlckkehrpunkt  hat.  Sie  hat  die  unendlich  ferne  Gerade 
Inflexionatangente  nnd  bprObrt  sie  im  nuendlich  fernen  Pnnkt 
Geraden  7'." 

Wien,  den  26.  Mai  1879. 
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XVI. 


Astroiden. 


Von 


Adolf  Ameseder. 


I. 

„Die  Astroido  eines  Kegelschnittes  ist  eine  Curve 
vierter  Classe,  sechster  Ordunng,  welche  zwei  conju- 
girtc  Durchmesser  des  Kcgelschnittos  und  die  unend- 
lich   ferne   Gerade  zu   Doppel-Rückkohrtangenten    hat/' 

Eine  Puuktreihe  und  eine  ihr  projectivische  Punkt-Involution  auf 
cinom  Kegelschnitte  erzeugen  eine  allgemeine  Curve  vierter  Classe, 
sechster  Ordnung').    (I.  A.  Art.  L). 

Ist  nun  der  Scheitel  /j^,  des  Scheines  der  erzeugenden  Punkt- 
Involution  ./,  der  Mittelpunkt  des  Trägerkegelschnittes  7\  und  bildet 
das  Strahlenbüschel  ;>2i  ^^^  ^^m  Scheine  6.^^  der  unendlich  fernen  er- 
leugenden   Punktreihe   J^^   auf  irgend  einer  Tangente  <,  des  Kegel- 
rAchnittcs  7\  eine  symmetrische  Punkt-Involution,  welche  den  Berüh- 
(pnnkt  h  der  Tangente  zu  einem  Doppelpunkt  hat;   so  erhalt 
als  Erzeugniss  der  Punktgebilde  J  und  ^^  eine  besondere  Curve 
Classe,  sechster  Ordnung.    Wir  nennen  diese  Curve  wegen 
nahen  Beziehung  zum  Trägerkegelschnitt  und  il.rer  Verwandt- 
zur  orthogonalen  Astroide  (sie  ist  die  centrale  Projection  der- 
^aelben),  die  Astroide  des  Kegelschnittes  T. 


l)  Siehe:  „üebcr  CarTcn  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten**  Art.  1. 
iBtUh,  d.  k.   Akademie  d.  Wissenseh.   Wien,  Januarheft  1879.  od.  .^Bemcrkun- 
Aber   dflfi    Krzcngniss    eines  Strnhlensystems    und  einer  Strnhien-Tnvolutiou 
f ton  Grades^   in  dieser  7.cit.sehnft.     1879. 


Ttil  LXIV. 


12 


]78  Ameseder:  Astroiden. 

Vor  Allem  ist  klar,  ilass  diese  Cunc  die  aneDdlich  ferne ( 
/ur  Doppeltangente  hat  (T.  A.  Art  1.  u.  2.);  sie  hat  aber  an 
Doppelstrahleii  der  Strahlen-Iovolution  p^^  d^,  welche  lik  a 
Gesagton  erhellt  coivjugirte  Durchmesser  des  Kegelschnittes 
Doppelt angenten.    Die  eine  ist  parallel  zu  /,  die  andere  geht 

Das  Doppeltangeuteu-Dreiseit  ist  demnach  bezüglich  T  sie 
conjugirt,  und  daher,  sintl  die  Bertihrungsimnkte  der  Doppelt' 
Rüokkohrpunkte  '). 

Sind  p^^  pi  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Doppelt 
zf,,  /f^;  so  sind  die  den  Schnittpunkten  e,',  f^'  des  Kegelscli 
mit  der  unendlichen  fernen  Geraden  bezüglich  |>,,  jh  harmoni 
jugirten  Punkte  f| ,  f^  die  Berührungspunkte  der  nnendlid 
Doppeltangente. 

Sie  sind  reell,  und  die  unendlich  ferne  Gerade  eine  ei 
Doppeltangente,  wenn  T  eine  Hyperbel  ist,  hingegen  imagin; 
T  eine  Ellipse  ist 

„Die  Berührungspunkte  der  im  Endlichen  lie 
Doppeltangenten  der  Astroide  liegen  zu  verschi 
Seiten  ihres  Mittelpunktes  in  gleichen  Abstände 
Länge  des  Abstandes  ist  gleich  der  Länge  des  i 
bcteffeuden  Doppeltangente  zusammen  fallenden 
messers  des   Trägerkegelschnittes."-) 

Um  einen  Berührungspunkt  y^  der  Doppeltangente  ^, 
^tniiren,  verbinde  man  den  einen  Schnittpunkt  y/  von  zl 
mit  ]}^  und  bestimme  den  Schnittpunkt  L  dieser  Vorbindungs 

p.ji.  Die  Gerade  Lt/  trifft  J^  in  dem  gewünschten  Punkte 
Punktreihen  PiP^^i'^i  und  /^i/i'/iRn  lieg<*n  gegen  L  persp 
es  ist  daher: 


1)  Siehe:  „Ucbcr  rntioiinlc  Curvcn  vieitcr  Ordnung,  deren  Dop 
tangcntcn  zum  Teil  oder  ganz  in  Inflexionstangentcn  Obei^hen.' 
Sitzb.  der  k.  Akademie  d.  Wissensch.  Wien.  Märzbcft  1879.  Die 
gchOien  zn  den,  den  in  Art.  4.  dieser  Abhandlung  behandelten 
Carven.  Aus  den  dort  citirten  S&tzen  folgt  u.  A.  dasa  die  Aatroic 
sehe  Cun-cn  sind,  cte. 

2)  Dieser  Satz  gilt  für  jede  Curvc  vierter  Classe,  sechster  Ordnui 
die  unendlich  ferne  Gerade  zur  Doppeltangente  hat.  Und  svrar 
TrSgorkogolschnitf,  welcher  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  erzeugende  1 
auf  der  unendlich  fernen  Geraden  mit  jener  Punktreihe  involntor 
welche  ron  der,  der  erzeugenden  Punkt-Involution  zngehOrigrn  T«n 
Vidution  auf  der  unendlicli  fernen  Geraden  gebildet  wird. 
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im  Unendlichen  liegt,  ist  Pzyi=  Y\Y'^  womit  der  aufgestellte 
gewiesen  ist. 

zwischen  den  zwei  Doppeltangenten  J^,  d^  ge- 
Stflck  irgend  einer  Tangente  der  Astroide,  ist 
er  Länge  des  ihr  parallelen  Durchmessers  des 
egelschnittes.  Es  wird  durch  den,  der  Tan- 
igeordneten   Schnittpunkt   mit    T  halbirt." 

Eigenschaft  der  Curve  fliesst  aus  der  Construction. 

strahl  jTi  des  Scheines  d\,  der  unendlich  fernen  erzeugenden 
ö  giebt  die  Lage  eines  Punktes  a-,  derselben  an. 

itft  i  in  einem  Punkte  ra\  der  diesem  bezüglich  h  symme- 
pnüber  liegende  Punkt  w,  mit  ^3  verbunden,  liefert  jenen 
von  /)3,  welcher  auf  r  die  a,  entsprechenden  Punkte  ar,', 
mit. 

durch  diese  Punkte  zu  ^^  gezogenen  Parallelen,  sind  zwei 
le  3/,',  Ml*  der  behandelten  Curve.  Fassen  wir  M^  näher 
Sie  trifft  d^  in  dem  Punkte  J?,  welcher  mit  ^,  dem  itC 
legenden  Schnittpunkt  von  Ji  und  T  verbunden,  eine  zu  'u\ 
Gerade,  also  eine  Erzeugende  von  C^  liefert.  Denn  zieht 
1  r/  die  Gerade  *  parallel  zu  /,  so  trifft  diese  T  in  einem 

welcher  auch  auf  ^j^m'  liegt,  also  mit  dem  früher  so  be- 
Punkte identisch  ist. 

IS  folgt  nun,  dass  das  Viereck  iHVyfi\k  ein  Parallelogramm 
lemnach 

:  mau  den  Schnittpunkt  von  A//  und  /fg  mir  «  und  den 
al  gegenüber  liegenden  von  T  mit  f*',  so  ist  auch 


«/5    #  \k^'\ 
weisen  war. 

l(ann  demnach  die  Astroide  auch  definiren,  als  Enveloppe 
raden,  deren  zwischen  zwei  festen  sich  schnei- 
jreraden  gelegenes  Stück  gleich   ist    dem   dem- 

12* 


solhon  parallolon  DarchmeBser  irgpini  eines  teüln!' 
Kp^'*' stlinittes  lier  Ebene. 


II. 

Id  jedem  Punkte  einer  Doppeltangente  darcfaschneiden  sii 
Krzongendp,  bo  in  dorn  Punkte  ß  der  Do]>pe)tJingcnte  d,  Ak  ( 
uß  und  itß.  Rückt  X,',  mithin  anch  fi  unendlich  nahe  an 
duFclischneidcn  aicli  In  dem  dieser  I^age  entsprechenden  Pi 
drei  unendlich  nahe  Tangeuten;  woraus  mau  wieder  aclilirss 
ilass  die  Curvc  8cchs  auf  den  üoppeltangenten  liegemle  K 
punkte  hat.  Für  die  BerQhrungspnnktc  der  Doppeita ngentc] 
ergif>ht  sieh  anch  die  bereits  nachgewiesene  Eigcnschafi,  da 


r:iß^  —  -'P^' 
ist. 

Ist  T  eine  Ellipse  und  h'  einer  der  Schnittpunkte  de 
tangeiito  J^  mit  T,  so  hat  die  zu  w/  ])ani1lele  Tangente  )■  i 
Schnittes  offenbar  die  Eigenschaft,  dass  ihr  zwischen  dei 
taugenten  J„  J^  gelegenes  8tUck  der  Länge  nach  gleich  ist 
Iiaralleh'u  Dnrchtnesfler  von  T.  Sie  ist  eine  T  und  Cj"  gern 
liehe  Tangente  und  nach  (I.  A.  Art.  :t.)  ist  auch  ihr  Berühr 
mit  '/',  der  Dernhmngsi)uukl  von  '"',''  mit  7'. 

„Die  Ellipse  berührt  demunch  die  Astroide 
reellen  Punkten,  deren  Tangenten  parallel  s 
Seiton  des  v(ni  den  vier  reellen  Spitzen  der  . 
gebildeten    Paralleliigramme s." 

Ist  T  eine  Hyperbel  und  /-  reell,  so  ist  '/  imaginf» 
folgt,  dass  die  Hyperbel  die  ihr  zupohrtrige  Ast 
vier   iniagintiren   Punkten  berührt. 

Die  Asymi)ti)tcn  n,  «'  eines  Kegelschnitte»  werden  di 
Paar  coujugirter  Duivliuiesaer  harniouigch  getrennt;  sie  sini 
eutsprcehcndc  Strahlen  der  Straldou-Involutiou  ^,  r  and  ih 
lieh  fernen  Punkte,  also  die  unendlich  fernen  Punkte  d 
sclmittcit  T  eiimntler  entsjirecliende  Punkte  der  erzengen 
//;i  nnd  des  Schnittes  j'  von  -.f  nnt  der  uuendlich  fernen  G 

Den  Schnittpunkten  von  T  und  ^,„  als  Pouktcn  der 
entsprechen  in  der  Reihe  ^-,  uach  (I.  A.  Art  2.)  die  D< 
punkte  des  Trügers  dieser  Reihen  mit  V^;  es  gilt  daher  d 
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ie  Astroido  eines  Kcgelschuittes,  berührt  die  un- 
h  ferne  Gerade  in  ihren  Schnittpunkten  mit  dem 
cbnitte.  Die  Berührungspunkte  sind  Rückkehr- 
■  und  reell,  wenn  T  eine  Hyperbel,  imaginär,  wenn 
Ellipse  ist/^ 

2'  ein  Kreis ,  so  stehen  J^ ,  J^  ^uf  einander  senkrecht,  und 
Dorchmesser  des  Kreises  einander  gleich  sind,  ist  auch  das 
1  J„  J^  gelegene  Stück  der  Erzeugenden  coustant. 

ist  leicht  aus  den  Eigenschaften  der  allgemeinen  Astroidc  die 
)gonalen  abzuleiten.  Bemerkenswert  ist  jedenfalls  die  Eigeu- 
r  orthogonalen  Astroide,  dass  sie  die  unendlich  ferne  Ge- 
deu  imagiuärou  Kreispunkten  berührt  und  diese  Punkte  zu 
tat. 

I,  29.  Mai  1«79. 
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Untersuchung  einer  beliebigen  Curve  und 

ihr    zugehörigen    Kriimmungskreises   in  ] 

des  gegenseitigen  Verhaltens  an  der  St 

der  Osculation. 


Von 

Mack. 


Ist  auf  irgend  einer  Curvc  zweiten  Grades  ein  Punkt 
liebiger  Lage  —  nur  nicht  an  der  Stelle  eines  Scheitels  - 
so  findet  die  Angabe  statt,  dass  der  zu  A  gehörige  Krümn 
an  der  Stelle  A  selbst  jene  Linie  durchschneide.  Angesic 
allgemein  bekannten  Satzes  drängt  sich  die  Fn^e  auf,  w 
Curven  überhaupt  in  entsprechender  Beziehung  zu  sagei 
strenger  Beantwortung  derselben  einfachste  Mittel  zu  zeiget 
doch  wohl  erhebliche  Frucht  ihrer  Anwendung  zu  bieten  ist 
gegenwärtiger  Arbeit.  Dieselbe  war  nach  kurzer  Ucberle^ 
zubringen  auf  die  Auflösung  und  Krörterung  der  so  zu  fai 

Aufgabe. 

Es  sei  irgend  ein  Curvenbogen  3/xV  gegeben 
tigeni  Verlaufe  zwischen  M  und  N,  Für  einen 
bestimmten  Punkt  A  desselben  sei  angenomu 
der  zugehörige  Krümmungskreis  ein  cigentlicl 
sei,  weder  in  einen  Punkt  noch  in  cineGcrade  av 
Man  soll  das  gegenseitige  Verhalten  des  Kreise 
Curvenbogens  an  der  Stelle  .1  genauer  bestimn 
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Auflösung. 

Aufgabe  wird  dadurch  zu  erledigeu  seiu,  dass  mau  sowohl 
Qte  als  die  Normale  au  A  beizieht,  dann  auf  der  einen  und 
n  Seite  der  Normale  je  eine  mit  ihr  parallele  Gerade  ein- 
lebe den  Curveubogen,  den  Kreisbogen  und  die  Tangente 
'  nach  in  Punkten  Q,  7^,  T  schneidet.  Die  Untersuchung 
soitigeu  Lage  solchor  drei,  dem  Punkt  A  gehörig  genäherten 
rd  zum  Ziele  führcm. 

}rden  nun  durch  den  Punkt  ^i  selbst  zwei  zu  einander  senk- 
)rdinatenaxen  geführt,  die  eine,  AX^  mit  der  Tangente  des 
zusammenfallend,  die  andere,  A\\  mit  der  Normale.  Als 
5weig  der  Axe  .11"  werde  derjenige  bestimmt,  welcher  auf 
Seite  der  Tangente  liegt  wie  der  Krümmungskreis.  Auf 
te  also  müssen  auch  die  zwei  von  A  aus  zunächst  nach 
i  links  gehenden  Curveustückcheu  sich  befinden,  und  es 
e  Ordinaten  der  dem  Punkt  A  nächst  liegenden  Curven- 
3  positiv  sein,  sowie  die  Ordinate  des  Krttmmungsmittelpunkts 
rdinaten  aller  Peripheriepunkte  des  Krttmmungskreises. 

end  unter  x  der  Abscissenwert  eines  beliebigen,  unzweideutig 
u  Punkts  P  des  Curvenbogens  MN  verstanden  wird,  sei 
der  Ausdruck  für  den  zugehörigen  Ordinatenwert,  also  q>x 
nmte  reelle  Function  von  r. 

man  für  solchen  Punkt  P  den  zugehörigen  Krünmiungskreis 
sind  mit  a,  ß  die  Coordinatenwerte  seines  Mittelpunkts 
^   sein  Halbmesser  bezeichnet:    so   dienen   bekanntlich  zu 
recke  die  drei  Gleichungen: 

1)  {,^^aY^(q>,-ßy^if^ 

2)  (aj-«)+(«;p^  — /5)<;p^'=-U 

i  erhält  man 

4)     /S-9^x+   -  ^yr-- 

^)    p  =  (±  1)  • ~ff 

drei  Angaben,  damit  sie  brauchbar  seien,  ist  erforderlich, 
en  einzuführenden  Wert  des  x  alle  die  drei  zugehörigen 


1^4  J/ucI':   CiiltriMthuu-j  einer  btlitbi'jtn   Ckm 

tpr,  fx,  f>t"  t*^"  seien.  Dabei  ist  aber  dtinh  uusre  Anuhne  l 
Btigreuzthcit  des  Ourvoubogeus  ^fN  amgcschlosscn  die  M^^ 
qpj  =  oc.  Sodauii  ist  ip/  =  »  auszuscblicsscD,  soferu  diu Tui|i 
des  Faukts  l'  nicht  auf  der  Taugcntu  AX  des  Fonkts  .1  Hulir 
sein  soll.  Ferner  fx"  '^  0  aosgescblosseu ,  soferu  f  nicht  nneu 
gross  werden  darf ;  eudlieh  fx"  =^  ^  unendlich  aasgeschlossen,  » 
lf  nicht  Null  seiu  sali. 

Bei  der  Gleichuug  6),  soferu  sie  den  Wert  g  positiv  liefen  i 
ist  wohl  zu  beachten,  dass  rechts  der  Ausdruck  Über  dorn  Bmflt 
als  absolato  Wuncl  aus  einem  positiven  Radicaudum  aafmfi 
dass  demnach  von  deu  Factorcu  +1,  —1  der  erste  oder  der  z 
zu  nehmen  sei,  jcnacbdcm  ipz"  positiv  oder  uegativ  sich  zeige. 

Wenn  wir  ans  6)  noch  die  Ableituug  Qx'  von  v  entwick«li 
ci^ibt  sich 


7)     P/  =  (±1) 


■Mi+(vry\t.wivr"r-9>r.\i+i<p.r\ 

Fttr  den  Brounpuukt  P{x,  «fr)  ist  die  Hüglicbkeit,  daas  der 
hörigo  KrUmmungshalbnieascr  ein  Masimuin  oder  ein  Miniuium  v 
so  lauge  vorhanden,  als  v/  =  0  sein  kann.  Soll  also  diese  JI& 
kcit  vollständig  ausgeschlossen  sein,  während  ^  einen  hranch 
positiven  Wert  habe,  so  ist  gcuiäEs  der  7)  und  mit  Bctziehnn 
vorigen  Bemerkungen  die  Forderung  auszusprechen: 

Machen  wir  nun  dio  Anwendung  auf  deu  Fall  :c  ^  0,  d. 
Ermittlnng  des  zu  Paukt  A  gehörigen  KrOmmuDgskrciscs  ] 
Curvenhogens. 

Der  NuUwcrt  für  x  iu  dio  Ausdrücku  v*i  'P^'  oingefohrt 
gemäss  obiger  Einleitung  \A  der  Axenursprung,  AX  Tangente 
herbei  fahren 

y)    9(1  =  t'    lind    ipa  =  0, 

Werden  dann  diese  Werte  iu  die  Qleicbungeu4) ...  6)  einn 
so  ergeben  sich  für  den  Mittelpunkt  des  zu  A  gehörigen  Krüm 
kreises  die  Coordinatenwerte  o^,  ß^  eutn-ickelt 

10)  «i,"Ü 

11)  Ä,  =  l:Vo" 

und  ergibt  sich  fdr  den  Halbmesser  pg  zunächBt 
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ür  ß^f  gcwouiieuc  Wert  ist  unzweideutig;  und  da  nach  uu- 
nstaltuogcu  /^^  notwendig  positiv  ausfallen  niuss,  so  ent- 
jr  aus  11),  dass  9/'  positiv  sein  müsse.  Hierdurch  ist  auch 
Icichung  d)  die  Entscheidung  in  Betreff  der  Zeichen  + 
jgeben,  und  wir  erhalten  sofort  unzweideutig 

12)    ^o=-l:<Po". 

die  Bcdingungsformel  8)  mit  Bezug  auf  den  Punkt  A  gc- 
vohci  gemäss  der  9)  sowohl  für  <jpo  als  g?«'  ^^i'  Nullwort 
I  ist,  so  erhält  man  ganz  einfach 

13)    V^U. 

Iso  die  Bedingung  dafür,  dass  der  zu  A  gehörige  Krüm- 
nesser  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  sei,  während 
=>  0  diese  Möglichkeiten  offen  gelassen  würden. 

wir  jetzt  die  Gleichung  des  zu  A  gehörigen    Krüm- 
les,  so  ist  ja  zunächst  anzugeben 

(^-i^o)'4-(«^-«o)-==Pü'; 

==  Qq  und  «0  =  ^  gefunden  ist,  so  erhält  man  einfach 
y  auflösend 

r  auf  die  ganze  Ausdehnung  des  Kreises  sich  beziehenden 
genügt  für  unsern  Zweck  diejenige,  welche  nur  dem  in  A 
1  Ualbkreisbogen  entspricht.    Diese  lautet  unzweideutig 


1/        ^" 
y  =  Qo  —  Qo-y  1  —  -  a' 

letzt  für  ^0  ^^^  "^crt  1 :  «jp^"  eingesetzt  wird,  so  ergibt  sich 

14)    y  =  -^-,  -  j,,  ^il^X^xY-. 

iinwendung  des  binomischen  Lehrsatzes 

1    —1 


1 

9^0 


7.  j  1  -  [1  ~  i(q>o"^r + \^  ( W')^  - . . .  ( I 


15)     s  =  iVoV 172-  «y=^  +■  - 

Hiermit  ist  also  namCDtlich  fflr  jedeu  in  der  Nähe  von  A  bcfit 
licfacu  Punkt  des  Krammungskreises  die  Entwicklang  seiaca  OrdiuiV 
wertoB  nach  Potenzen  seines  Abscissennertes  r  angegcbcD. 

Itildcu  wir  jetzt  ebenso  die  Eiitwicklnng  für  den  OrdiuleiH 
Vi  eines  mit  Abftnissenwert  r  versehenen  Punktes  von  unserom  Om 
bogen  MAN.    Wir  haben  nach  dem  Maclanrin'scbeu  Satze  znnld 

X*  x>'  ^ 

<T^  =  9'u  +  9'A+Vu"2i  +  '''o''3"!  +  9'u"4,  +  -- 
Da  aber  navU  Obigem  qp«  und  ^J  beide  Null  sind,  so  l>ehalti.'u  «ir 

J.1!  .J.Z  ^.4 

IC)     9>^-  <fu'\,-  +  'Pn"3-j+'ro"'4-;-f  ■■■ 

Der  erste  hier  vorkommende  (JoetWcient  g^",  der  reciproke  Wert 
Rpres  9u,  ist  notwendig  ein  bestimmter  positiver  Wert  Wis 
»eiteren  Vu"»  'Pn"'\---  betriffi,  so  ist  jeder  von  ibneu  reell oiidb 

iu  der  P'orm  ,=.  zu  denken,  suferu  ja  die  Car\'e  MAX  ohne  U 

brechung  der  Stetigkeit  durch  A  hiudnrehgoliL 

Fuhren  wir  jet/.t  eine  mit  .-IJ'  ]iarallcle  Gerad«  inu,  welch 
A.\c  AX  Rcliueide  in  einem  Punkte  T  mit  Abscisseuwort  r.,  » 
zugleich  den  Kreisbogen  15)  in  einem  Punkte  H  und  den  Ca 
bogen  16)  in  einem  Punkte  Q  schneide. 

Die  Abstünde  IIT,  ifr,  welche  die  Punkte  U,  U  von  der  Ge 
AX  haben,  sind  (nach  Einleitung)  beide  positiv,  nud  sind  im 
und  16)  unmittelbar  als  <lie  fUr  gi  und  cpi  eutvickelten  Wei 
entnehmen. 

Jenachdem    yv— Ji7'^U,  ist  <l  oder  H  weiter  von  dci 

gente  AX  entfernt,  während  übrigens  immer  beide  anf  der  po 
Seite  von  ihr  liegen. 

ti'f — RT  =  u  zeigt  au,  dass  Q  nnd  R  zosammcufülen. 

Nach  15)  und  16)  ist  je<(enfallB  anzugeben 


^'+|^+y«)'j'' 
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X" 


QT—RT  =  ^,q>o''x^ 


+  ... 

chtcn  wir  jetzt  diese  Gleichung  uuter  der  Yoraussetzaug, 
Wert  des  x  oncndlich  klein  sei. 

tzen  wir  zunächst,  der  bei  x^  stehende  Factor  q>Q''  sei  ^  0, 

1.  Nr.  13)  Qq  sei  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum, 
rt  sich  die  Angabe  17)  auf 

1 
3! 

Differenz  QT — RT  nimmt  also  den  einen  oder  andern  alge- 
Charakter  an,  jcnachdem  x  positiv  oder  negativ  ist.    Hicr- 

Bezug  auf  der  Gerade  Q/?,  wenn  sie  der  Normale  AY 
nd  ihr  unendlich  nahe  gerückt  ist,  hat  mau  zu  sagen:  jo- 
dle QR  auf  der  einen  oder  andern  Seite  der  Normale  AY 
iet,  ist  Q  oder  R  näher  an  der  Tangente  AX^  d.  h.  offenbar: 
der  einen  Seite  von  A  das  Kreiselement  AR  und  das  Curven- 
[Q  so  liegen,  dass  AQ  näher  als  AR  an  jene  Tangeute  sich 
;t,  so  müssen  auf  der  andern  Seite  von  A  das  Curveneleuieut 
das  Kreiselement  AR^^  so  liegen,  dass  AQ^  weniger  als  AR^ 
mgento  AX  sich  anschmiegt.     Es  ist  also  ersichtlich,  dass 

Curvenbogen  und  der  Kreisbogen,  während  sie  an  der 
eine  Osculation  zweiter  Ordnung  haben,  zugleich  in  dem 

sich  schneiden. 

etzeu  wir  jetzt  (jp^**  sei  =0,  d.  h.  (vergl.  13)  lassen  wir 
chkeit  zu,  dass  y^  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  sei. 
l  mit  Bezug  auf  die  Entwicklungsreilie  in  Nr.  17)  die  zwei 
lüterscheiden : 

s  nächste  nicht  null  werdende  der  nach  x^  kommenden  Glie- 
n  solches  mit  ungeradem  Exponenten  von  x\ 

a  nächste  derartige  sei  ein  solches  mit  geradem  Exponenten. 

lUe  o)  wird  man  genau  wie  unter  I)  schliessen,  dass  unser 
;eu  und  unser  Kreisbogen  in  A  sich  schneiden. 

alle  ß)  wird  mau  vermöge  ähnlicher  Beti'achtungen  wie  die 
ich  sagen,  dass  die  zwei  Bögen  in  A  sich  nicht  schneiden, 
ichr  in  doi  grössteu  Nähe  des  Punktes  A^  und  zu  beiden 
selben,  der  eine  jener  Bögen  auf  einerlei  Seite  des  andern 


i 


1«« 


Mack:    Unttrsuchuny  fitier  beliehiyeu   t'urvc  tfc. 


Die  Eiitscheiduug  ühor  das  Zutroffeu  des  eineu  oJur  ües  aud»ni 
der  zwei  Fälle  «),  ß)  wird  nur  dauu  zu  geben  bciu,  weuu\oü»l(r 
Xatnr  des  Curveubogciis  MAN  efne  gauz  vollstäudigc  Detiuiüuu  vor- 
handen, oder  die  Funktion  cpx  mit  allen  entsprecheudeu  BostiminiiugvB 
\ollkoninieu  gegeben  ist.  AUgeniein  aber  wird  als  Ergebuiss  \ür- 
stehender  Untersuchung  das  folgende  auszuspi-eehen  sein: 

Wenn  ein  gegei>ener  (-urvenbogeu  zwischcu  zwei 
Tunkten  M  und  A'  stetig  verläuft,  wenn  zu  dem  awisclien 
M  und  y  beliebig  genommenen  Punkt  -1  desselben  eiu 
eigentlicher  Krümmungskreis  gehört,  und  wouu  dien-r 
weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ist:  so  werdiü 
jene  au  der  Stelle  A  (mit  Osculation  zweiter  Ordnuug) 
sich  berührenden  Linien  zugleich  in  dem  Punkte -4  sich 
schneiden. 

Wenn  aber  der  zu  -1  gehurige  Krümmuugskrfib  ein 
Maximum  oder  ein  Minimum  ist,  während  die  vorange* 
stellten  Hedingungen  bestehen  bleiben,  so  ist  au  jede 
der  zwei  Möglichkeiten  zu  denken,  sowohl  au  die  dass 
die  Bogenstücke  in  .t  sich  schneiden,  als  an  die  dass  sii- 
sich  nicht  schneiden,  dass  vielmehr  in  grösster  Xähe 
des  Punkts  .1,  rechts  und  links  \on  ihm,  das  eine  Bogeu- 
Stückchen  auf  einerlei  Seite  des  andern  verlaufe. 

Um  jetzt  mit  einer  kurzen  Bemerkung  auf  die  im  Eingang  tf* 
wähnten  Cur^en  /weiter  Ordnung  /urückzukomnien.  so  sind  bekannt- 
lich ihre  Scheitel  (und  nur  diese)  als  Stellen  grösster  oder  kleinster 
Krümnmng  hervorzuheben.  Für  jeden  solchen  Scheitel  findet  man, 
dass  der  zugehörige  Krümmungskreis  die  Curve  nicht  schneide. 
Hierbei  darf  man  aber  ni«'ht  übersehen,  dass  solcher  Puukt  nidil 
bloss  Stelle  grösster  oder  kleinster  Krümmung  der  t'urve  sondern 
auch  Puukt  einer  Synnnetralaxe  derselben  ist.  Wenu  also  bei  einer 
andern  Curve  eine  Stelle  A  zwar  das  Maximum  oder  Minimum  der 
Krümmung  an  sich  hat,  nicht  aber  eine  Symmctralaxe  durch  A  geW: 
so  wird  man  durch  diesen  Umstand  schon  zur  Vorsiebt  gemahnt  sei» 
müssen ;  man  wird  nicht  sofort  auch  für  solche  Cur^e,  für  jene  SteBe 
-I,  die  Schneidung  derselben  durch  tlen  zugehörigen  KiümmnngskreB 
als  unmöglich  erklären  dürfen. 
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xvni. 


liste  Sätze  ans  der  Theorie  der  mehrfachen 

Ausdehnungen. 


Von 

R.  Hoppe. 


(iiancben  Formeln  der  aualytiscbeu  Geometrie  lässt  sich  leicht 
?rknng  machen,  dass  statt  der  3  Cöordinaten  nach  unmittel- 
licher  Analogie  eine  beliebige  Anzahl  n  gleichberechtigter 
1  gesetzt  werden  könnte;  das  analoge  Resultat  hat  dann  der 
irtieller  geometrischer  Deutung  zu  genügen,  indem  man  das 
bestimmte  Gebilde,  unmittelbar  oder  nach  Coordinatentrans- 
1,  auf  den  Raum  projicirt,  d.  h.  je  « —  3  Cöordinaten  null 

eine  Reihe  solcher  sofort  deutlicher  Sätze  werde  ich  einige 
schliessen,  die  erst  durch  Rechnung  gewonnen  werden,  aber 
iinfach  im  Resultat  ersclieinen.  Es  ist  mir  dabei  nicht  um 
ng  einer  umfassenden  Theorie  zu  tun.  Der  Nutzen  einer 
kann  leicht  dadurch  illusorisch  werden,  dass  sie  bei  der 
Mannichfaltigkeit  möglicher  Metboden  ganz  bei  Seite  liegen 
lie  einzelnen  Probleme  ohne  sie  auf  kürzerem  Wege  ihre 
ianden.  Die  Untersuchung  der  Gebilde  von  n  Dimensionen 
t  scheint  mir  namentlich  (nicbt  gerade  ausschliesslich)  den 
u  versprechen,  dass  dadurch  das  Gesetz  des  Fortschritts  von 
imensionen  deutlich  wird,  welches  sich  aus  den  2  bekannten 
der  Progression  selten  entnehmen  lässt.  In  diesem  Inter- 
me  ich  zum  Schluss  noch  ein  Problem  in  Angriff,  welches 
infachen  Fortschritt  über  3  Dimensionen  hinaus  ergiebt, 
die  Berechnung  des  Winkels  von  ?t  Dimensionen. 


>-»-•• 


ItiQ  Hoppe:   Ein/achste  Satze  aus  der  Theorie 

Was  Siun  und  Bedeutung  der  n  Dimensionen  -  Geometrie  betiil, 
so  betrachte  ich  dieselbe  als  eine  Theorie,  die  aof  rein  aDal}1isc1ten 
Grunde  steht-,  und  deren  Begriffe  rein  analytisch  defiuirt  sein  mOssei 
Damit  wird  ihr  aber  durchaus  keine  wesentlich  verschiedene  StcIlaBS 
gogouüber  der  gewöhnlichen  Geometrie  erteilt.  Unser  geliuSges 
Itaumsystem  von  3  Dimensionen  ist  in  gleicher  Weise  ein  Werk  des 
Verstandes,  das  sich  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  es  zur  objecti- 
veu  Gestaltung  der  gegebenen  Sinuesempfiudungen  notwendig  md 
gerade  ausreichend  war,  infolge  dessen  instinctiv  geschaffen  ward 
und  durch  beständige  Uebung  in  fertige  Anschauung  übei^eng,  wih- 
rend  zur  Einführung  vou  mehr  Dimensionen  der  zwingende  Anlass 
durch  die  Tatsachen  der  Sinnlichkeit  gefehlt  hat,  und  wir  nun  wegea 
Mangel  au  Uebung  Schwierigkeit  im  Vorstellen  derselben  emplindei. 
Von  Natur  gegeben  ist  nur  eine  zweifache  Ausdehnung  des  numittel- 
baren  Gesichtsbildes,  doch  auch  dieses  entspricht  nicht  genau  der 
])1animetrischen  Itaumanschauuug,  es  ist  sphärisch  gestaltet  und  zwiogt 
uns  dadurch  den  ungesehenen  Radiusvector  als  analytische  Groffe 
vergleichbar  mit  den  Dimensionen  des  Bildes  hypothetisch  einzufühim 
Von  wesentlich  gleicher  Art  ist  der  Act,  welcher  bei  weiterer  Yw- 
mebrung  der  Dimensionen  vollzogen  wird. 

Da  also  ein  ursprünglich  begrii^icher  Unterschied  nicht  existirt, 
so  ist  es  wol  gerechtfertigt  dieselben  Namen ,  deren  BedeuluDg  für 
den  Kaum  uns  bekannt  ist,  auch  in  der  Mehr-Dimensiouen-Thoorij^ 
zu  gebrauchen.  Nur  wenn  solche  nicht  für  Ebene  und  Raoni  in 
gleichem  Sinne  gelten,  habe  ich  es  vorgezogen  neue  Namen  zu  bildiii 

§.  1. 
Uebertragung  der  Grundbegriffe. 

Macht  man  n  Variabein  zu  beliebigen  Functionen  von  n  Varia- 
beln,  so  unterliegt  es  keiner  Bedingung,  welche  «  Variabein  man  als 
rechtwinklige  geradlinige  C'oordinaten  auffassen  will.  Nachdem  & 
Wahl  getroffen  ist,  ist  die  Theorie  dadurch  1)edingt.  Die  folgeidn 
Sätze  sind,  wo  es  nicht  anders  bemerkt  ist,  als  Detinitionen  zn  tw» 
stehen,  mit  der  sichtlich  erfüllten  Forderung,  dass  sie  jeder  partieHa 
Deutung  entsprechen.  Unter  Coordinaten  sollen  stet«  rechtwhiUige 
geradlinige  verstanden  werden. 

Die  a  Variabein  j^,  ...  xti  seien  Coordinaten.  Ein  iodiri- 
duelles  Wertsystem  derselben  heisst  ein  Punkt;  der  Inbegriff  alkr 
Wertsysteme  (Ort  aller  Punkte),  welche  durchlaufen  werden,  waa 

;r,,  ...  u\,  mit  //i  unabhängigen  Variabein,  wo  m^n^  stetig  ^irfif* 
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ne  mdehnang;  insbesondere  die  Idehnung  Linie,  die  2dehnung 
lache.  Eine  mdehnung,  in  welcher  die  x^^  ...  xu  nur  in  linearen 
elationen  stehen,  heisst  linear;  insbesondere  die  lineare  1,2  oder 
iehnnng  Gerade,  Ebene,  Raum. 

Bie  Entfernung  zweier  Punkte  (a-i,  ...  a*„)   und  (a-/,  ...  a-»/) 
on  einander  ist 


Folgerung:  Die  Gleichungen  einer  Geraden  lassen  sich  stets 
a  der  Form  schreiben: 

3*1  ==  x\fi'\-a^a\  ...    Xu  =  Xu,(\'\-ai,v.  (1) 

to  M  die  Entfernung  der  Punkte  (a-j, ...  xh){x\,(u  ...  xu^),,  erstem  als 
•ariabcl,  letztern  als  constant  gedacht,  als  einzige  Unabhängige  aus- 
hrückt,  und 

rtl--j-...ff,4-   =    1 
«t. 

Winkel  zwischen  2  Geradon  (unlorschieden  durch  den  Accent) 
^i88t  die  Grösse,  deren  Cosinus 

8t;  die  Geraden  heissen  normal  zu  einander,  wenn 

Coordinatenaxen  heissen  die  /*  Geraden,  in  denen  alle  Gros- 
en  xiA  •••  ^w.o  und  alle  a^,  ...  ««  mit  Ausnahme  einer  der  letztern 
all  sind,  so  dass  die  Gleichungen  der  ^ten  Coordinatenaxe  lauten: 

Folgerung:  Die  Coefficienten  von  u  in  (1)  «„  ...  o«  sind  die 
«inus  der  Winkel  zwischen  der  Geraden  und  den  einzelnen  Coor- 
latenaxen;  sie  mögen  die  Richtungscosinus  der  Geraden  heissen. 
3  Coordinatenaxen  sind  zu  einander  normal  und  treffen  sich  im 
fangspunkt  (0,  ...  0). 

Sei 

xk  =  ari:,o4-öi,*yi4-  •••  <^ii.hyH    (/;  =■  1,  .. .  n) 

ai,jk*4- •  •  •  ««.**  =  1  M^  ""  ^'  '**  **M  (Ä '^Ä') 

a\,ka\,h-\'  ...au,kan,h  =  0  *  (//  —  1,  ...  n)  )        "^ 

a;.,i« +- . . .  aA,w^  =  1  WA  =  1,  ...  n))  f^>  ^^ 

aA.i«x.l  +  . . .  ay.nOxn  =  0  7  (x  =  1,  . . .  m)  )        *^ 

sind    yi,  ...  yu  Coordinaten  desselben  Punkts  wie  o-, ,  ...  xn-^ 


i 
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iliti  ihnen  outsprocltenden  Axeu  sind  gleichfalls  normal  zn  eiui 
treifen  sich  iui  ncncn  Anfongsponkte  {3:i,n,  ...  trust),  nnil  ihrel 
tangscosiuus  gegen  die  alten  Axon  sind  die  Coeffidenten  der 
sprechenden  .v.  Die  Ilczichanf;  dfr  licidcn  CoordinatcnirstcA 
eine  geRenseitige. 

Eino  Gerade  ist  normal  zu  einer  linearen  mdehnuug,  im 
7M  allen  darin  enthaltenen  Geraden  normal  ist. 

Folgerung:  Die  Gerade 

n  =  :rM  +  "i«     (t=l.  ...  ») 

ist  normal  zu  der  linearen  (ii~l)<lchnung 

..,.■,+  ■■"..'"='' 

Denn  nimmt  man  in  letzterer  eine  heliehige  Gerade 

an,  so  mnss  sie  die  Gl.  (i)  fQr  jedes  '■  erfllllen,  and  eine  dp 
dingnngen  isl  olfonlior: 


Hieraus  folgt  weiter:  Diu  Gerade  (1)  ist  normal  zu  jeder  lit 
ji'Uehniint!,  unter  deren  (ileirlinuKeii  die  Gl.  (2)  vorkommt. 

Ilelioliige  v  —  jn  Cooi-diuatun  --  II  gesetzt  bestimmen  eine  1: 
iidclmniig,  welche  Coordinateu  mdehnung  iieisst.  Dei 
!{iel)t   es   («),„  Coonliiiaten  »'delinungen   (unter   (i')m   den   ffim 

eoeffieienU'u  vorstanden). 

Folgerung:  Jede  ('oordiuatenaxe  ist  normal  zu  allen  i' 
uateu  ndleliniingen,  in  denen  sie  nieht  liegt. 

\'ariiren  lM?i  Erzeugung  einer  mdchniing  alle  (.'oordinaton  zw 
ac'gcbenen  Grenzen,  so  dass  sie  weder  x  noch  —  x  werden  ki 
so  wird  oiu  Gebiet  iler  Variation  des  Coordinateiisysteme  abgq 
welches  begrenzte  f/idehnuug  lieisst.  Jeder  Paukt,  desseo 
dinaten  der  Grenzbe<Iiuguug  genügen,  heisst  ein  Innerer, 
andre  ein  ilusseror  Punkt. 

Variireu  die  Grenzen  jeder  Coordinatt^'  bei  stetiger  Vir 
aller  übrigen  stetig,  so  erfüllen  sie  eine  Gleichung  zwischen 
Coordinaten.  Da  diese  noch  zu  den  n  — m  Gleichungen  derMdel 
hinzukommt,  so  erzengen  die  Grenzen  eine  (m — l)debnitng. 
nach  lagst  sich  jede  mdehuung  durch  (m  — l)dehnangm  begn 
Dass  die  Grenzen  oller  Coordinaten  nickt  »,  sondern  nur  1  Glci' 
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«ben,  erheilt  daraus,  dass,  wenn  zwei  (n  —  l)delinangen  resuitirten, 
Punkte  zwischen  ihnen  zugleicli  innere  und  äussere  sein  würden. 

Eine  durch  eine  (w  — l)dehnung  begrenzte  mdehnung  lässt  sich 
xh  eine  neue  {?»  — l)dehnuug  enger  begrenzen,  d.  i.  teilen. 
Ighch  kann  das  Variationsgebiet  innerer  Punkte  grösser  und 
3iner  sein,  und  unter  Umständen  zwei  derselben  addirt  oder 
btrahirt  werden.  Auch  kann  es  bei  Transposition  sich  selbst 
igruent,  also  gleich  bleiben.  Aus  beiden  Eigenschaften  geht  her- 
•,  dass  es  eine  messbare  Grösse  ist  Als  solche  wollen  wir  es 
i  Volum  der  begrenzten  mdehnung  nennen, 

Lässt  mau  aus  einer  begrenzten  linearen  (m  —  l)dehnung  </, 
Iche  gemäss  ihren  Gleichungen 

iTk  =  ofjt    (für  n— m+l  Zahlen  /.)    (txk  const.) 

ler  Coordinaten  (m— l)dehnuug  parallel  ist,  eine  lineare  wdeh- 
ng  dadurch  hervorgehen,  dass  man  einer  der  Constanten  ak  eine 
iriation  zwischen  2  Grenzen  ak  und  ak-\-h  erteilt,  so  ist  das  Vo- 
n  der  wdehnung  oiienbar  unabhängig  von  crjt',  und  eine  leichte 
trachtung  ergiebt,  dass  es  demzufolge  proportional  /i,  andrerseits 
•portional  g,  folglich 

wo  der  willktirlich  bleibende  Factor  X  =  1  gesetzt  werden*  kann. 

Ist  nun  die  {m  —  l)dehuung  g  ebenso  aus  einer  begrenzten  linea- 
(m  —  2)dehuung  entstanden,  diese  wieder  auf  entsprechende  Weise, 

so  fort  bis  zur  begrenzten  Geraden,  so  ist  das  mdehnige  Varia- 
sgebiet bestimmt  durch 

«*'  <'  ^*  ^  '^t"     (^^^  ^  Werte  von  Je) 

n  =  ok    (für  die  übrigen  Werte) 

sein  Volum,  wenn  der  Einfachheit  wegen  die  Zahlen  1,  2,  ...  wi 
erstem  Werte  vertreten, 

solches  Variationsgebiet  nennen  wir  ein  rechtwinkliges,  ins- 
idcre  für  m  =  2,  3  Rechteck,  rechtwinkliges  Paralle- 
pedon. 

Sind  die  Variationsintervalle  sämmtlich  unendlich  klein  und  wer- 
ils   Incremente  der  irt,  mit  denen  sie  beginnen,   aufgefasst,  so 

das  Tolum 

=  rar,  Ca*«  . . .  dwm 


i 
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und  (tifiBes  ist,   nio  leirht  erhellt,  das  Vnlamoleinftiit  Avn  MW 
begrenzten  linearou  mdolmting. 


Lot  ans  einem  gegebenen  Punkte  anf  eine  gegebene 
lineare  tidebnnng. 

Der  gegebene  Pnnkt  sei  («,, . , .  «„),  die  lineare  mdchnnug  v 
durch  folgende  Gleichungen  bestimmt: 

"UXj-}-...(iH.).a-„-=^;.     (A  =  l,  ...  n  — m) 

lind  zwar  zur  Vereinfachung  nDgcnowmon,  dass  die  Normalei 
Hieb  darin  sclineidendeu  {n—m)  linearen  (ii  —  l)dehuangen  (3) 
sirli  normal,  und  die  Coefticienten  ak.i  ibre  RirlitungBrasinua  ' 
dafs  also 

'.U«+,..«„.X==1 

"u,'<,,;-l-...««.x''H.;=n     (*5*) 
]>as  gesnchtc  I.ot 


treft'L-  die  gegebene  milebnung  im   Punkte  (y,.  ...  y„).     Dnrrh 
üelbeii  f^'he  lilnifs  der  genannten  mdohnung  die  Gerade 

r.  =  j-.+ii-    (/■  =  !.  ...  ») 

ffo  die  n  und  l-k  Richtungscosinus  bezeichnen'    Beide  Gerade  ra 
vrio  es  die  Anfgabe  verlangt,  zu  einander  normal  sein,  also 

-■.A,  +  . . .  '■„*»  =  0 

Sofern  der  gegebene  Pnnkt  anf  der  Geraden  (ft)  liegt,  Iiat  man 

i»i  —  yt  =  rt/ 

wo  /  ilie  Liluge  des  Lotes;  bezeicbuet,  mithin: 

und  nach  Elimination  der  a  zwiBcben  (7)  (8) : 

*.(«.-!'.)  +  . .■M''"-l'..)-0 

Ferner  müssen  die  Coordinateu  (6)  die  Gl.  (:t)  nnablilnjrig 
!■  befriedigen;  Utes  giebt  das  doppelte  GloicbuDgssystem : 

m.).h-\-...o^.}.b»—(i 

n\.).yi-\-...a„.iy„  =•  ßx  I 
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die  n — m  Gleichangcn  (11)  werden  n  —  m  Grössen  />  auf  die 
gen  reducirt,  welche  dann  willkürlicb  bleiben,  so  dass  die 
ngen  unabhängig  von  ihnen  erfüllt  sein  müssen.  Wir  setzen 
ßine  unter  ihnen  ^'ik  =  1,  die  übrigen  m — 1  Grössen  b  =  0 
)stituiren  successive  für  die  eine  alle  andern.    Zur  Abkürzung 

Ex  =-  «i.A  «1  +  •  •  «fw.A  w«  —  ß?.  (13) 

Uten  die  Gl.  (10)  (11)  (12) 

ak  — yi  +  ^m+i(afn+i  — y«»+i)+...^n(ff«  — y»»)  =  0  (14) 

«M+««»+i.^*»»+i+--  ^i'»A^>H  =  0  (15) 

'»i.a(«i  —  yi)  +  . . .  an.li^n  —  y«)  =  El  (IG) 

jzt  man  nun 

tk  —  yk  ==  «Jt,l^i  +  . .  •  «Jt.i»-»»  En-m  -{-I^k      (/^  ==  1,   . .  .   n) 

Gl.  (14)  über  in 

5ri:,l-j-^m  +  l«m+l.l+  .. .  bnau.l)Ej-{-  ... 

H-(^i,*i— m-p^wi  +  l^'m  +  l.n— wi"T"  •  •  •  '^a  ^»,n—m)Eu—tn 
+  f^Jt  +  ^»m+  li2»n+l  +  . . .  bnPu  =  0 

mmem  verschwinden  sämmtlich  nach  den  Gl.  (15),  welche 
ie  //  erfüllt  werden  können,  und  es  bleibt: 

i?k+^'iii+iÄm+i+ . . . bfjiu  =  0    (/.•  =  1,  ...  m)  (17) 

wird: 

(^i,;.ai,i+  . . .  a1,,A(h^,l)E^  +  .. . 

-\-(cil,XOi,n-m-Jr  •••  "n,?.^u,n-in)Eu^m 
4-rtl,;.i?i+  •  •  •  ö",/.^^J<  =  E). 

nach  den  Gl.  (4): 

m,;.i?i+  ...  a„,A/?M  =  0    (A  =  1,  . . .  M  — w)  (18) 

lomogenen  linearen  Gl.  (17)  (18),  welche  die  «  Grössen  li 
en,  lassen  sich  nur  durch 

ie,  =  ...  /?„  =  0 
und  man  hat: 

«k — yi-  =«  ak,iEi  +  . . .  rtt,»*-wi^«-w*  (19) 

ach  (9): 

li^E,^+.,.En-fn^'  (20) 

ist   in  dem  einen  Falle  m  ^  n  —  1 

13* 
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l  =  E, 


rational,  in  allen  andern  irrational. 


Transformation  des  /ulehnigen  Volamolemon 
Das  rechtwinklige  ?*dehnige  Volomelement  ist 

Macht  man  alle  x  zu  Functionen  von  «,,  Wj.,  ...  w^,  so  ist, 
:r,  allein  variirt, 


du. 


?a:^ 


woraus: 


al6(» 


(I  =r  ^      Cu^  "4-  .  .  .  r»       iT?<,i 


rwi 


^i^^i  ^^  /^f^'i 


^  -= 


^,  =   : 


8r,i         Bxu 


Variirt  jetzt  y^  bei  Constanten  W|,  ir.,,  ...  ir„,  so  ist 


a«/"*-^--a2 


^^«  ^^   Q      ^"S  ~f"  •  •  •  a    "  ^"w 


3a:3 


3jp3 


*^  =  ftr,^^*^+---ft*.^*" 


woraus  ebenso: 


ar. 
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Ott.,         Buh 

Jj^^2  —  ^iöt*2;     ^3  —  .  \           t 

3r 

so   fort,  schliosslich : 

J^dxn  =  ^H--i8"»»  i  uud  zwar  //,»  —  1 

fUcli 

8«P=.ia«i8«.  ...8//„  (22) 


§.  4. 
Volum  des  wdchnigon  (u-f-l)ecks. 

Die  Ecken  A).  seien 

(«1,;.,  ...  ttu.x)    (A  =  0,  1,  ...  n) 

(«4-l)Gck  wird  begrenzt  durch  u-\-l  Seiten,  d.  i.  lineare 
—  l)dehnungeu,  welche  durch  je  n  Ecken  gehen.  Wir  ziehen  von 
I  eine  Gerade  nach  A^\  dann  sind  deren  Gleichungen: 

0  die  Coordinate  ßk,\  ihre  Werte  durchläuft,  wenn  W|  von  0  bis  1 
qriirt.    Vom  Punkte 

//j    —    (ß\,\,     ...      ßu,l) 

idieii  wir  nach  A^  und  erhalten  als  Coordinaton  des  laufenden  Punkts : 

ßk.l  =  «llr,2  +  (/^*.  1  —  «4.2)^2 

benso  ziehen  wir  vom  Punkte 

//,  ~  (/Jl,2,   .  . .    1?,..2) 

heb  A^  uud  fahren  so  fort  bis  A,i,    Wenn  dann  u^,  u^, . . .  un  sämmt- 
ob  anabhängig  von  0  bis  1  variiren,  so  durchläuft  der  Punkt 

Bh  =i  (ßhu^,  ...   ßu.u)  ^  (j?!,  ...  Xh) 

m  ganze  (ii-|-l)eck. 

Die  X  sind  recurrent  bestimmt  durch 


ß>. 

-«.l  +  (n...- 

"1.0», 

ft. 

-•u+((>..i- 

«1.1)», 

«  -  A. 

-  «.,,  +  (ft..-- 

— 1..) 

Die  particUü  Diffurcutiation  ergiebt: 

8„ 

(J*,H-1— Bi,» 

-  tft.-ä-«... 

-l)«,, 

=    ißk,H~i  —  Ok. 

-.)».- 

8^. 
8,^-- 

(«t.O  —  ftt.O"*": 

...  «■ 

jJi,»-.i  — «1,.,...  ß,..»-i-o-.. 
Dio  A'to  Vcrticalroihe  lautet: 

ot.fl  —  <**,i5  iSit.i  — «*.2,  ■-■  /3*.*-i— m.*i  ^t.» — m,*+i,  -•■  Pt»-i 
Uier  ist  nacli  (2») 

Multiplicii't  mau  itlau  die  /'tc  Horizoutalrcihc  mit  m  nud  snb 
sie  vou  der  (A  +  l)ten,  so  geht  diese  über  in 

tnj.~ak,i,+  i     ('■  =  1,  ...  «) 

Fübrt  mau  dius  vou  der  tetzteu  Ilorizoutalreilie  anfaugend  sni 
durch,  so  geheu  alle  ß  in  die  gleich UDiiicrirtca  a  aber,  du 
erliftU: 

«1,0  —  »1,1         ...   "«,0— «H.l 

;«i,»-i  —  «1,«  ...  »H.H— 1  —  ■■.■ ! 

Setzt  mau  zu  weiterer  Vcreiut'achnug  statt  jeder  Horizontalml 
Sumnio  mit  ollen  vorausgcfaeudeu  uud  weehsät  olle  Tonäct 
kumnit: 
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^  =  i  UfUf.^  . . .  it»"— '^j 


^1 


«1,1 — «1,0  ...  «n.l — «»,0 
«l.M  —  «1.0  •• .   ff«,n  —  On,0 


f-l)cck  hat  folgendes  Volum: 
i  1  1 

/  dun  •  •  •  /  8^2  /  ^^^  =  i 


^1 


—  n! 


(24) 


t,  wie  das  vorige,  Hess  sich  nach  Analogie  vermuten, 
auch,  wenn  man  für  n  eine  kleinere  Zahl  7/1  setzt,  in- 
+ 1 ,  ...  arn  als  constaut  hetrachtet.    Das  nächst  folgende 
anglich  durch  Analogie  zu  ersehen. 


§.  5. 
n  des  regelmässigen  ?^dehnigen  (7i-4-l)ecks. 

i  Ecken  ^01  -^1? .  • .  ^n  legen  wir  eine  -^o  ^^  ^cn  Anfangs- 
andre A^  in  die  ;f,  Axe,  eine  dritte  A^  in  die  x^x^  Ebene, 
13  in  den  r^ar^s  Raum,  u.  s.  w.    Dann  wird  (nach  der 
von  §.  4.) 

ak,h  =  0  für  h  <  /.• 

über  in 


ai.i 

0 

U      ... 

Ü 

!»1,2 

«2.2 

0      ... 

0 

«IS 

Cf2,3 

«3.3    .  .  . 

0 

-—  «1,1  «2,2  .. 

.  «M,n 

«1,»*      «2,>j      «3,M    .  .  .  ««,11 

(Entfernungen  der  Ecken)  seien  sämmtlich   =  1 ;  dann 
Bedingung : 

«i.'/)^+  •••  («//./'  —  «.y.'/)"* +  («!/+ i.a)^+  •••  («m)^  ==  1 
A  =»  1,  2,   . . .  n ;     «/  *=  0,  1,  ...  h  —  1 

action  dieser  Gleichungen  kann  man  leicht  recurrento 
n  für  die  a  bilden,  aus  denen  zu  ersehen,  dass  nur  eine 
ich  ist.    Sie  werden  befriedigt  durch  die  Werte: 


«*.o  =  . . .  «*,Jt-i  =^  0 ; 


«*,jt 


/j+ 1 


i/H: 

y  2h 


i 


2{|0  lloppti  Ein/achxit   6uV«  nun  dtr   l\rora 

""""■•■-"■■-yäji+i, 

wurauB: 

Naub  (21)  hl  iliilicr  Jas  Vuluui  Ucs  n^cliiiässigcu  Hduhiiigi:u  (»-j-l 
Gcks 

Diu  Höht',  (1.  i.  das  Lut  vuu  einer  Ecke  aur  die  Gegenseite 


,.<f+JM„l/"+i 

«eck 


iJies  giebt  fülgciidc  Tabelle: 


1  1       y5   ]    1       y?  ■ 

(«+i)cck        1        ^v:j     ^.^^      gg     :i6öy3;  576Ö    ä 

■■*    '  ^v'3:^/|:^^/l!|/f-^/■ 

s-  e. 

Itnnde  (n  — l)dchnnug  uui|  dadurcb  begrenzte  «dcbi 

Rund  boisst  eine  widehiiuug,  wenn  sie  in  einer  linooron  (t 
debiinug  liegt  und  von  einem  Punkte  derselben  (ihrem  Mittel^ 
constanton  Abstand  hal.  Ihre  Gleichungen  sind  daher  «- 
lineare  Gleichungen  und  diu  folgende: 

(■^1 — ■^i.i))-+  ...  (j'b— :r-„,o)'  =  coust. 

Nimmt  mau  den  Mittelpunkt  zum  Anfangspunkt,  so  ist  die  Glc 
der  milden  (ti  — l)dehnung; 

Es   soll    das   Volnni   der   dadurch    begrenzten    Ndohnnng   ber 
werden. 

Wir  zerlegen  die  Gl.  (-'0*)  in  die  folgenden: 
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•  •  •  • 

•  •  •  • 

•  •  •  • 

'•»1-2  =  r,i-i8iOM,i-l  Xu  =  rn-iCOSUn-l 

r,,-!  =  C 

luu  das  System  der  x  alle  inneni  Punkte 

kufen,  wenn  die  r  nur  zwischen  U  und  c  variiren.  Damit  afj 
alle  möglichen,  positiven  und  negativen,  Werte  annehmen, 

ei  positivem  r^  der  Bogen  n,  von  0  bis  4R  variiren.  Dagegen 
eine  Variation  der  Bogen  w^, . . .  un-i  von  0  bis  2R  erforder- 

irait  die  übrigen  x  positiv  und  negativ  werden  können. 

s  diesen  Grenzen  ist  ersichtlich,  dass  die  runde  (u-— l)deh- 
ich  ohne  Begrenzung  durch  (n — 2)dehnungen,  sowie  die  rund 
tc  ndehnung  endliches  Volum  haben. 

;  partielle  Differentiation  ergiebt: 

1^  =  0  ('•<^> 

rj —  =  vh  sin  M*+ 1  ...  sin  /</i  ~i  cos  uh    (h  ]>  k) 

8-S  =  "    (A<^-1) 

dxh-i-i 

-^ —  =  —  rASin«A 
Ölth 

Bxit  .  .  = 

rT-  =  rACOSMJk-1  SlUMjt  . . .  SlUUA-i  cos  Uh      (A  "^  fc) 


dxk 


=  cosMjt.isinui . . .  sinufi-1 


li  wird,  wenn  ä-,,  ...  xn  als  Functionen  von  Wj,  ...  ii,i-i,  r,»-! 
.et  werden,  die  Functionsdoterminante 


Satte  tui  dtr  Vurn 

sin  u,  cos», 

sin»,aiui4G06at 

cos  n,  cos«. 

cos  »1  sin»,  cos  K, 

-Bin«, 

COSnjCOSUj 

0 

-siu«s 

.  Ein»,  SI11K3  . 
.  cos  Hl  sin '(^  . 


-2C«ai(„-i        siDu,  siutij  . . .  sluvi,-] 


Snbtrahirt  mau  üio  vorletzte  Vcrticalreifac  uach  ^Qltij'liotioD  n 
tguH^i  von  der  letzten,  so  lanlct  diese: 


Ü,  0,  , 


■  0, 


Ftthrt  mau  die  Division  <lor  Unterdeterraimiutt;  durch  cuic-i 
deren  letzten  Vorticalreihe  aus,  so  hat  der  ganze  Ausdruck  wifil 
die  ursprüngliche  Fonn,  uud  ist  nur  n  — 1  au  die  Stelle  tud»! 
treten.  Folglich  ist  J  nnabhSugig  von  >i,  und  wenn  mau  n  =  2  Kt 
so  kommt: 

,       1     CüSM,      Bin«, '  _ 

!  —  sittHj        COSK,  ' 

^  ^  c,fi...r„_i 
=  rH-i''-'sin«jSin*ii, ...  sin"--«»-! 
und  die  rund  begrenzte  'idchunng  ist 


=  /  i-«-i''~'Sr„_i  /  5u,  /  siuu,8((j  ...  /  sin'^-Kn-ie«»-!  i 
^  o,,.  *=«-!  ^2  ^ 2  ^  2^  (f  2)_  ^  _(?k£_  ^  , 
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rU8  tiudot  man  leicht  die  bcgrcnzeude  iiindc  (n — l)dehnang 


n 


si 


de 


s^?)",..- 


r, 


u 


Tabelle  der  Werte  (c  =  1  gesetzt)  ist : 

4  5 


1  1 

1 

2      1 

1 

3 

2 

2R 

P 

2 

4R 

8R 

2R^ 

8R- 


32R2 


4R* 
8R» 


«SR' 


(29) 


¥R* 


hier  kann  mau  m  für  n  setzen,  indem  mau  die  überschüssigen 
linaten  als  constant  betrachtet. 

)as  Resultat  ist  nicht  neu,  doch  habe  ich  es  besonders  her- 
et,  weil  der  Entwickelungsgaug  dem  Folgenden  zugrunde  liegt. 


§.  7. 
Ein  Satz  über  ndehnigc  Winkel. 
Sine  lineare  (n  — l)dehnung 

«1^1+  •••  «'*^"  =*  0  (30) 

tc  der  Einfachheit  wegen  durch  den  Anfangspunkt  gehen  soll, 
t  2  Yariationsgebiete 

a,ari+  ...  a„XH  >•  0 

«1^1"}"  •••  ^'"^«  <CÖ 

einander.  Ein  Punkt,  welcher  der  einen  oder  andern  Ungleichung 
rieht,  liegt,  wie  wir  definiren,  auf  der  positiven  oder  nega- 
tt  Seite  von  (30). 

jehen  nun  m  lineare  (n  —  l)dehuungen  durch  den  Anfangspunkt, 
?rdem  im  allgemeinen  2"*  Yariationsgebiete  von  einander  getrennt, 
ich  durch  die  verschiedenen  f 'ombinationcn  der  Yorzeichen  unter- 
ieu,  indem  die  darin  enthalteueu  Punkte  auf  der  positiven  Seite 
?r  (u  —  l)dehnungen,  auf  der  negativen  der  andern  liegen. 

Eins  der  2"  Yariationsgebiete,  welche  durch  n  lineare  (n— 1)- 
ingen  getrennt  werden,  heisst  ein  ndehniger  Winkel,  jene 
l)dehnungen  seine  Seiten. 

Sine  um  den  Anfangspunkt  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  1 
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bcscbricbcnc  ruixle  ('i~l)(lehDuiij!  wird  off<;ubar  durch  dirwlbi 
ÜDearcu  (n  — l)dchnnugcn  iu  cbensovielc  Teile  giituilt,  nekk  di 
Winkelu  cIuzcIq  entsprcL-hcu ,  mit  dcnsclbon  wachsen  tind  als  IIa 
derselben  betrachtet  werden  kuaneu..  Wir  setzen  daher  dcD  Tul 
als  Grösse  gleit^h  dem  Teile  der  runden  (d — l)dehnnDg,  wM 
gleich  begrenzt  ist. 

Oio  WinkelgrüBsc  geht  demnach  aus  dem  Ausdruck  von  P,  i 
ferentiirt  nach  -•,  fdr  (=1  hervor,  wenn  man  statt  der  angcgoku' 
weitesten  Integralgrenzen  diejenigen  setzt,  welche  den  Seiten  i 
'Wiukcls  entsprechen.    Der  ndehnige  Winkel  ist  also 

■ßii  =/3«i/sini(sBM,  . . .  f  siu"-- ii^-idun-i  W 

nach  gehüi'iger  Beslinimnng  der  Integral  grenzen. 

Das  System  der  «  Seitou,  deren  Glciclinngeu  seien 
/.i,j.3r,+  ...  /'„,ir„  ^U     (i  =  1,  ...  h) 
Ifisst  Veräudoruugeii  zu,   bei   welcheu  der  Winkel  sich  selbst  co 
grueut  bleibt.    Dies  ist  der  l'all,  wenn  alle  Seiten  untcreiDander  i 
veränderte  Neigung,  d.  h.  die  Winkel  zwischen  ihren  Nurmitlcii  gif 
ohen  Wert  behalten.    Bediugnng  also  ist 

'n.Kl'i.X+  ...  ''...»'W-  =  const.    (1  =  1.  .. .  ..)("  =  1.  ■■■  i-1) 

Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  ist  i»("  — 1);  daher  haugtu  die 
Coefhcienten  b  von 

willkürlichen  Grössen  ab.  Diese  lassen  sich  so  bestimmcu,  dass  cn 
lieh  die  in{n— 1)  CoeflicicDten 

''2,1  h.i  /n.i  ...  '>u,i 


verschwinden,   und  ausserdem   die  (juadrateuninie   der  Cuc^ieat 
jeder  der  n  Gleichungen  =  1  wird. 

In  voller  Allgemeinheit  kann  nian  denmach  die  GIeichQii||cn  l 
Seiten  in  folgender  Form  aufstellen: 


,Hr,-\-ei,HXi-\-eB,HXH-\-  ■■■  Cii,i.j:h  ' 
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ci.;.«+...cu*  =  l  (33) 

ie  Cosinns  ihrer  Neigungen  sind: 

C08rjf.A  =  n.jrCl,Ä+  ...  <?x,x<?x,/.(^  =  2,  ...w)(x=l,  ...  A  — 1) 

0  Oi,i  =  1  gesetzt  ist.    Durch  diese  ^»(n  — 1)  Gleichungen  und  die 

1  (33)  lassen  sich  die  c  in  den  v  darstellen. 

Führt  man  für  die  ar  ihre  Werte  (26)  ein,  so  kommt: 
sinw,  =  0 

Ci,2Sinf*,-|-C2,2COSMj  =  0 

n  3  sin  Mj  sin  ii^  -j-  ^2,3  cos  ?^  sin  n^  -)-  03,3  cos  Mj»  =  0 

.  .  . 

•  •  • 

^,w sin ti|  ...  sinw«— ]-f-c2,n cos Wj sin ?*2 ...  sinf^N.i 

+  c3,MC0swgSin«*3  ...  sint*M-i+  •••  +^im*cosmh-i  =  0 

nd  man  erkennt,  dass  die  h  tc  Seite  von  uh^  . . .  un-i  unabhängig  ist. 
«iglich  kann  man  die  Integrationen  (31),  wenn  man  nach  einander 
M.i,  t<H-2,  ...  »1  variiren  lässt,  so  vollziehen,  dass  jedes  tiA-i  ohne 
flcksicht  auf  alle  übrigen  Seiten  bis  zur  Äteu  Seite  variirt,  weil  die 
irfaergehenden  Seiten  bei  constanten,  den  innem  Punkten  zugehö- 
gen  M|,   ...  Hb  2  nicht  überschritten  werden  können. 

Die  untere  Grenze  aller  Variabein  kann  eben  deshalb  nur  das 
^trem  0  sein,  wie  in  (27),  da  zwischen  beiden  Werten  keine  Be- 
suzung  vorkommt.  Demgemäss  tritt  die  erste  Seite  Wj  =  0  nur 
'  untere,  alle  übrigen  nur  als  obere  Grenze  auf.    Jetzt  ist 

(".)  0',)  (%-i) 

<ß„  =  /      Smj  /       sin?^3?*jj  •••  /         siu"""-WM-i8«*ii~i    (34) 
00  0 

i  zwar  werden  die  obeni  Grenzen  bestimmt  durch 
^i,kCoi{uh-i)  =  ci,/,sinMi ...  ui,-2-\- c2,hC0Su^sm u^ ...  8iuMA-2 

-)-C3.AC08W2Sin?*jj  ...  Sin?*A_2-|-  .  ..  +0A— 1>C0SMä~2      (35) 

besondere  ist 

("i)=  n.J. 

Wird  ein  Variationsgebiet,  und  dem  entsprechend  ein  Teil  der 
'  runden  (n  — l)dehnung  durch  weniger  als  n  lineare  (n — Ddeh- 
igen  begrenzt,  so  kann  man  jenes  als  speciellen  Fall  des  Winkels 
^chen,  wo  irgend  welche  Schnitte  der  Seiten  zusammenfallen.  Die 
^ahl  der  effectiven  Seiten  sei  m,  ihre  Gleichungen  die  m  ersten 
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von  (32).    Dann  varliren  »».,  ...  uh-i,  weil  gic  darch  keine SeilP k 
gretiKt  wenIeD,  von  0  bis  2R,  und  man  hat: 

ß«,«.  =  Tkm  f      fl»|   /      sinu^^iij...  /  sin''-->ij.-icii--i 

r  /  "         / 

wo 

an  3B 

'i'».m  =  /      sin^-'H^ÖH«  ...    /     sin"--«„-i3««-i 

=^  (2R)  -     -- 
i'., 

Demnach  ist 


eine  von  »  unabliüngigo  GrOssc,  und  uocli  einmaliger  Ilererlinuii 
■Q».  Rind  olle  Winkel   J2„,„  olino  weiteres  1>eknnnt. 


S.  8. 
Anwendung  auf  zwei-  und   dreiseitige  Winkel. 
Xaeli  den  obigen  Formein  ist  filr  m  =  i  nnd  3 


fl.,  =  /    5«,  /    sin».P«,  =  /     [l  — co8K)]Ai 
woraus  zunUrlist: 
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-rechnnng  von  .^3  setzen  wir 

ci,3  =  sin  f  sin  f;    C2^  =  sine  cos  ^;    03,3  =  — cosf 

Wird 

C08ri,2  =  ci,2;    sin  «1,2  =  —  02,2 

oostn,3  «  —  sin e  sin  f ;    cos  »2,3  =  —  sin  f  sin(vi,2  —  Ö        (42) 

man  also 

cosg)  ==*  sinesinO^]  — f) 

it  <p  für  t*i  =  0  und  n,2  über  in  ?'i,3  und  2R  — 1»2,8.    Nun  ist 

cotCug)  -=  tgeco8(Mi  — £) 

cosO*,)  =  ^ 
ingeführt  in  (40)  giebt: 

•^3  =  t»l,2  +  VU  +  t?2,3  —  2R 

Herleitung  k«ann  erst  als  Beweis  des  Resultats  gelten,  wenn 
rzeichen  der  2  Grössen  (42)  moti\irt  sind.  Die  Unterschei- 
ler  Innern  und  äussern  Winkel  gebort  jedoch  nicht  zu  den  ein- 
I  Fragen.  Eine  andere  sehr  bekannte  Herleitungsmcthode  lässt 
rect  auf  ß„.3  anwenden. 

ien 

+-  +  +),    «,'=(+  +  -1),    a>"=  (+-+),   a)'^=(+ ) 

den  von  3  linearen  (w — l)dehnungen  gebildeten  8  Winkeln  die- 
I,  welche  auf  der  positiven  Seite  der  ersten  liegen.  Die  4 
a  Winkel  (Gegenwinkel) 

( ),    ( +),    (-  +  -),    (-  +  +) 

ffenbar  jenen  in  gleicher  Reihenfolge  gleich,  weil  jedem  Punkte 
.  (Tn)  in  erstcrm  Gebiete  ein  Punkt  ( — orj,  ...  — xu)  im  andern 
icht,  und  die  Entfernung  zweier  Punkte  gleich  der  entsprechen- 
t  Unter  den  oi  bilden  je  zwei  zusammen  einen  zweiseitigen 
1,  unmittelbar  nämlich  wenn  sie  2  Vorzeichen  gemein  haben,  an- 
11s  der  eine  Winkel  mit  dem  Gegenwinkel  des  andern ,  weil  die 
dem  -)-  und  —  entsprechende,  Seite  keine  Grenze  mehr  ist 
r  fallen  die  2  Neigungswinkel  weg,  welche  die  Seiten  von  un- 
n  Zeichen  mit  den  beiden  andern  bildet;  der  übrig  bleibende 
igswinkel  zwischen  den  Seiten  von  gleichen  Zeichen  ist  dann 
3  zweiseitigen  Winkels,  also,  wenn  zur  Abkürzung  die  Formel 


2(>H 
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gosrhriohen  wird: 


woraus: 


oder 


w  -j-  w'  =  Avx.i 
CO  -f-  co"  =  -4n,3 


/i 


^«.3 


(2U)- 


-1 


2V 


n 
2 


(n.2+n.3  +  f^2.3  — 2R)  =  T^^iSl.^ 


üheroiiistimmeiid  mit  (43). 


§.  9. 

Vierseitigor  Winkel. 

Vier  lineare  (»*— l)dehnungen  l>cgreiizeu  IG  Winkel,   vou  deiiPi 
tollende  8  auf  der  positiven  Seite  der  ersten  liegen: 


A 

A' 

A"  \ 


(++ )         B'- 


(+  +  +-) 

(+-  +  +) 
(+ ) 


wäbroud  die  tibngen  als  Gegenwinkel  nur  dieselben  Werte  liabei. 
Jedes  A  setzt  sich  mit  jedem  B  zu  einem  dreiseitigen  Winkel  a- 
samnien.  Letztere  als  bekannt  betrachtet  hat  mau  IG  GleichongTt 
zur  Bestimmung  der  8  Grössen  A^  B.  Eliminirt  man  irgend  ein  B 
zwischen  2  Gleichungen,  so  erhält  man  die  Differenz  der  A^  analog 
die  Ditferenzen  der  B^  so  dass 

B'  =  B+r^',     B"^B+er,     B^  -^  H+e^ 

wo  die  ä  und  e  bekannt  sind.    Dies  in  die  16  Gleichungen  eil 
giebt  übereinstimmend  nur  den  schon  bekannten  Wert  von  ii-f 
Folglich  reicht  die  Methode,  welche  bei  3  Seiten  zum  Ziele  führfa^ 
bei  4  Seiten  nicht  mehr  aus. 

Um  durch  Integration  den  Wert  des  vierseitigen  Winkels  zu  tindeii 
hat  man 

Sl„,4  ^  Tu,4  A4 


I  .—,  4 


■■:;. 


c2!0r  mehr/acken  Ausdehnungen, 
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Tn.i== 


^-2 
(2R)2 

r- 

2 


(44) 


8ff4  /      siiiU2dfi2    /      sin^f^a 

0  0 


Bu, 


8>i>  »«i  [(»«s)  —  sin  (mj)  cos  («,)]  A«» 


(45) 


*  ■ 

im 

r 


Gleichungen  der  Seiten  sind: 

sint*i  =  0  (46 

cosvi^sint^  —  sin  ¥1,2  cos  «1  =0 

sin  ar8iii|}sini«i8inv2-t~^os^si^^c<>s*hSin94+<^^s/^c^s^  *==  ^ 
y8in48in£sinttiSin2^sin««34~<^osysindsin€COBUi8ini^sint/3 

+  cosÄsin£cost*2sinf*3+cosfco8M3  =  0 
die  Cosinus  ihrer  Neigungswinkel: 


(47) 


+  cost^^  =  sinasin/J;        +  C08ri,4  =  siuysindsins 
oos«^^  =  sin(i7io — a)sin/? 
(U>8 192.4  =8in(t?i,2— y)8ind8ine 
€^8t98,4  =»  {cos(a — y)sin /? sin d-|- cos  j? cos ^} sine 

dass   sich  er,  ß,  y,  d,  s  in  ihnen  darstellen  lassen.    Aus  den  61. 
*)  ergiebt  sich  für  die  Integralgrenzen: 

cot(f«8)  =  —  cos(wi  —  a)tg/3 

cot(ti8)  =«  — {cos(wi — y)8inÄsinf.<24'COsöcos?i2}tg€ 

N'acli  teilweiser  Integration  erhält  man: 

/  sin  t«j  [(ttj) — sin  (u^)  cos  (%)]  flu»  =  —  («3)  cos  u^ 
-j-  cos  «2  sin  (%)  cos  (w;,)  +  2  /  cos  wg  sin*  («3)  8(m3) 

y^y  «^  =  (tty)  gehe  (««3)  über  in  go.    Für  ?^  =  0  hat  man : 


(48) 
(49) 


/    \  .   cotf 

—  (**3)  =  arctg — • 

— 8in(ti3)cos(%)  = 


cos  ^ sing  cos  g 
1  —  sin^Äsin*g 


I>emnach  stellt  sicli  das  Integral  (45)  in  folgende  Teile  zerlogt  dar: 

Tai!  I«XJY.  14 
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•1.2 


/ ""- 


wo 


cosJsinccose        ^  ^   cot « 

1  —  8m*o  sm*6 '  ^  cos  o 

A' =  9)C0S(us);    /#  =  co8(u2)8m^cosgp 
Af  =  2    /    cosfisSin^(M3)d(ti!i) 


0 

Nun  ist  nach  (49) 

[sin  (1*3)] -2  «  pcos't^ 

p  =  ^tg^t*j4-2//tgMjj+C 

^1  =  1  -f-  sin^  ö  tgh  co8*(i*i  —  y) 

//  =  sin  d  cos  d  tg*e  co8(M|  —  y) 

C=  1-— cos^^tg^f 

sin*  (liji)  ö  (wh)  = 5- — i 

^^'     ^   ^^  />*C0S*M2 

sinÄcosO*!— y)  — cos^tg?«^.^ 
«  igt *g    ^ --^dXgti^ 

^  /J^COStAs  *  ^ 

also 

iVf=2tge   /        {sinÄC08(w,  — y)— cosdtg»«,}  ^~^ 

0 

Fuhrt  man  die  Differentiation  ans  und  identificirt  beide  Aosdri 
so  ergeben  sich  folgende  Werte  der  Coeffidenten: 

£)  =  A'  =»  sindtgacosO*,  —  y);    ^=  cosdtgi 

und  man  hat: 

/^tg(ti,)+ir     _      F^^  f^      Stg«, 
^^tg*0g  +  2Z?tg(i*8) 

Hier  ist 


+  6'-?+^/ 


Z'      cosdtgc 

r'^l-f-cos^dtg*«  " 
ferner  nach  (51) 

Z>tg(iii)4-F 
X  «  cos(u,)sinVcotg,  --AX^(u,)  +  2BX^u,)^C 
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eide  Grössen  heben  sich  in  (50),  und  es  bleibt: 

\2 


Sl^^i    r  {N-^J'-K)dv^ 


N^Df 


P 


D         i  A\%{u^)-\-B      B        \ 


n   ist 


D  sin  J  tg  6  C08(mi — y) 


WaC—'b^      y  1 + tg^c  [1  —  sin«  ö  sin^O*!  —  y)] 
=  g-  arc  sin  [sin  d  sin  e  8in(ttj  —  y)] 
Lzt  man  also  

sin  X  =  sin  ö  sin  t  sin(Mi  —  y) 
wird 

ZvLT  BestimmuDg  von  K  hat  man: 

sin/3cosO^  — a) 


COS(tt^)  =  — 


Vi  —  sin*/3  sin«(/*i  —  «) 

=  —  ö—  arcsin[8inj3sin(Mi--a)j 

i  also 

sin»  =  sin/?sin(%  — a) 
.nn  wird 

id  schliesslich 


*'l=*l,2 


«4=0 
> 

I 

t^   «="  COSÄtgf 

COS  ö  sin  g  cos(nj  —  c) — sin  J  cos  ß  cos(m|  —-y) 


u* 
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COtifl  ' 


sin^cos^sin'tcosK— y)  — (1  — Bin'Jrriii't)lgi)e(i<('s~«) 


e  Vi  —  sio*Ä8iii''iBin*{ui  —  jr) 

sin  2  =  sind  Bin  C8in(u,  —y) 

sin  CD  =  Bin  |}Bin(n,  —  «) 

Hiernach  stellt  sich  Sl^  in  G  Kitisbogea  dar,  aber  ni^  i 
Fnnction  derselben,  vielmehr  in  folgender  Weise.  Man  drüclic  f 
A),  ^  in  2  ans;  dann  erhält  man: 

cotv  =  tgf|[co8isin^— BiiiiIcos|3coB(«— )')]yi— cot*/iltg'» 
-|-&inJcot/JBin((r — )')tg»| 

■^'^^cösrcosilt""*™^'^*"''*"^^"''"*^""*****^™^*"'*' 
X  l/r   ■-^,"-(I-sin*Jain».)*^H5(?=r)^,,l 

Betrachtet  man  dies  als  Gleichnngen  zweier  ebenen  Cnrven,  ■  n.' 
itls  Abscisseu,  tp  uod  i|t  als  Ordinaten,  so  begrenzen  diese  Cstt 
Areale,  und  A«  besteht  dann  aus  2  solchen  Arealen  und  einon 
dnct  zweier  Kreisbogen. 

Die  Reduction  der  Grössen  a,  ß,  y,  ',  e  mittelst  der  Gl. 
welche  wir  mit  obcm  Zeichen  nebmen,  ergiebt: 

sinasin^  =  cosfi.a 

.     -  COBPJ.3  +  C08ül,a+C08n3 

coBffsma  =  — — — •■— '■ — - — - 

•^  uavi.2 

woraas : 

COtn  =  C0tl'1.2+  -r- '■ 

Binoi.acaBoi^ 

■    M  _  COB'*'li9  +  COS'f3,3-f  2cOSI'l,^C0Btl.aCOSCgJ 


än'n.a 
nnd  dorn  analog: 

sinysin  j«nt  »  cobpi.i 

cos,.mJ.,„. ^-:5_ 

woraus: 

I  C08TO« 
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,    .    ,  C0S*öl,4  +  C0S*l*2,4+2C0Sfl,2C08t'l,4C08t*2.4 

8in?'ri,2 

erhält  man  aus  der  leteten  Gl.  (47)  verbunden  mit  den  vor- 
i: 

m 

sin«  —  cost"j,4 — (sinri,2)"'^{cosm.3co8»i,4 

+  cos  Wl,2  (cos  V2,Z  cos  V}  ,4  +  COS  Vl^  COS  t^2,4)  +  COS  «?2,3  COS  r2,4 } 

sion  durch  den  ermittelten  Wert  von  cos/}  den  von  cos d sine, 
aus  in  Verbindung  mit  sin  ^  sin  £  die  Werte  von   cotd  und 

i  Einsetzung  dieser  Weile  würde  Sl^  in  dem  Sinne  symme- 
n  müssen,  dass  die  Indices  1,  2,  3,  4  sich  unter  einander 
'erlauschen  lassen. 
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Miscellen. 


\m  ¥«ris«  TUle  ULiV.  S. 

Die  TOB  Poisler  kerfdeitete  Reike  fvr  den  KrasqiiadrtnteE 
wie  dem  TerfuMr  vhI  Bir  «baals  imbekumt  w,  wie  sich 
Mck  erUteaer  Eni^ncke  bald  ergib,  sdiom  mfthifMii  in  frtl 
S<krilieB  nrtbally  Zaent  bit  sie  Eakr  im  sdnem  Werke  ^ 
tkw»  akali  düeieaüilis'".  Fetenbug  1755.  Pm  posterior  p. 
ab  TTfwpipi  der  Jümneadiag  eiaes  Prndps  der  Trmnsfomiatioi 
dttsdkea  LeibBiafscke«  Reike  IbereinstinaeBd  gewonnen. 
IVaasiorvalMKionMi  Kt: 

v^  Jn:=h^m\  ^^=z(c — *)—(*—«);  etc. 


FanKT  ist  jeae  Beike  ab  spedeller  Fall  in  der  allgemi 
idkickiaft«  t^»b  Eaier  geündeaem  Beike 

-7-*^*'  =  *+3i:^+S5(i+p)  +  3  5AT4^) 

niM&k  fir  X  »  1.  e^kahem. 


J 
sick  ki^greiit«  ist  l;^g;^  tob  £.  Catalan  eatdeckt  wad  im  dessei 

wKMre  smr  la   tram^ormaDem  des  saies  et  smr  qmelqves  int 

de€mk^  (Ac»ie«ie  de  Bdigii|we  tarnt  WXIU)  eaüaitem.    Se 
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n  P=f  1.2.3...^ 


nz       p^o  (l  +  s)(3+.)...(2p+l  +  2) 
cos  2 

,   i"^  1.2.3...^i 


j,=o(l~^)(3-s)...(2p+l-;r) 
I  für  s  =  0  mit  der  in  Rede  stelicuden  Reihe  zusammen. 

Arbeit  von  Pokter  hat  demnach  ihre  Bedeutung  als  vierter 
gleichem  Ziele. 

R.  Hoppe. 


2. 

Satz   Über  Parabel -Seeunteu   uud   Sehnen 
nebst  einigen  Folgerungen. 

Eigenschaft  aller  Parabelpunktc,  dass  die  Quadrate  ihrer 
1  sich  verhalten  wie  die  zugehörigen  Abscisseu,  gilt  bekauut- 
jedön  beliebigen  Durchmesser  als  Axe,  wenn  dessen  Scheitel 
igspunkt  und  die  durch  ihn  halbirten  (der  Tangente  in  sei- 
eitel parallelen)  Sehnen  als  Ordinaten  genommen  werden.  — 
sich  nun  folgender  Lehrsatz  beweisen: 

;  man  durch  einen  Punkt  T  innerhalb  oder  ausserhalb  einer 
ein  Sehnen-  resp.  Secantenbüschel ,  so  ist  das  Rechteck 
i  Abscissen  der  Schnittpunkte  (Q,  It)  —  bezogen  auf 
;h  T  gehenden  Durchmesser  als  Axe  und  seinen  Scheitel  A 
agspunkt  —  coustaut,  u.  z.  gleich  dem  Quadrat  der  £nt- 
(AT)  des  festen  Punktes  von  dem  Scheitel  des  Durchmessers. 

i.  für  irgend  eine  Secante  TQR  (Fig.  1.)  oder  Sehne  QTR 
ist  AB.AC-=  AT^. 

eis.  Die  Ordinaten  von  Q  und  R  mögen  y  und  F  heisscn, 
hörigen  Abscissen  x  und  X^  endlich  AT ^  z  sein,  so  hat 
Q  und  R  Parabelpuukte  sind: 

US  den  ähnlichen  Dreiecken  RC7"  und  QBT: 

fttr  T  ausserhalb :  II)  für  T  innerhalb : 

:jr+Ä)2:(x-f;2)2  und  auch  Y'^:y*=={X—zY:{z—x)^  und  auch 

Xix.    Daher  ^Xix.    Daher 

^Z'\'Z^)^X{x^'\-'2j:z'\-z^).  xi.X^—^Jiz+z^)^  Xiz^—^xz-^-x^). 


Boi  der  Audösang  der  Klammem  hebt  licli  in  beiden  FUhn  "kh 
fort,  and  man  behält  xX* -^-xz* —Xx*—  Xt*  =  0,  oder 

z*(X—x)  —  Sx(X—x)  —  0. 
Hier  kann  nnn 

1)  x'—xX  =  0  sein.  Dann  ist  «*  =  Xx,  oder  AT*  =  AB.AC 
wie  oben  behauptet,  so  dass  i  die  mittlere  Proportio- 
nato  zwischen  deu  beideu  AbscisBen  ist.  —  Ist  aber 

2)  X—x  •=  0,  so  iat  X  =  X,  also  auch   Y=  g,  mid  tnan  vtiä 

a)  fUr  7"  innerhalb  die  Sehne,  die  in  T'  halbhl  wird,  tlss 
sclbEt  Ordinate  des  Durchmessers  ist.    x,  X  and  t  hUen  in  AT' 


h)  für  T  ausserhalb  wird  die  Secante  zur  Tangente,  da  nid 
bei  der  Drebong  um  T*)  die  Abacissen  nnd  Ordinalen  bis  zwala- 
sammenfall  genäliert  haben.  Aus  rX  wird  jetzt  x',  und  rasn  eriilll 
:  :=  X,  die  bekannte  Eigcuscliall  der  Subtangente,  deren  Herldtug 
aaf  diesem  Woge  mir  instructiver  scheint,  als  die  Qbliche. 

Wählt  man  (Fig  3.)  T  und  T'  ao,  dasa  beide  auf 
Durchmesser  liegen  nnd  AT^^AT'  ist,  ao  gehört  je  eineS*- 
canto  TR  und  Sohne  Q'Jl  zusammen,  die  gcmeinscbsfl- 
liebe  Absciason  habeu.  (Denn,  da  ^r=  ,17"  nnd  JC 
so  muss,  wenn  ÄT^  ^=  AC.AB  nnd  AT'-  =  AC.AB'  sein  soll,  Mti 
B  nnd  b'  zusammenfallen .  also  die  Ordinat^n  QB  and  d'B'  is  ge- 
rader Linie  liegen.) 

Wird  nun  für  X—x  ^  0  TR  zur  Tangente  nnd  T'R  m  Orfr 
nate  '<  dos  Berührungspunktes  U,  während  dio  Abscisscn  in  AT"- 
zusammenfallen,  so  findet  mau  e  aus  der  Bedingung 


*)  Gawfihnliah  behandelt  man  die  Aufgabe:  „In  einem  gegobentn  FukK 
der  Fnrabel  eine  Tangente  aniulcgen-  —  leilct  alto  die  Tangente  au  i" 
Secante  durch  Dtebuni;  um  einen  der  Schnittpnoktc  ab.  Bei  dieser  Dntaq 
ändert  sich  der  tasserc  Abschnitt  TA  fortnihrend ,  bis  er  Ar  die  TuffW 
gleich  der  Abiciese  des  BcrQhruogapunkt««  geworden  in.  Hier  dig^ga 
man,  aus  AT  für  alle  Secanieu  conatanl  und  gleich  der  mittlfien  Propotlir 
aale  der  Ableisten  der  Schnittpunkte  isl.  Fallen  dieie 
-  ^  V*  =  ^  werden. 
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also  die  mitüerc  Proportionale  zwischen  den  Ordinalen,  wie  z 
en  den  Abscissen  der  Schnittpunkte. 

a  es  nun  von  T  aas  nur  zwei  Tangenten  an  die  Parabel  giebt, 
alle  Secanten  oberhalb  und  unterhalb  des  Durchmessers  über- 
müssen, 80  rücken  die  zwei  zusammengehörigen  Y  und  y  aller 
en  sämmtlich  zu  derselben  Ordinate  o  zusammen,  d.  h.  auch  v 
alle  durch  T  gelegten  Strahlen  constant  Sucht  man  nun  für 
Analogen  zu  AT^  so  findet  man,  dass  das  Stück  der  Scheitel- 
te, welches  zwischen  den  beiden  von  T  ausgehenden  Tangenten 
Fig.  3.),  gleich  v  ist. 

an  kann  demgemäss  den  obigen  Satz  auch  für  das 
teck  aus  den  Ordinalen  erweitern;  es  ist  dieses 
ant  gleich  DE^. 

a  in  Fig.  3.  T'  auf  Q'R  und  TC  liegt,  QQ'  als  Ordinate  des 

messers  von  ihm  in  B  halbirt  wird,  so  erhält  man  T'  aus  jT, 

l  C,  wenn  man  QBQ'  \\RC  zieht,  BQ'==  BQ  macht  und  Q'E 

d.  h.  wenn  man  den  harmonischen  Gegenpunkt  zu   T*  con- 

T,  By  T'  und  C  sind  also  harmonische  Punkte.    Dies  folgt 

kUS 

z:x  ==  XiZy  oder  {z-\-x):{%  —  x)  =  (X-\-z):{X— z)^  d.  h. 

BTiBT'  ^  CTiCT'. 

an  kann  diese  Construction  benutzen,  um  zu  einem  belie- 
1  Durchmesser  leicht  die  Ordinalen  zu  zeichnen, 
}nst  etwas  umständlich  ist.  Man  zieht  irgend  eine  Secante 
macht  AT'^^ATy  zieht  RT'Q  und  erhält  in  QQ!  die  gesuchte 
kte.  (In  der  Richtung  Q7*'  würde  man  den  Endpunkt  der 
1  Ordinate  RR'  finden.) 

an  könnte  auch  von  R  ausgehend  eine  Sehne  RT'Q*  ziehen, 
AT'  machen  und  durch  RT  den  Punkt  Q  ermitteln,  der  dann, 
verbunden,  die  Ordinate  QQ!  liefert. 

Ibstversländlich  gilt  alles  Gesagte  auch  für  die  Hauptaxe  als 
eren  Durchmesser,  dessen  Ordinalen  senkrecht  sind. 

Heinrich  Simon,  sind.  math. 
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3. 

Erweiterung  der  bekannten  SpeeiailSsnn; 
des  BreikSrperproblems. 

Es  ist  bekannt,  dass  3  Punkte  mit  gleichen  Massen  unter  gegt 
scitiger  Anziehung  sich  geradlinig  nach  einem  Centrum  hin  so  1 
wogen  können,  dass  sie  beständig  die  Ecken  eines  gleichseitigen  Bi 
ecks  bilden.  Dieser  Fall  einer  analytisch  darstellbaren  Bewegi 
eines  Punktsystems  lässt  sich  offenbar  in  mehrfacher  Hinsicht 
weitern. 

1)  Statt  dreier  Punkte  kann  man  beliebig  viele  nehmen,  wel 
die  Ecken  eines  regelmässigen  Vielecks  sind. 

2)  Zwischen  je  2  auf  eiuauder  folgenden  Hauptpunkten  k 
mau  eine  umkehrbar  periodische  Reihe  anderer  Punkte  von  vcrsd 
denen  Radienvectoren  einschalten. 

3)  Auch  die  Massen  der  eingeschalteten  Punkte  können  ' 
schieden  sein. 

4)  Dem  ganzen  System  kann  mau  eine  Rotation  um  das  ( 
trum  erteilen. 

5)  Statt  dos  ebenen  V'ielecks  kann  man  auch  ein  regelmäsj 
Polyeder  nehmen.     Die  Rotation  ist  dann  nicht  zulässig.    Die 
Schaltung  erfordert  gewisse  regelmässige  Anordnung. 

Das  Anziehungsgesetz  ist  beliebig.  Dass  das  Centrum  mit 
System  sich  in  constanter  Richtung  mit  constauter  Geschwindi 
bewegen  kann,  versteht  sich  von  selbst 

Wir  wollen  die  Verallgemeinerung  nur  soweit  verfolgen,  al 
keine  zu  grossen  Complicationen  mit  sich  bringt,  und  betrachte 
erst  die 

Bewegung  in  der  Ebene. 

Es  seien  u  Punkte  (j**^*)  mit  den  Massen  «**  (ä:  =-  0,  1, ...  j 
vorhanden,  der  Abstand  von  mk  und  m*  sei  =  ^Z*.*,  das  Pol 
ihrer  Anziehung 

dann  ist  nach  dem  Alembert'schen  Princip 

wo  die  Striche  die  Differeutiatiun  nach  der  Zeit  t  bezeichnen. 
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fachung  kann  man  /(O)  =  0  setzen,  die  h  und  k  von  0  bis  n—1 

lassen  und  die  dadurch  verdoppelte  Snmme  durch  2  dividiren. 

Dan 

Xk  ■=  n  cos  9>t ;    yjk  =  r*sin  qpjk 
i 

)«  =  rk^-^rh^— 2rkrh  cos  (g>h  —  (pk) 

Wm  =  [n — rk  cos  (g)A  —  yjk)]  ^r*  -f  [r/,  —  r*  COS  (^ä  —  ^jk)]  9rh 

4-  n  r*  sin  (9A  —  g>k)  (ö(ph  —  ig^O 

Einführung  des  letzten  Ausdi'ucks  zerfällt  die  rechte  Seite  der 

in  2  Teile,  die  nach  Yertauschung  von  k  und  h  in  einander 

ben,  mithin  einander  gleich  sind.    Die  Coefficienten  aller  6rk 

}k  müssen  dann  die  Gleichung  erfüllen,  und  man  hat  für  jedes  k: 

„       ^'2      ^t"^    ^//^    x^  — rACOs(yA--y>) 

2rk  (fk  +n (pk  =—    £    nihf  {^Jk,h) -^ 

lern  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  Icbendigeu  Kraft,   indem 
statt  6  schreibt  und  intQgrirt,  nämlich: 

S    mk  (rt'^+  rjk* qpt'*)  ^    Z    mk  mhf(dk,k)  +  const. 

jnit   die   TangcntialbeweguDg   die   gegenseitige   Neigung    der 
^ectoren  nicht  ändert,  muss 

allein  variabel  sein-,  die  Gleichungen  werden: 

/2        *=«"'       .,f.     ,n  — rACOS(gA~€IH 
rk  — rjkg)  *  =     2.    mkf  {^k,h) :z 

o    /    ri         ly  *^?r^      W/v    .  TA  sin  (a*  —  «4) 

sei  zwischen  je  2  Hauptpuukteu  nur  ein  Punkt  eingeschaltet ; 

zahl  aller  wird  dann  2/2,   alle   benachbarten  Radienvectorcn 

2R 
gleiche  Neigung  — ,  und  mau  hat; 
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Die  Gleichungen  werden: 


1  —  cos4 R 


k—n—1  f^ 


A=0                                       ^2k,2h 
A=«-l  r  —  qCOSS R 


+  1   £    /'(^^».2A+l) 


ry— rC0e2 ^— R 


A=M-1  *  ,j 


1  —  cos  4 R 


k=n  ,j 


.    ,2Ä-2^-4-l 


A=o-i  'isin2 :: R 


/    £    /'(^2it.2A+l) 


H 


.   «2A— 2Xr  +  l„ 

2q'fp'+  q<p"  =  —  »/t   2:    /'(^/2)1_1.2a) .  -    — 


A=H-1  ^ 


h=n 


gsiü4 R 


-  l  £  /'(^/2»-1.2A-l) 


n 


^2*.2A  =  2r .  abs .  sin  2  —       R 

n 


l/^.  ,  „.     «. ^2h-^2k^^ 


-^24-1,2*  «=  '^2*.2ä+1  "«   \/q^  +  r^-'2qrCOn2 ^^'^R 


h—'k 

-^24-1, 2A—1  ■"  2q .  «Ä« .  sin  2 R 


H 


Da  die  allgemeinen  Glieder  aller  Reihen  cyklisch  periodisch  sin 
können  die  h  beliebige  successive  u  Werte  aus  der  Zahlenreihe  d 
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mithin  die  Zahlen  k^  ^+1?  •••  k-\'n  —  l.  Setzt  man  dann 
ür  k,  so  werdao  alle  Ausdrücke  unabhängig  von  k^  und  0,  n— 1 
)nzen  der  h,  Lässt  man  jetzt  die  Terme,  welche  den  Factor 
=  0  haben,  weg,  und  substituirt  n  —  h  oder  n  — ä  —  1  ftr  /*, 
lern  die  untere  Grenze  1  oder  0  ist,  so  bleiben  in  den  2  ersten 
ingen  die  rechten  Seiten  ungeändert,  wechseln  dagegen  ihre 
;hen  in  der  3.  und  4.  Gleichung,  sind  folglich  in  den  letztem 
Setzt  man  jetzt  zur  Abkürzung 


^A  =  j/^2^r»-2grcos2^^R 


n 
[nt: 

'^y-KJ^    .  2äR\  .  2äR 

hz 


i    /'  1 2r  Bin  —  I  sin  — 

*=i       \  «  /        » 


„2ä+1„ 
»=«-1  r— 3C082— J-R 

+  «  Z  /V*) -j-^ — 

fc=n-l              <Z— rC0S2— -^R 
./'  -  .^g,'2  _  ^  2:    /'(^,) —^ 

■X-l  £    f'[2qBm  —  Ism  — 

Gleichungen  integrirt  geben: 
entweder 

r  «<^;     g  =«  Äp;      tjp'  =  -j  Odcr   g)' =  0 


nicht  null  sein,  so  gehen  die  2  ersten  Gleichungen  über  in 

=ir\J^      .   2äR\   .   2äR 
£    f\2cpBin  —  Isin  — 


7  A=«-l  C-ÄC0S2— Jr-R 

+  1    E    r(pÖH) g—^ 

A-M-i            Ä--CC0S2 — ^— R 
^j    £    njAu) 5—^^ 

^  A=«-i     /  2/iR\      2äR 

+  y     i:    r(2^^8in^^)sin^^ 
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dA===  jA«4.c«-.2ftccos2?^R 


Beide  Ausdrücke  mttssen  unabhängig  Ton  p  einander  gltich  mq 
Diese  Bedingung  lässt  sich  durch  /,  m  allein  erfüllen,  wenn 

ist.    Sei 


2^=  -S       2sin— ^) 


*=«-!  A=n-1  2Ä+1 

dann  lautet  sie: 


woraus : 

m 


und  nach  Integration: 

8» 


A'-p-=+,-|iP«+' 


WO 


Ferner  ist 

8p 


"^Jp^I/k- 


^-'+i^l^*' 


Es  hat  sich  ergeben,  dass  die  Radienvectoren  ein  bei 
constantes  Verhältniss  haben,  wodurch  auch  das  Yerhflltni 
Massen  bestimmt  wird.  Für  x  =:  1  ist,  wie  man  leicht  b( 
l  =  m. 
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a  noch  über  das  Verhältniss  h:c  verfügt  werden  kann,  so  wür- 
ch  die  2  Bedingungen  erfüllen  lassen,  welche  ans  der  Annahme 

"gehen. 

er  Fall  (p'  ==>  0  ist  in  der  vorstehenden  Lösung  nicht  aus- 
ossen,  nur  sind  hier  die  Gleichungen  r  ~  cp;  q^^bp  eine 
rliche  Specialisirung.  Die  allgemeine  Integration  ist  mit  gc- 
ichen  Mitteln  nicht  ausführbar. 

Bewegung  im  Räume. 

renn  n  Punkte  (xkykzk)  von  gleicher  Masse  m,  die  sich  unter 
»eiliger  Anziehung  bewegen,  zu  irgend  einer  Zeit  die  Ecken 

regelmässigen  Polyeders  einnehmen  und  gleiche  nach  dem 
svector  gerichtete  Geschwindigkeiten  haben,  so  bedarf  es  keines 
ses,  dass  sie  in  diesem  Zustande  verharren,  und  nur  der  Radius- 

variirt;  daher  reicht  auch  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 
zur  Bestimmung  der  Bewegung  hin.    Man  hat  also: 

/2==  2m  Z    /•(z^/,)+con8t. 

ie  dh   die  Entfernungen   aller   Ecken  von   einer   bezeichnen. 

man 

Jh  =  rdh 

öh  die  Kante  oder  Diagonale  für  den  Eckradius  =  1. 

iornach  hat  man  für  das  Tetraeder: 

/2  =  6f>?/(2V^.?*)  +  const. 
a  Würfel: 

r'^  =  2m  {  3/(1^)  +  3/(^  r)  +/(2r)}  +eon8t. 

3  Oktaeder: 

/*  =  2«i{4/(V2.r)+/(2r)}  +COnst 

;  Dodekaeder: 

Ikosaeder: 

R.  Hoppe. 
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4. 

Gleiehungr  der  Curre  eines  Bandes  mit  nnaofllgsVarem  Kn 
nebst  AoflSsung  in  Tierter  BimenflioD. 

Jede  Carve  kann  ein  aBdorchdringliches  Band  repri» 
wenn  sie  keinen  Doppelpunkt  liat  Ein  unanflösbarer  Knote 
voraas,  dass  die  Cnnre  geschlossen  ist  Er  ist  dadurch  beding 
die  Curve  durch  keine  stetige  Variation  in  die  Ciirve  eines 
ohne  Knoten,  z.  B.  in  einen  Kreis,  übergehen  kann,  ohne  < 
irgend  einer  Zeit  ein  Doppelpunkt  entsteht 

Ein  Beispiel  einer  solchen  Curve  ist  folgendes: 

X  ==  C0Sn(3C0SM  +  2) 

y  =  5sinucosu 

z  =  sinu(2bcos^u — 1) 

An  der  Abbildung,  welche  die  Projection  der  Curve  auf  die  xjf 
darstellt,  und  wo  die  Intervalle  der  positiven  und  der  negai 
durch  ausgezogene  und  punktirto  Linien  unterschieden  sind,  c 
man,  dass  sie  einem  geschlossenen  Bande  mit  dem  bekannte 
fachen,  offenbar  unauflösbaren  Knoten  entspricht.  Der  anal; 
Nachweis  würde  für  den  geringen  Zweck  zu  umständlich  sein. 

Die  mit  der  Zeit  t  variirende  Curve  sei  ausgedrückt  dar 
Gleichungen : 

X  =  ^cosM(3cos?*(l  +  cosO+3+cosf  j/CO 

y  =  JsinMJ5co8?t(l  +  cosf)  +  l — coHt\f(t) 
z  =  isinM(2ocos^4— l)(l+cosO/*(/) 
?«?=  n  sin  t.f(t) 

Hier  bedeutet  w  die  vierte  Coordinate,  indem  eine  Ausweichnng 
vierter  Dimension  zugelassen  wird,  und  /(/)  eine  Function,  di 
bestimmt  werden  kann,  dass  die  Curve  eine  constantc  Länge  b< 
Uel)erdics  sei  /(O)  =  1 ;  /(2R)  =  c 

Für  t  =  0  und  /  =  2R  verschwindet  tr,  die  Gleichungen  drt 
2  Curven  im  Räume  aus  und  zwar  beziehungsweise  die  obige  Kn 
curve  und  den  Kreis 

ac  =  ccosw;    ^==csinu;    ä  =■  0 

Zwischen  beiden  findet  ein  stetiger  Uebergang  statt,  und  da  ftr  j 
t  bei  Variation  von  m  von  0  bis  4R  die  eine  GoordiDate  v  d 
gleiche  Werte  hat,  so  ist  schon  darum  em  Doppelpunkt  n  ke 
Zeit  möglich,  folglich  ist  durch  den  Uebergang  der  Knoten  an^ 

a  Hoppe. 
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XX. 


Ueber  gewisse  Quadrate, 
die  an  zwei  gegebene  Kreise  geknüpft  sind 

Zwei  Aufgaben  der  analytischen  (leomctiie. 


Von 

Mack. 


Wenn  zwei  Kreise  nach  Lage  und  Grösse  gegeben  sind,  kann 
ttter  Umständen  verlangt  werden,  dass  man  ein  Quadrat  zeichne, 
'Elches  zwei  Ecken  auf  dem  einen  Kreis  habe,  die  zwei  übrigen  auf 
cm  andern.  Hiebei  sind  zwei  wesentlich  verschiedene  Fälle  zu  be- 
U^siditigen:  die  zwei  auf  dem  einen  jener  Kreise  liegenden  Ecken 
es  Quadrats  sollen  entweder  Endpunkte  einer  Diagonale  oder  End- 
^inkte  einer  Seite  sein.  Dem  entsprechend  ergeben  sich  zwei  Auf- 
Sben,  welche  offenbar  zusammen  gehöreu.  Bei  beiden  ist  es  ganz 
U(^eden  die  Lehre  von  der  Chordale  zweier  Kreise,  welche  die 
nditigsten  Anknüpfungspunkte  für  die  Auflosungen  darbietet;  aber 
iese  selbst  zeigen  sich,  sowohl  was  den  Gang  des  Verfahrens  als 
*9&  den  Charakter  des  Ergebnisses  betrifft,  sehr  verschieden  geartet, 
dl  will  sofort  die  eine  und  die  andere  Aufgabe  mit  den  Hülfsmitteln 
^  analytischen  Geometrie  in  Augrift'  nehmen  und  sie  zu  erledigen 
Uehen. 

§  1. 

Aufgabe.  Zu  zwei  gegebenen  Kreisen,  deren  Mittel- 
mkte  getrennt  liegen,  soll  ein  Quadrat  gesucht  wer- 
en,  von  welchem  die  eine  Diagonale  als  Sehne  in  den 
rsten  Kreis  falle,  die  andere  als  Sehne  in  den  zweiten. 

TWU  LXIV.  15 


Auflösung.    Es  sei  2/f  der  Abstand  der  Mittelpunkte  3f,,  i 
der  zwei  gegebenen  Kreise  A'j,  A",,;   es  seien  r,,  ijj  die  zugehörij 
Radien,  und  zwar  r,  der  etwa  grossere.    Der  Ilalbirungsponkt  0 
Strecke  M^  3f,,   werde  als  Ursprung  rechtwinklig  verbundener  Co 
dinaten   OJV,  O  V  genommen ,  so  zwar  dass  der  positive  Zw«g 
der  Abscisseuaxe  der  durch  den  Punkt  3/ij  gehende  sei. 

Den  Punkten  M^^  M^^  kommen  bienach  beziehungsweise  Abn 
senworte  — a^  -{-a  zu,  während  der  Ordinatenwert  eines  jeden  5 
ist;  und  als  Gleichungen  der  zwei  Kreise  sind  angegeben 

Ks  genügt  oü'enbar,  die  Länge  der  Diagonale  des  verlangten  (jaadi 
und  die  Lage  seines  Mittelpunkts  C  zu  ermitteln;  wir  führen  de 
gemäss  jene  Länge  2^  in  die  Rechnung  ein  und  die  Coordinateitwe 
p^  q  des  Punkts  ( '.  Der  dem  Quadrat  selbst  umzuzeicbuendc  Ki 
ist  dann  darzustellen  durch  die  Gleichung 

und  sofort  sind  auch  die  Gleichungen  der  zugehörigen  Diagonalün 
zu  bilden.    Da  nämlich   die  in  den  Kreis  A'j  fallende  Diagonale  e 
gemeinschaftliche  Sehne  der  Kreise  1)  und  3)  sein  muss,  so  wird 
(fleichung  der  entsprechenden  Geraden  durch  Subtraction  der  3) 
der  1)  gewonnen,  wodurch  man  mit  leichter  Umformung  erliält 

Auf  demselben  Wege,  durch  Verbindung  von  2)  und  3)  finden 
die  Darstellung  der  andern  Diagonallinie 

diese  natürlich  auch  aus  4)  ganz  einfach  durch  gewisse  SubstiUitio 
zu  erhalten. 

Da  die  Goraden  4)  und  5)  beide  durch  den  Punkt  (;>,  q)  grf 
und  da  sie  aufeinander  senkrecht  stehen  müssen ,  so  ergeben  \ 
hieraus  die  drei  folgenden,  zur  Bestimmung  der  unk^kannteo  jn  s 
dienenden  Gleichungen. 

Sie  werden  durch  nächst  liegende  Umformungon  und  RedBctifli 
einzeln  «hergeführt  in 
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6)  2ap  +p« + g2  =,  rj^  —  a«  —  4»« 

7)  — 2öi>+|)«+3«  =  r,,»  — a«— ß» 

att  der  6)  and  7)  sind  aber  noch  bedeutend  einfachere  Gleichaugen 
erbalten,  wenn  man  jene  sowohl  durch  Subtraction  als  darch  Ad- 
äon  mit  einander  verbindet  und  zugleich  die  Angabe  8)  beizieht 
ird  nämlich  die  7)  von  der  6)  subtrahirt,  so  erhält  man  sofort 

id  demgemäss,  weil  a  nicht  Null  sein  darf, 

9)      P-^Ta-- 

»ie  Addition  der  6)  and  7)  gibt  zunächst 

2(p'+q')  =  r,«+r,,^-2««-29^ 

rird  aber  hier  der  durch  8)  darbeboteno  Wert  für  /j^+f/*  eingesetzt, 
0  bekommt  man  mit  leichter  Umformung 

^    = 2 ' 

(so  auch  rechts  und  links  die  absolute  Wurzel  nehmend 


10)  .^y^^-"^ 


achdem  p  und  q  bereits  ermittelt  sind,  bleibt  nur  übrig,  iu  8)  die 
itsprecheude  Substitution  für  p  zu  machen  um  zu  erhalten 


Iso 


q^  =  n^ T-^   o 


11)     9  =  x 4„    


^m  das  absolute  Glied  dieses  Wertes  ebenso  für  eine  geometrische 
''Onstruction  geeignet  zu  machen,  wie  sie  bei  9)  und  10)  von  selbst 
ich  darbietet,  hat  man  den  in  11)  vorkommenden  Wurzelausdruck 
^  umzuformen  in 

)iUch  man  bemerkt,  dass  die  rechte  Seite  der  11)  als  vierte  Pro- 
itionale  zu  drei  bekannten  Längen  sich  ermitteln  lüsst  Wir  wollen 
Och    bei  derartigen  Constructiouen  nicht  verweilen,  sondern  viel- 

15* 
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uiolii-  —  Iwsscro  in  Aus^^icht  nehmend  —  vorerst  die  GleidiMpi 
il)  ...  11)  genau  darauf  unter gu cli cu ,  was  über  die  Frage  uuhte 
Möglichkeit  unsrer  Aufgabe  und  nach  der  Anzahl  der  Anfläsnsgn 
ans  ihnen  /.»  cntnebmcu  sei. 

Wiis  /unSchBt  diu  9)  hetiHS),  so  ^bt  sie  für  71  immer  einca  ob- 
zigen  reollon  Werl,  wie  auch  die  poailiven  r,,  r,,,  n  gegeben  m 
inijgen. 

Audi  die  lü)  bietet  für  q  immer  nur  einen  einzigen  Wert  id- 
eher  ja,  nin  hrauchbar  in  sein,  reell  und  positiv  sein  muss. 

Zu  dcni  oindoutigeu ,  immer  reellen  Ahscissenwert  des  PantKi 
(',  welchen  die  9)  gegeben  hal,  liefert  die  11)  den  zugehörigen  Orfi- 
natonwRrt:  entweder  imaginär,  oder  reell  und  eindeutig  (nimBti 
nullgleich),  oder  reell  nnd  zweideutig  (nümlicb  in  GcRtalt  zweier 
gegcngcsetzt-glcithen  Grössen) . 

Im  erslen  dicf^er  drei  Fälle  int  gar  keine  der  Aufgabe  geaflgail 
Lag«  für  l'unkt  C  zu  linden,  im  zweiten  Fall  eine  einzige,  anf  ikl 
Geraden  .1/,  .1/,,  Ijctiudliehe  V„,  im  dritteu  endlich  erhall  man  mi 
Lagen  C\.  f",,.  die  mit  lie/ug  anf  ^fiMu  symmetrisch  sind. 

Die  im  zweiten  fall  auftretende  Lage  C„  kann  eine  einitip 
AuHüsung  der  Aufgabe  gewähren,  aber  solche  ist  doch  nur  dann  rf 
lieh  vorhanden,  wenn  zu  den)  gefundenen  C'n  auch  ein  reeller  Wl 
für  9  hinzutritt. 

ICbengu  die  im  vorigen  dritteu  Falle  anftretendeu  6',,  f'j,  kü: 
ni'ii  zwei  Autlüsuugen  unsrer  Aufgabe  gewähren;  aber  solche  d 
nur  dann  wirklich  vorhanden,  wenn  der  mit  ihnen  zugleich  sieb  o^ 
gebende  (einzige)  Wert  von  p  reell  ist. 

Naeli  Obigem  haben  wir  folgende  ZDsammenstelluugeu  zu 

A)  lledingung  der  Existenz  einer  eiuzigeu  Auflösung  nnsrc;. 
jrabe : 

n)  ilie  aus  Butmelitung  des  Itadicanden  in  10)  zu  ontnehn 

ß)  die  aus  llctraihtung  des  Rad.  in  11)  sicli  crgel>ende 

■jii  =  y.-^^-;,,^  =  y(nH-rn)Tr,-r,7). 

liierbei  zu  bemerken,  dass  mit  obiger  o)  von  selbst  mitgeaetzt 

2«  <.•.+',.. 


■ 
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id  durch  die  ß)  von  selbst  mitgesetzt 

B)  Bediuguiigou  clor  Existenz  vun  zwei  Aufiösungen  uusrer  Auf- 
tbe: 

o)    2<i  <;  y**i^+»'ji^    mit  Pjiischluss  von    2«  <<  '"i  +  r,!. 
ß)     '2a^yri^  —  r^^'    mit  Ehischluss  von    2«  >>  r, -— /jj. 

renn  wir  diese  Angaben  unter  Ä  und  li  geometriscli  auslegen  wollen. 
I  ist  vor  allem  zu  bemerken,  dass  in  beiden  Grupi^en  gleich  gut. 
iwissermasseD  als  Vorbedingungen  enthalten  sind 

2a  <^  /-j -|- r, ,     und     2n  >  i^  —  r^. 

tnit  ist  offenbar  gesagt: 

1)  Für  jede  Möglichkeit  der  Auflüsuug  unsrer  Auf- 
&be  ist  als  Vorbedingung  die  zu  stellen,  dass  die  zwei 
egebenen  Kreise  einander  schneiden. 

Sofern  dies  geschieht,  seien  die  zwei  sich  ergebenden  Durch- 
Imitte  symmetrisch  zur  Af^M^i  liegend,  mit  />,,  />,i  bezeichnet, 
id  E  (auf  Mi^n  selbst)  heisso  der  Halbirungspunkt  der  gemein- 
iaftlicheu  Sehne  /^lAii  diese,  in  die  Chordale  der  Kreise  A*j,  A',, 
Jlcnde,  ist  nebst  den  zwei  congruenten  und  symmetrisch  liegenden 
icicckcn  M^M^^D^  und  M^Af^^l\^  wol  zu  beachten. 

Wenn  die  Grundforderung  I)  erfüllt  ist,  und  man  sieht  auf  die 
nppo  A  von  Bedingungen  zurück,  so  ist  bei  der  A),  ß)  nämlich 

2«  =  >/,.,*- r„=^ 

I  bemerken,  dass  (wegen  der  Grundvoraussetzung  a  >  0)  dies  nur 
itrcffen  könne,  wenn  r,  und  r^i  ungleich  seien,  also  (nach  Einlci- 
pg)  wenn  r^  >  r^  sei.  Letzteres  also  festsetzend  wollen  wir  auch 
idbt  ftberseheu,  dass  hier  mit  der  A,  ß)  von  selbst  erfüllt  sei  die 
,  «).    Nun  setzen  wir  gemäss  der  A,  ß)  in  jeder  der  drei  Glcichun- 

II  9)  ...  11)  den  Wert  V«,-  — r,,^  für  2a  ein;  sie  liefern  dann 
r  Reihe  nach  ganz  einfach 

5  gemachten  Bemerkungen  reichen  hin,  um  folgende  Behauptungen 
begründen. 

II)  Unsrc  Aufgabe  lässt  eine  einzige   Auflösung  zu 
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daun  und  nur  daun,  wenn  die  Kreise  K^^  K^  nngl 
gross  (iT]  >>  K^j)  gegeben  sind,  und  wenn  sie  zwei  so 
Durchschnitte  Z>],  D^  haben,  dass  jeder  der  Punli 
mit  den  gegebenen  Mittelpunkten  M^^M^^  als  Ecke 
rechtwinkliges  Dreieck  bestimmt,  welches  den  ret 
Winkel  bei  dem  Mittelpunkt  M^  des  kleineren 
ses  hat. 

Dieser  Punkt  M^^  (o,  0)  ist  es  dann  selbst,  mit 
chcm  sowol  der  Ualbirnngspunkt  E  der  Sehne  D^Z 
der  Mittelpunkt  Cq  {p  =  a,  ({'='0}  des  gesuchten 
drats  zusammenfällt,  dessen  Halbdiagonale  (p 
gleich  dem  Halbmesser  des  kleineren  gegebenen 
ses  ist  Der  Durchmesser  D^D^^  des  letzteren 
Sehne  des  grösseren  Kreises,  ist  sogar  selbst  die 
Diagonale  des  gesuchten  Quadrats,  während  di 
dere,  als  Durchmesser  von  if]],  senkrecht  zur  D^. 
die  Gerade  M^M^^  fällt. 

Sehen  wir  jetzt  auf  die  Zusammenstellung  B)  von  Bediof 
zurück;  wir  haben  dabei,  wie  vorhin,  die  Punkte  D  und  K\ 
achten. 

Unter  den  Forderungen 

B,  a)     2a  <  yr,«  + V 

B,  ^)  2«<y;^7;7 

ist  keine,   wodurch   die    Gleichheit  von   r^   uud   rj,   aosgesdi 

würde ;  wir  haben  also  hier  dahin  gestellt  zu  lassen  ob  r,  ^ » 

Die  B,  o)  auf  die  Form  gebracht 

(2aY  <  tV+r,,5 

sagt  otfeubar  über  das  Dreieck  M^M^^Di  der  Gegenwinkel  (/>) 
Seite  ^f^M^^  ist  spitzig. 

Ebenso  die  Forderung  B,  p)  auf  die  Form  gebracht 
oder 

sagt  uns  von  demselben  Dreieck:  der  Gegenwinkel  (A/i,)  scinei 
3/|Z)  ist  spitzig. 

Da  nun  r,  ^r^^^  also  M^D  '^  J/j,  1\  so  folgt  aus  der  S; 
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:  des   Gcgcuwiukuls  der    3/,  J)  auch  die   des   Gegenwiukcls   der 
/);  es  ist  also  gemäss  Vorstehendem  zu  hehaupteu: 

III)  ünsrc  Aufgahc  hat  zwei  Aut'lösungcu  daun  uud 
r  dann,  wenn  die  zwei  gegebenen  Kreise  —  seien  sie 
lieh  oder  ungleich  — dermassen  sich  schneiden,  dass 
e  Mittelpunkte  ^fl^fll  mit  jedem  der  Durchschnitts- 
ttkte  Dein  durchaus  spitzwinkliges  Dreieck  A/jJ/^j/^ 
»tinimen, 

Während  vorige  Nr.  11)  die  ihr  entsprechende  Coustruction  als 
j  ganz  vüllstündige  von  selbst  mit  sich  gebracht  hat,  ist  dies  für 

Fall  der  Nr.  III)  nicht  ebenso.  Statt  nun  aber  zu  seinen  (jun- 
I  auf  diejenige  Art  von  Constructioncn  zurückzugreifen,  welche  bei 

II)  als  möglich  erwähnt  wurden,  wollen  wir  vielmehr  zurück- 
ifen  auf  die  so  sehr  einfachen  Gleichungen 

che  —  frei  von  p  —  nur  die  l.'oordinatenwerte  jk  q  des  Quadrat- 
telpunktos  C  mit  den  gegebenen  a^  7^,  ?•„  enthalten.    Die  9)  gibt 


•» 


P  = 


'  1       '11 


4</ 


1.  offenbar:  der  Punkt   C  ist  angewiesen  auf  eine  bestimmte  mit 

Ordinatenaxe  juirallele  Gerade.    Als  diese  erkennt  man  leicht  die 

)nlale   der  zwei  gegebenen    Kreise;   denn    die   Gleichung   dieser, 

ch  Subtraction  der  Kreisgleichuug  2)  von  der  1)  zu  bilden,  lautet 

l  diese  entspricht  genau  der  obigen  i)). 

Was  die  H)  betrifft,  so  sagt  sie  von  dem  Punkte  C  (;?,  #?)  offeu- 
,  sein  Abstand  vom  Punkte  O  sei  —  a  ^  ■-■  OM^  =  -f-  0M^^\  sie 
weist  also  den  Punkt  C  auf  den  Kreis,  der  über  M^M^^  als  Durch- 
3scr  zu  beschreiben  ist. 

Hiernach  ist  offenbar  zu  sagen: 

IV)  Wenn  zu  zwei  gegebenen  — sich  schneidenden  — 
eisen  A'^,  ATjj ,  deren  Mittelpunkte  J/j,  M^y  heissen 
gen,  irgend  ein  Quadrat  gehört,  dessen  eine  Diago- 
le  als  Sehne  in  K^  liegt,  die  andere  als  Sehne  in  A',,: 

ist  jede  für  den  Mittelpunkt  C  solches  Quadrats 
luchbare  Lage  zu  finden  als  gemeinschaftlicher 
nkt    zweier   bekannten    geometrischen    Oerter.     Der 
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eine  ist  die  Chordale  der  zwei  gegcbonen  Kreise,  (wel- 
che ihre  gemeinschaftliche  Sehne  D^D^^  enthält);  der 
andere  Ort  ist  die  Peripherie  des  übcrlfi3/,|  alsDnrck- 
mcsser  zn  beschreibenden  Kreises. 

Dazu  sind  folgende  Bemerkungen  zu  machen. 

Die  Chordale  DiD^^  der  zwei  (sich  schneidenden)  Kreise  1^, 

A'i,  ist  dem  Mittelpunkte  J/u  des  etwa  kleineren  näher  als  dem  des 

grösseren;  während  sie,  wenn   K^  und  K^^  gleich  sind,  die  StitdR 
M^  iT/j,  halbirt. 

Soll  also  die  Gerade  D^  D^^  den  über  M^  3/ii  beschriebenen  Oito- 
kreis  berühren,  so  kann  dies  nur  geschehen,  wenn  K^  and  iT^i  o- 
gleich  sind;  und  als  BerflhmngsstcUe  ist  dann  nor  mOglich  dcrPoikt 
3/]i.  Dieser  ist  nun  als  die  einzige  brauchbare  Lage  fiär  C  hi  Be 
t rächt  zu  ziehen;  er  ist,  wie  obiger  Satz  II)  lehrt,  auch  wiiUidiii 
diesem  Sinne  brauchbar. 

Wenn  ferner  die  Gerade  />j  D^^  mit  dem  Ortskreise  zwei  Dmtk-  ' 
schnitte  C|,  C,,  giebt,  während  die  Kreise  Ä^,  A',|  gleich  oder  tt- 
gleich  sein  mögen:  so  geht  jene  frei  zwischen  den  Endpunkten  der 
auf  ilir  senkrechten  Strecke  3/^  M^^  hindurch.  Daraus  folgt  dm, 
dass  jedes  der  zwei  Dreiecke  M^  M^  D,  und  ^fl  3/,^  Z),i  sowol  bd 
3/|  als  bei  3/^1  einen  spitzigen  Winkel  hat.  Nach  Satz  III)  sind  hi 
aber  die  erhiütenen  Punkte  C\ ,  C\^  nur  dann  branchbar,  wenn  die 
oben  genannten  Dreiecke  auch  noch  an  den  Punkten  D  spitzige 
Winkel  haben.  Beachtet  man  jetzt,  dass  jeder  der  Winkel  3/,CiA^ 
und  3/iC,,3/j,,  als  Winkel  im  Halbkreis,  ein  rechter  ist:  so  erkent 
mau,  dass  die  Spitzigkeit  jeuer  bei  D^  und  D^^  befindlichen  Drd- 
Oi-kswinkel  nur  statthaben  könne,  wenn  die  Punkte  Z>i,  />„  wdttT 
als  die  Punkte  C\,  (\^  von  der  Axe  ^fl^itl  entfernt  seien. 

Dieses  zusammenfassend  mit  allen  vorhergehenden  Sätzen  babei 
wir  nun  lu  sagen: 

V)  Wonu  zwei  Kreise   A'j,   Ä'„   (jeuer  der  etwa  gröl- 
soro)    mit   Mittelpunkten    3/,  3/„   gegeben  sind,  and  es 
soll   der  Mittelpunkt   C  eines  Quadrats  gefunden  wer- 
den,  dessen   Diagonalen  jede   als    Sehne   in   einen  der 
goirobeuon   Kreise   fallen:  so  ist  vor  allem  zu  sehoa.  ol 
die    nach    in    unumgängliche    Grundfordernng   crfM 
sei,  dass    A*,    und  A'„   in  zwei  Punkten    D,   und  D^^  sich 
schneiden.      Ist    dieselbe    erfüllt,    und    wird   nebst  der 
i^hordale   l\I\^   der   Hilfskreis   über  dem  Durchnesier 
V,  .V„  ei:ij:ciübru   so    ist  die  Aufcabe  doch  nnr  dani«" 
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;b,  wodu  die  Gerade  D^D^^  den  Hilfskrois  entweder 
ahrt  oder  schneidet  —  Berührt  sie  ihn  —  wie  es 
im  Mittelpunkt  M^^  des  kleinereu  gegebenen  Krei- 
geschehen  kann  —  so  ist  M^^  die  einzige  mögliche 
r  aach  wirklich  brauchbare  Lage  von  C,  und  es  ist 
'gl.  II))  A^n  selbst  nach  Grösse  und  Lage  die  eine 
gonalo  des  gesuchten  Quadrats.  —  Wenn  aber  die 
ade  AAi  ^^^  Hilfskreis  in  zwei  Punkten  C|,  C\i 
neidet,  so  sind  diese  dann  brauchbar,  und  nur  dann, 
m  sie  näher  au  der  Geraden  Mji}fij  sind,  als  dies  bei 
Punkten  A,  Ai  der  Fall  ist. 

Hat  man  irgend  einen  der  Aufgabe  genügenden  Punkt  C  gefun- 
so  ergeben  sich  offenbar  die  Ecken,  die  Seiten  und  alle  Dirnen- 
m  des  gesuchten  Quadrats  dann  am  bequemsten,  wenn  man  in 
Lage  ist,  zunächst  nur  irgend  einen  weiteren  Punkt  einer  durch 
übenden  Diagonal li nie  zu  finden.  Für  den  Fall,  wo  C  nach  M^ 
legen  kommt  (p  ^  a,  ^  =  0),  ist  aus  den  in  II)  sich  darbietenden 
kden  ein  solcher  Hilfspunkt  nicht  erst  zu  suchen.  Was  aber  die 
ren  Fälle  betrifft,  so  wird  irgend  ciue  der  Gleichungen  4)  und 
BS  dienen,  durch  welche  wir  aufanglich  die  beiden  Diagonalliuieu 
^stellt  haben.  Nehmen  wir  z.  B.  die  5),  welche  auf  die  in  den 
s  K^i  fallende  Diagonale  sich  bezieht,  und  heissen  wir  /"  den  Durch- 
itt  der  Geraden  5)  mit  der  Abscissenaxc  iM^Mn,  Da  sein  Ordi- 
iwort  0  ist,  so  haben  wir  für  seinen  Abscisseuwert  X  zunächst 
Angabe  (nach  5))  zu  machen 

12)    x^  2(J^ä)    '     ■' 

),  mit  Rücksicht  auf  den  Divisor  (p — a),  ist  nur  für  den  Fall 
■■  a  mit  q^0\  C  in  3/]^}  abzulehnen.  Lassen  wir  letzteren 
rfach  besprochenen)  aus  dem  Spiele,  und  führen  wir  in  der  12) 
ör  ;>,  <u  Q  bereits  gewonnenen  Werte  ein.  Da  nun  nach  8)  für 
5*  —  a*  zu  setzen  ist  Null,  so  \\ird  zunächst  vermöge  dieser  Be- 
lang einfacher 

2(7)- a)' 


X  =  '" 


yt  nach  10)  ist  für  /'n^-— ß^  zu  nehmen  i('*ii*"~'"i''4"^^*)» 
ind  nach  9)  für  2(7? — u)  zu  nehmen  \(r^-  — 1\^^  —  4«*):rr, 

^ibt  sich  also  ganz  einfach 

13)    A'  =  —  a. 
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Hiuruach  der  mit  F  bezeichuetc  Punkt  ( — «,  0)  ist  identisch  mit  dem 
Punkte  il/j;  d.  h.  die  Linie  der  in  den  Kreis  A'jj  fallenden  Diagonale 
geht  durch  den  Mittelpunkt  von  K^.    Auf  dieselbe  Art  ist  zu  zeigeü, 
dass  die  Linie  der  in  h\   fallenden  Diagonale  durch  den  Mittelpunkt 
von  Aj,  gehe;  es  ist  also  die  weitere  Hauptangabe  zu  machen: 

VI)  Wenn  ein  (Quadrat  in  jedem  von  zwei  gegebenen 
Kreisen  eine  seiner  Diagonalen  als  Sehne  abgibt,  so 
muss  immer  durch  den  Mittelpunkt  des  einen  Kreises 
diejenige  Diagonallinic  gehen,  welche  die  in  den  an- 
dern Kreis  entfallende  Diagonale  darbietet. 

Mit  den  früheren  verbunden  lehrt  dieser  Satz  zugleich: 

VII)  Wenn  zu  zwei  gegebenen  Kreisen  zwei  (Qua- 
drate sich  finden,  deren  jedes  in  jeden  der  Kreise  eine 
Diagonale  als  Sehne  abgibt,  so  liegen  diese  unter  sich 
gleichen  Quadrate  symmetrisch  zu  der  Centrale  der 
Kreise. 

Für  den  Fall  der  Einzigkeit  eines  entsprechenden 
Quadrats  wissen  wir  schon  aus  II),  dass  es,  weil  eine 
seiner  Diagonalen  in  die  Centrale  fällt,  zu  dieser  sym- 
metrisch liege. 

Durch  die  bisherigou  Entwicklungen  ist  wol  alles  Wescntlicbe 
dargeboten ,  was  im  Sinne  der  algebraischen  Autiösung  unsrer  Auf- 
gabe und  der  anzuknüpfenden  Constructionen  zu  verlangen  ist  ^^ 
dies  wird  etwa  noch  gewünscht  werden  können,  dass  auch  die  Greiö* 
fälle  der  Aufgabe  besprochen  werden.  Für  diesen  Zweck  wird  (S 
übrigens  genügen ,  dass  wir  r^  und  r,j  constant  setzen  und  nur  de» 
(positiven)  Werte  a  die  Veränderlichkeit  zulassen.  Hierbei  werde« 
wir  (mit  Beibehaltung  der  bisherigen  Bezeichnungen)  die  zwei  FiD*? 
r,  =  /'ii  und  >-j  y>  r,j  unterscheiden  und  jeden  für  sich  behaudcia 

Erster  Fall:  r,  =  rjj,  constant;  n  veränderlich,  übrigens iwsiö*- 
In  diesem  Falle  werden  unsere  Gleichungen  9) ...  11)  redacirl«» 

14)     p  =  0,  lö)     g  =  Vr^—  (aV 2)^  1^)     U  ^  '-^^' 

Die  14)  sagt,  dass  jetzt  die  Punkte  C  immer  auf  dem  Mittcnlotdct 
Strecke  Mi^f^l  liegen,  welches  mit  der  Chordale  7^, Z>„  sich  vc^ 
einigt. 

Die  16)  sagt,  dass  immer  jede  der  Entfernungen  OC\,  OC\i  ^ 
solut  =  J-^^i-1/ii- 
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Die  15)  sagt,  dass  mit  dem  Kcellwcrdcn  vou  q  verträglich  seien 
jenigeu  Werte  von  a  nnd  nur  die,  welche  von  4ry2  bis  zu  Null 
tig  abnehmend  zu  denken  sind;  und  zwar  solchem  Abnehmen  des 
Quss  ein  stetiges  Wachsen  des  q  vou  Null  bis  r  entsprechen. 

Bedenkt  man  nun,  dass  ein  Abuehmen  der  Grösse  2a,  d.  h.  der 
ecke  A/]AI,,  im  Wachsen  der  Sehne  />i  Du,  zu  Folge  hat,  so  er- 
mt  man  aus  Vorstehendem  um  so  leichter  die  Genauigkeit  der 
gäbe: 

VIII)  Wenn  zwei  gleiche  Kreise  mit  unveränder- 
:hem  Halbmesser  r  gegeben  sind,  während  der  Ab- 
aud  3^3fi,  ihrer  Mittelpunkte  veränderlich  ist:  so  ist 
hufs  der  Auflösbarkeit  uusrer  Aufgabe  mit  Bezug 
ijeno  zu  verlangen,  dass  der  Abstand  3/iJ/]i  zwischen 
n  Grenzen  Null  und  ry  2  genommen  werde,  wo  ry'2 
8  Darstellung  der  Quadrantensehne  eines  solchen 
reises   erkannt  wird. 

Für  den  Grenzfall  3f,iVji  =  ry2  kann  man  sagen, 
.88  der  Aufgabe  zwei  Quadrate  genügen,  deren  jedes 
:f  einen  Punkt  sich  reducire;  und  als  die  bezüglichen 
inkte  erkennt  man  leicht  die  Schnittpunkte  />],  7>|i 
T  gegebenen  Kreise  selbst,  welche  unter  diesen  Um- 
änden  sich  rechtwinklig  schneiden. 

Sowie  -AfiA/n  kleiner  als  »i/2  wird,  so  erhält  man 
rci  eigentliche  Quadrate,  die  um  so  grösser  ausfal- 
n,  je  mehr  die  Strecke  ^JlM^l  abnimmt-,  und  je  grösser 
nc  werden,  desto  mehr  müssen  ihre  auf  der  Sehne 
iD,j  befindlichen  Mittelpunkte  an  die  Centrale  der 
reise  sich  annähern. 

Die  Grenze  dieses  Fortgangs  wird  veranschaulicht, 
enu  man  die  zwei  gegebenen  gleichen  Kreise  zuletzt 
rc  Mittelpunkte  vereinigen  lässt,  sodann  in  die  ver- 
nigteu  Peripherien  ein  Quadrat  einzeichnet,  in  wel- 
kem selbst  zwei  Quadrate  vereinigt  zu  denken  sind. 

Zweiter  Fall:  r^^^r^i',  beide  constant;  a  veränderlich,  übri- 
38  positiv. 

In  diesem  Falle  haben  wir  die  Gleichungen  9)  ...  11)  ohne  Vcr- 
fachung  in  den  Formen 


„      ;,==    ^^/^      10)      g=^y^-^ 
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11)     q  =  _r  


2 


11 


i\t 


y 


4a 


Die  9)  sagt  uns:  wcun  die  Strecke  ^/^J/,,  (2«)  wächst,  so  m 
fOr  die  immer  reelle  Chordale  />),  Z^j, ,  auf  welcher  allein  Punkte 
stehen  können,  ihr  Abstand  von  dem  Mittcnlot  der  Strecke  J/,J 
vielmehr  abnehmen;  wobei  übrigens  jene  Chordale  bekanntlich  \\ 
9)1  immer  näher  an  J/^,  als  au  A/j  ist. 

Die  10)  stellt  behufs  des  Reellwerdeus  von  p  die  Fordern 
dass  2a  zwischen  den  Grenzen  Null  und   V^j^+rj,-. 

Die  11)  kann,  damit  q  reell  werde,  nur  verlangen,  dass  2a  k 
destens  =  yVi^ — r^^  genommen  werde. 

Hiernach  behufs  der  Autlösbarkeit  der  Aufgabe  ist  die  Gri 
2a  für  den  vorliegenden   Fall  bestimmt  einzuschliessen  zwischen ' 

zwei  Grenzwerten  >  /*,-— >ii-  und  V'*i"+^*ii'  s^^- 

Wenn  nun  die  2«  in  der  Tat  stetig  wächst  von  dem  kleiiit 
derselben  bis  zum  grösseren ,  so  sagt  die  10) ,  dass  zugleich  q  sl 
abnimmt  von  rj,  bis  Null,   und  sagt  die  11),  dass  zugleich  der 

solute  Wert  von  </  stetig  wächst  von  Null  bis  zu  (rir^^:')/r^^-\'r\ 
Obiges  genügt  zur  Uogründung  der  Angabe: 

VIII)  Wenn   zwei    ungleiche   Kreise   mit  unveränil 
liehen  Radien  rj,  rjj   (?-j  >•  Jn)  gegeben  sind,  während 
Abstand   ^fl^fll    ihrer  Mittelpunkte    veränderlich  ist; 
hat  man   behufs  der  Lösbarkeit   unsror  Aufgabe  mit 
zug  auf  sie  zu    verlangen,   dass    der   Abstand  M^M^^ 
scheu  zwei  Grenzwerten  /    und  /»    genommen  werde, 
sich  bestimmen:  /.■  als   eine  Kathete   des  rechtwinkli 
Dreiecks,   dessen    zwei    andere   Seiten  r^   und   ri,  sm 
als  Hypotenuse  des  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  Kat 
ten  rj  und  rjj. 

Ist  nun  ^UjA/jj  ==  A,  so  gibt  es  nur  ein  einziges 
Aufgabe  genügendes  C^)uadrat,  das  grösste,  welc 
überhaupt  in  diesem  Zusammenhango  vorkommon  ki 
sein  Mittelpunkt  C  in  3/j,  selbst  zu  finden,  seine  < 
Diagonale  in  die  Gerade  3/j.l/,j  selbst  fallend,  und  sc 
an  Länge  =  '^•• 


ji- 


Sowie  iJ/ji^i  die  Grösse  L-  überschreitet,  so  crg( 
sich  zwei  Quadrate,  die  um  so  kleiner  ausfallen,  je  n 
-l/j3/,i   wächst;    und  je   kleiner  dieselben   werden,  d- 
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ehr  müssen  ihre  Mittelpunkte  C\,  C^^  (immerhin  auf 
3hne  DjD,,  liegend)  von  der  Centrale  M^M^^  sich  ent- 
rnen. 

Wird  endlich  die  Strecke  M^^f^^  =  h^  so  arten  die 
rei  vorhin  gedachten  Quadrate  in  zwei  Punkte  aus, 
Lmlich  in  die  Punkte  />],  D^^  selbst,  in  welchen  die 
rei  gegebenen  Kreise  selbst  sich  schneiden.  Der  Win- 
3l,  unter  welchem  dieses  geschieht,  findet  sich  als  ein 
achter;  der  Abstand  eines  mit  einem  Punkte  D  ver- 
nigtcn  Punktes  C  von  der  Geraden  Mj^M^^  zeigt  sich  als 
e  zur  Hypotenuse  gehörige  Höhe  des  rechtwinkligen 
reiecks  mit  Katheten  r^,  r,,. 

Letztere  Höhe  ist  es  eben,  welche  durch  den  oben  vorgekomme- 
n  Ausdruck  r^rn-y^'i^'i'^u^  dargestellt  ist. 

Anmerkung.  Bei  der  Stellung  der  jot^t  erledigten  Aufgabe 
BTQS  §.  ist  ausdrücklich  vorausgesetzt  wurden,  dass  die  Mittelpunkte 
r  zwei  g^beuen  Kreise  getrennt  liegen.  Ohne  diese  Yoraus- 
tzung  kann  man  bei  Gleicblicit  der  gegebenen  Kadien  nur  in  dem 
iine  von  einer  Auflösung  sprechen,  wie  es  am  Schlüsse  des  obigen 
tzes  VH)  angedeutet  ist.  Wenn  dagegen  bei  ungleichen  Radien 
^reinigung  der  Mittelpuukte  gesetzt  wird,  so  erkennt  man  sofort 
^  Unmöglichkeit  der  Aufgabe  für  solchen  Fall.  Uebrigens  gewährt 
doch  etwa  einiges  Interesse,  nachzusehen  wie  die  Rechnungen 
i8res  §  sich  gestalten ,  wenn  man  mit  der  Annahme  »  —  0  nach 
(lander  die  beiden  Annahmen  r,  =rij  und  r*j>r,,  in  jene  einführt 


§  2. 

Zu  zwei  gegebenen  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  ge- 
€nnt   liegen,    soll    ein    Quadrat   gesucht    werden,    von 
elchem  eine  Seite  als  Sehne  in  den  ersten  Kreis  falle, 
re  Gegenseite  als  Sehne  in  den  zweiten. 

Auflösung.  Die  Mittelpunkte  A/j,  J/,i  der  gegebenen  Kreise 
I,  Kj^i  haben  den  Abstand  A^i^/ji  gleich  2a;  es  seien  r,,  r^j  ihre 
iibmesscr,  rj  der  etwa  grössere. 

Die  Kreise  sind  dann  (wie  in  §  1.)  darzustellen  durch  die  Glei- 
ungen 

1)    (^+«)*+^' =  r,^  2)    (x-a)^+3/'  =  V; 

}se  Gleichungen  auf  rechtwinklig  verbundene  Coordiuaten  OA',  OY 
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ZU  beziehen,  O  der  Halbirungspankt  der  Strecke  ^^tfu,  derl 
OM^  =  —  a,  der  Weg  03/^,  =  -|-  «,  die  Ordinatenwerte  tob  Af,  n 
iVfn  jeder  =  0. 

iBt  C  der  Mittelpunkt  eines  der  Aufgabe  entsprechenden  (i 
drats,  so  ist  die  Gerade  CM^  senkrecht  auf  der  in  den  Kreis  K^ 
lendcn  Seite,  und  CM^^  senkrecht  auf  ihrer  Gregenseite.  Hieran 
sofort  zu  merken,  dass  der  Punkt  C  in  die  Gerade  MiM^^  (in  t 
Abscissenaxe)  fallen  müsse,  dass  also  sein  Ordinatenwert  »0 
Zu  diesem  haben  wir  nun  aber  zu  suchen  den  zugehörigen  Absei 
wert  p^  und  haben  zu  suchen  die  Länge  2^  der  Diagonale  d( 
solchem  C  als  Mittelpunkt  gehörigen  Quadrats. 

Nachdem  nun  p  und  g  in  diesem  Sinne  eingeführt  sind, ; 
reeller,  q  als  absoluter  Wert,  so  ist  für  ein  der  Aufgabe  genügt 
Quadrat  die  Gleichung  des  ihm  umzuzeichnenden  Kreises  anzoj 
in  der  Form 

Die  in  den  Kreis  A'^  fallende  Seit<3  dieses  Quadrats  ist  gemeinsc 
liehe  Sehne  der  Kreise  1)  und  3),  sie  kommt  also  in  die  Choi 
dieser  Kreise  zu  liegen,  und  die  Gleichung  der  entsprechenden  Sf 
liuic  ist  hiernach 

ebenso  die  in  den  Kreis  M^  fallende  Gegenseite  der  vorigen  ko 
in  die  Chordale  der  Kreise  2)  und  3)  zu  liegen,  und  es  ist  diei 
chung  der  zugehörigen  Seitenlinie 

M  r^i^  —  a^+p'  —  Q* 

2(7) —  a) 

Bezeichnet  man  beziehungsweise  mit  a-j  und  y,,  die  in  4)  und  i 
rechts  stehenden  Werte,  so  ist  oifenbar  für  p  die  unzweidentige 
nähme  zu  machen 

denn  der  Punkt  C  {/>,  0  i  liegt  in  der  Mitte  der  durch  4)  o« 
dargestellten  Geraden.  Ferner  wird  der  absolute  Abstand  dieser 
teren  gleich  der  Seite  des  gesuchten  Quadrats  selbst  erkannt; 
da  diese  auch  durch  p>/2  dargestellt  sein  muss,  so  kommt  man  < 
Verbindung  dieser  Bemerkungen  auf  die  zweifdrmige  Angabe 

7)     pV2  =  ±(ar,-a^i), 

m  welcher  rechts  nur  dasjenige  Vorzeichen  gelten  kann,  wdcb 
rechte  Seite  nicht  negativ  werden  lässt. 
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n  ist  der  absolute  Wert  q  gleich  dem  absoluten  Ordinaten- 
(les  derjenigen  zwei  Punkte  (2^,  Q|,,  welche  auf  dem  Kreise 
tnd,  und  auf  verschiedenen  Seiten  der  Abscissenaxe  befindlich, 
iximum  der  Entfernung  von  dieser  haben.  Bezeichnen  wir 
t  u  den  algebraischen  Ordinatenwert  eines  solchen  Punktes 
lassen  wir  dahingestellt,  welcher  von  beiden  es  sei,  so  können 
tt  der  Angabe  7)  vielmehr  macheu  die  einförmige 

ser  Gleichung  ist  dann  immer  zu  bedenken,  dass  die  algebrai- 
Verte  n  und  r^  —  x^^  einerlei  algebraischen  Charakter  haben; 
bun  auf  Grund  von  jener  ein  Wert  des  unbekannten  u  ent- 
worden ist,  so  wird  das  etwaige  Positivsein  desselben  von 
nstand  begleitet  sein,  dass  der  auf  der  Abscissenaxe  znneh- 
Weg  (üCj  — a-ii)  von  der  Chordalc  5)  zu  der  Chordale  4)  die 
Richtung  habe,  und  der  etwa  negative  Charakter  des  aus- 
eten  u  wird  dem  Eintreffen  des  Umstandes  entsprechen,  dass 
lannte  Weg  negativ  gerichtet  sei.  Die  Auffindung  eines  Null- 
für u  müsste  selbstverständlich  sowol  das  Zusammenfallen  je- 
ei  Chordalen  als  auch  die  Heduction  des  gesuchten  Quadrats 
Em  einzigen  Punkt  (seineu  Mittelpunkt  C)  bedeuten.  Auf  alle 
ndlich  ist  durch  Auftindung  eines  reellen  Werts  von  u  auch 
;rt  von  q  gegeben,  welcher  ja  dem  absoluten  Werte  von  n 
si. 

1  nun  auf  Grund  der  Gleichungen  6)  und  8)  unsre  Aufgabe  zu 
iönnen  wir  jene  zunächst  durch  Addition  und  Subtraction  ver- 
so  dass  sich  ergibt 

2p  -j-  w  V  2  =  2ic,     und    2p  —  ?*y  2  =  2a:,i. 

r  Xj  und  a-jj  die  durch  4)  und  5)  dargebotenen  Werte  ein- 
l,  und  in  letzteren  selbst  für  q^  substituirend  ?*^  erhalten  wir 
Stimmung  der  unbekannten  p^  u  die  so  lautenden  Gleichungen 

?iy2=      — \ >      2p  —  ny  2  =^  ~ • 

7)-f-rt  '  p  —  a 

1  diese  beziehungsweise  mit  p-]-a  und  p  —  a  durchmultiplieirt, 
imt 

2p^+puy2'\-2a2)+auy2  =  rj*— a^+^^^^s 

2p^ — puy2  —  2ap-{-auy2  «==  rjj* — a*-}~^^ — ^*^' 

[  solche,  wie  es  nahe  gelegt  ist,  wieder  durch  Addition  und 
tiou  verbunden,  und  werden  nur  die  nächst  liegenden  Re- 
en  vorgenommen,  so  erhält  man 


24-0  itaci:   U^T  gtKäie   Qfutdrott, 

Daraus  entnimmt  man  weiter 

;,-+^yä+.- -'•■'+••■■'-' ^^' 

und 

P(..y2+a.)  -  '^^'- 

Dann  cnillich  gewinnt  man  die  noch  abersichtliclieren  Formen 
nn  wrlclie  wir  fOr  das  Weitere  uns  halten  wollen. 


Ans  der  in)  ist  leicht  zu  entnehmen 


11)     «  +  .,l/2  = 


Z^-LP 


2pV2 
Dieser  Wort  in  9}  cingefQlirt,  so  kommt  mnächst 

,  ,  ('■,*-'-.i')'-4'';>('-i*-'-.i*)+4"V*     •■r+'-.i'-''' 

''    -I "V"^ ^    = 3"^"' 

also  nach  Poteniton  von  p  geordaet 

12)    p*-Kf>='+r„*-2«*)p*-^(r,'-r„^)p+iCr,*-r„V=<l 

Schon  wir  ab  von  dorn  bcsondcrn  Falle  r,  «=  fi,,*«'' 
ehem  (wie  anch  der  von  vornherein  ausgeachlossem 
Annahme  «  =  0)  eine  eigene  Anmerknng  gcvidnet 
werden  soll,  so  sind  über  die  Gleichnugen  12)  nii<lll) 
folgiMidc  Angaben 

«)  Der  Wert  Null  fllr  i>  ist  mit  der  Gleichnng  12)  abMintOs 
vertrJglich. 

ß)  Zu  jedem  (von  Null  verschiedenen)  reellOD  Wert,  welches 
12)  für  p  liefern  kann,  gibt  die  11)  einen  zugehitrigcn  reellen  H 
des  »  und  /war  einen  einzigen,  von  endlicher  Grflsse. 

/)  Die  Gleichung  12)   wird  entweder  dnrcfa  gv  heineu  reM 
Wert  von  p  befiiedigt,   oder  durch  swei  reelle  die  anch 
fallen  kiiniien,  oder  durch  zivei  I'aare  von  recllon  Werten,  deTrti^ 
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der  IK^Uchkeit  onterworfen  ist,  dass  seine  beiden  Glieder  ein- 
ler  gleich  werden. 

6)  Sind  alle  vier  Wurzeln  der  Gleichung  12)  reell  (von  Null  ver- 
ieden):  so  sind  notwendig  zwei  derselben  positiv,  die  zwei  anderen 
pitiv. 

Dies  ist  zu  ersehen  durch  Betrachtung  der  Coefficienten  von  p^ 
1  p'.  -^  Da  der  Coefificient  von  p^  hier  positiv  ist,  und  da  er  je- 
i&Us  gleich  dem  Product  der  vier  reellen  Wurzeln  sein  muss,  so 
Bt  er  nur  zu,  dass  entweder  alle  vier  positiv  seien,  oder  alle  vier 
jativ,  oder  zwei  positiv  und  zwei  negativ.  Aber  jede  der  zwei  er- 
n  Möglichkeiten  schliesst  aus  der  CoeflBcient  von  ^^;  denn  nach 
r  allgemeinen  Theorie  muss  sein  absolutes  Glied  gleich  der  Summe 

*  vier  Wurzeln  sein,  und  seine  wirklich  hier  auftretende  Grösse  ist 
KuU. 

Sofern  nun  jede  jener  Wurzeln  der  Abscissenwert  ist  fClr  einen 

*  der  Abscissenaxe  selbst  liegenden  Quadratsmittelpunkt  C,  so  kön- 
1  wir  nach  Vorstehendem  zunächst  den  Satz  aussprechen: 

I)  Wenn  die  zwei  gegebenen  Kreise  ungleich  sind,  so 
t  unsre  Aufgabe  entweder  gar  keine  Auflösung,  oder 
Qe  einzige,  oder  zwei,  oder  drei,  oder  vier.  —  Wenn 
)  vier  Auflösungen  hat,  so  sind  die  Mittelpunkte  C  der 
er  sich  ergebenden  Quadrate  auf  der  Centrale  M^M^^ 
r  gegebenen  Kreise  so  verteilt,  dass  zwei  der  Punkte 
auf  der  einen  Seite  von  dem  Halbirungspunkt  O  der 
recke  ifiAfu  liegen,  die  zwei  übrigen  auf  der  andern 
ite.  —  Bei  einer  ungeraden  Zahl  der  Auflösungen  ist 
twendig  zu  denken,  dass  eine  derselben  als  solche  an- 
sehen sei,  in  welcher  zwei  sich  vereinigt  haben. 

Die  Gleichung  12)  kann  zwar  algebraisch  streng  aufgelöst  wer- 
ft, wie  sie  auch  (frei  von  p^)  die  Anwendung  der  Pombelli'schen 
^  ohne  weitere  Vorbereitung  zulässt  Indes  ist  ihre  linke  Seite 
A  der  hier  durchzuführenden  Annahme  r^  ]>  r^)  nicht  in  zwei 
Iche  Factoren  des  zweiten  Grades  nach  p  zu  zerlegen,  deren  Coef- 
ienten  sich  streng  geometrisch  construiren  Hessen;  sie  ist  also  für 
le  weitere  geometrische  Untersuchung  unsrer  Aufgabe  nicht  zu 
rwenden  und  kann  eine  mit  Cirkel  und  Lineal  allein  auszuführende 
netmetion  nicht  gewähren.  Letzteres  gilt  domgemäss  auch  von  den 
rangehenden  Hauptgleichungeu  9)  und  10);  gleichwol  l&sst  oich 
diese  (immer  r^  >>  r,]  vorausgesetzt)  eine  Betrachtung  knüpfen, 
rch  welche  der  geometrische  Charakter  der  Aufgabe  selbst  und  ihrer 
iungen  in  hohem  Grade  wird  aufgeklärt  werden. 

T«iiLxrv.  16 
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Schon  vor  Gleichung  8)  ist  darauf  hingewiesen  word« 
und  u  als  Coordinatenwerte  eines  solchen  Punktes  Q  zu  der 
welcher,  auf  der  einen  oder  andern  Seite  von  der  Gera^ 
liegend,  die  Eigenschaft  habe,  dass  der  Fusspunkt  des  vc 
die  Gerade  M^  M^^  fallenden  Lotes  den  Mittelpunkt  C  ein( 
suchten  Quadrats  abgebe,  dessen  Halbdiagonale  dann  seihst 
CQ  haben  werde.  Hiemach  sind  offenbar  9)  und  10)  die  G 
zweier  für  solchen  Punkt  Q  giltigen  geometrischen  Oerter; 
eben  werden  wir  nun  untersuchen  müssen. 

Was  zunächst  die  9)  betrifft,  so  ist  sie  die  Gleichung  eii 
St,    Der  Mittelpunkt  SR  desselben  hat  den  Abscissenwert 

Ordinatenwert  =  — ^V^,   bei  welchem  wir  bemerken,  di 
von  a,  nicht  von  r^  und  r^^  abhängig  ist    Der  Radius  ( 

1  /     2    I  2  2 

zeigt  sich  =\/^^        ^   "~^ '      Hiemach    ist    diese    On 

Punktes  Q  dann  und  nur  dann  imaginär,  wenn  r^'\'r^i^ 
den   Fall   r^*-}-»*!!*  =  «*    zieht  sich  der  Kreis   in   den 

(o,  —2^^)  ^'is*"*^®^^  während  die  Angabe  ri*+»u*> 
eigentlichen,  reellen  Kreis  charakterisirt 

Die  Gleichung  10)  wird  leicht  erkannt  als  Darstellung  ei 
seitigen  Hyperbel.  Ihr  Mittelpunkt  $  hat  den  Abscissen 
den  Ordinatenwert  =  —  V2,  bei  welchem  wir  gleichfalls 
dass  er  nur  von  a,  nicht  von  r^  und  r^j  abhängt.  Die  eine 
dieser  Curve  ist  unsre  Ordinatenaxe,  das  Mittenlot  der  Strec 
die  andere  Asymptote  ist  die  durch  S^  gehende,  mit  de 
Afj  A/ii  parallele  Gerade.  Die  Potenz  der  Hyperbel  ist  =(ri*- 
also  nur  von  r^  und  r^^,  nicht  von  a  abhängig.  Der  eine  i 
dessen  Scheitel  S^  heissen  mag,  fällt  in  deigenigen  Asympti 
welchen  der  negative  Zweig  unsrer  Ordinatenaxe  bildet  n 
$  gehenden  und  mit  03/^  gleichgerichteten  Geraden,  der 
mit  Scheitel  /Sfji  fällt  also  in  den  Scheitelwinkel  des  eben 
Jeder  Punkt  jenes  ersten  Astes  hat  zwei  negative  Goordii 
jeder  des  zweiten  hat  notwendig  einen  positiven  Absciss« 
welchem  ein  positiver  oder  ein  negativer  Ordinatenwert 
wird.  — 

Was  die  gegenseitige  Beziehung  zwischen  dem  Kreise 
Hjrperbel  betriff,   so  ist  hervor  zu  heben  das  W^allei 
Möglichkeiten:  o)  dass  ft  die  beiden  Hyperbelästc  zumal  1 
dass  S  den  einen  Ast  an  zwei  verschiedenen  Stellen  beruh 
Jf  den  einen  oder  andern  Ast  an  seinem  Scheitel  berühre 


die  an  zwei  gegebene  Kreise  geknüpß  sind.  243 

erbel  in  vier  solchen  Paukten  schneide,  welche  die  Ecken 
ralleltrapezes  seien.  Alle  genannten  Möglichkeiten  fallen  ein- 
3wegen  dahin ,  weil  der  Punkt  9)t  auf  einer  Asymptote  der 
nd  nicht  auf  einer  ihrer  Axen  liegt. 

soeben  über  unsre  geometrischen  Oerter  gemachten  Angaben, 
her  die  unter  I)  stehenden  zu  vergleichen  sind,  fahren  auf 
Behauptung: 

Wenn  die  in  unsrer  Aufgabe  gegebenen  Kreise 
adien  r,,  r^  ungleich  haben,  so  ist  jene  nähe- 
eise zu  lösen  und  ist  zu  beurteilen  mittels  Ein- 
g  eines  gewissen  Kreises  ft  und  einer  gleichsei- 
lyperbel,  deren  umständliche  Beschreibung  ans 
1  zu  entnehmen  ist.  Jede  einzelne  Auflösung  ist 
en  gemeinschaftlichen  Punkt  beider  Curven  ge- 
,  von  welchem  aus  das  Lot  QC  auf  die  Centrale 
gegebenen  Kreise  gefällt  den  Mittelpunkt  C 
der  gesuchten  Quadrate  liefert,  dessen  Halb- 
ale selbst  die  Länge  QC  hat  Solcher  Punkte  Q 
s  vier,  wenn  der  Kreis  t£  jeden  der  beiden  Hy- 
iste  schneidet.  Es  gibt  ihrer  drei,  wenn  der 
(t  den  einen  Hyperbelast  schneidet,  den  andern 
t.  Es  gibt  zwei,  wenn  ff  den  einen  Ast  schneidet, 
en  andern  zu  erreichen.  Es  gibt  nur  einen  Punkt 
n  ß  den  einen  Ast  berührt,  ohne  den  andern  zu 
len.  Es  gibt  endlich  gar  keinen  Punkt  Q,  sowol 
enn  St  ein  eigentlicher  Kreis  ist,  der  aber  keinen 
den  Hyperbeläste  erreicht,  als  auch  dann  wenn 
in  seinen  Mittelpunkt  ^  zusammenzieht,  als  auch 
i  wenn  9  imaginär  wird. 

den  vorletzten  Unterfall  ist  die  Bedingung  seines  Eintretens 
izugeben 

len  für  den  letzten  Unterfall 

übrigen  Fälle  ist  auf  derartige  bestimmte  Angaben  zu  ver- 
und  es  mag  nur  etwa  Folgendes  noch  berührt  werden. 

m  der  Kreis  9)  und  die  Hyperbel  10)  einen  Punkt  Q  im 
8  Satzes  H)  liefern,  gibt  es  zu  diesem  Q  einen  mit  Bezug 
Axe  M^M^i  symmetrischen  Qq.  So  gut  als  Q  wäre  nun 
zur  Lösung  der  Aufgabe,  nämlich  zunächst  zur  Construction 

19* 


244 


Mach:   Uther  pewistt  Quae/rsfe. 


eines  Punktes  C  anch  der  Pankt  Qq  zq  verwenden;  eben  dkien  «ber 
kann  nnsre  Hyperbel  10)  mit  nnsrem  Kreise  9)  nicht  daiMetei.  - 
Alle  hieran  sich  knüpfenden  Fragen  wird  man  leicht  boMratti 
vermöge  der  einfachen  Erwägung,  dass  sowol  die  Bachmgalifir 
geometrische  Betrachtang  nns  gestattet,  statt  des  Kreises  9)  doqn- 
gcn  einzuführen,  welcher  mit  Bezng  auf  die  Axe  M^M^^  der  zvila 
symmetrische  ist,  und  zugleich  statt  der  Hyperbel  10}  di^jeiige, 
welche  mit  Bezug  auf  dieselbe  Axe  zu  ihr  symmetrisch  Ist  Bis 
eine  System  der  zwei  Ortscurven  wird  alle  Pnnkte  Q  liefen,  du 
andere  alle  Punkte  Qo\  jedes  von  bcid^  aber  mnss  «of  diesdha 
Punkte  C  führen. 

Anmerkung  1.  Wir  wollen  nun,  wie  schon  in  Ais- 
sicht gestellt  worden  ist,  den  besonderen  Fall  bekas* 
dein,  wo  die  zwei  in  der  Aufgabe  gegebenen  Kreise 
einander  gleich  sind,  während  immerhin  ihre  Mittel- 
punkte ^],  3/,|  getrennt  liegen. 

Wenn  wir  dcmgemäss  in  die  Rechnung  unsres  §  2.  die  AimikM 
tij  =  rj,  =  r  einführen  und  M^M^^  «  2a  >►  0  beibehaHen,  80  «itt 
sich ,  dass  alles  bis  zur  Gleichung  10)  Entwickelte  unbedingt  faeta* 
halten  sei.  Ucbcr  die  10)  aber  hinaus  zu  gehen  empfiehlt  sich  mdit 
Wollte  man  die  jedenfalls  zusammengehörigen  11)  und  12)  aodi  be- 
nutzen, so  würde  man  zwar  für  12)  die  sehr  einfache  erhalten 

welche  sowol  p*  =  0  als  p^  =  r* — «*  liefert  Da  aber  der  NiDirt 
für  p  in  der  Gleichung  11)  substituirt  ihre  rechte  Sdte  auf  dieFon 
0:0  bringt,  so  ist  hierdurch  angezeigt,  auch  jetzt  vielmehr  an  ft* 
selben  Gleichungen  9)  und  10)  sich  zu  halten ,  welche  zuletzt  ii  ^ 
Hauptuntersuchung  des  §  selbst  als  besonders  nützlich  «ch  o^ 
wiesen  haben. 

In  die  Gleichungen  9)  und  10)  also  für  rj  wie  ftr  r^  dnVcrt; 
r  einführend,  erhalten  wir 

«^)  ^*+G*+72y-=»^-(72y' 

lOa)    7i(n+aV2)  =  0. 

Will  man  diese,  wie  die  9)  und  10)  selbst,  auf  geometriscbe  Oe^ 
deuten,  so  wird  man  die  9a)  wieder  als  Darstellung  eines  KreiKii 
erkennen,   die   10a)  aber  als  Darstellung  zwei^  Geraden,  mkk^ 
identisch  sind  mit  den  Asymptoten  der  in  §  2.  selbst  TorgdronMMij 
Hjrperbel.    Es  macht  sich  leicht  und  scfaün,  die  XJntenad^^l 
vorliegenden  Falles  durch  Betrachtung  der  genannten  neomebtiAtf ! 
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crter  so  erledigcH;  iudoB  für  Eröffnung  weiterer  GeBichtspunkte  ist 
(  gftnslig,  jeUt  einfach  die  Gleichungen  9a)  und  10a)  nach  den  un- 
rin—t^n  p^  u  aufzulösen,  deren  Bedeutung  übrigens  genau  so  zu 
ntfiiies  iat,  wie  in  uuareni  §  vor  Aufstellung  der  9)  und  10)  selbst 
Mirt  wurde. 

Da  die  Gleichung  10a)  zerfällt  in  die  zwei  einzelnen 

p  «=  0    und    tt4-ay2«**0 

I  ist  khir,  dass  wir  jetzt  jedes  solche  Paar  von  Werten  für  p  und 
zu  suchen  haben,  wcklcbes  einem  der  zwei  folgenden  Systeme  A) 
id  6)  genügt: 

A,     i''+("+V^)"  =  --(f2> 
(p  =  0. 

B,  j'-+{«+f.r=--(v"5)') 

u  System  A)  wird  befriedigt  durch 


P « 0    und     u 


v.±V--iv^)'- 


ie  für  u  hier  aufgeführten  Werte  sind  entweder  beide  imaginär,  oder 
ide  reell  und  gleich,  oder  beide  reell  und  ungleich  je  nachdem 


< 


a 


>V2' 

id  die  Auslegung  dieser  Bedingungen  gestaltet  sich   sehr  hübsch, 
5on  man  folgende  Construction  des  Ausdrucks  a:  y2  veranstaltet« 

Durch  O,  den  Halbirungspunkt  der  Strecke  AlyMi^  ziehe  man 

d  zwei  Greraden,  welche  mit  der  M^M^^  selbst  je  den  Winkel  von 

»^  bilden.    Dann  von  M^  aus  auf  diese  Hilfslinien  selbst  die  Lote 

iF„  M^G^  gefällt,  ebenso  von  M^^  aus  die  Lote  -ä/h-Fu»  ^n^u* 

ist  ersichtlich,  dass  jedes  dieser  Lote  =  a  :  V  2. 

Hieraus  ist  nun  zu  erkennen,  dass  die  drei  Bedingungen 

'■>y2 


rithongsweise  besagen:  jeder  der  zwei  gegebenen  Kreise  (um  Afi, 
j)  lieg^  frei  innerhalb  der  beiden  Hilfslinien;  jeder  von  ihnen  be- 
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rührt  boido ;  jeder  von  ihnen  schneidet  beide.  Es  ist  femer  f&r  den 
zweiten  dieser  Fälle  zu  erkennen ,  dass  die  vier  vorkommeiiden  Be- 
rührungspunkte selbst  die  Ecken  eines  Quadrats  seien,  dessen  Hilb- 
diagonale  »  a:  >/2,  (=  +  u  ^  q).  Und  endlich  für  den  dritten  der 
obigen  Fälle  ist  zu  bemerken,  dass  vier  der  sich  ergebenden  Dimk- 
Schnittspunkte,  und  ebenso  die  vier  andern,  je  die  Ecken  dnesloer 
gesuchten  Quadrats  seien,  dessen  zwei  Quadrate  mit  HalbdiagonileB, 
deren  Längen  durch  die  absoluten  Werte  der  zwei  Ausdrücke 


-f,±i/M?ö' 


y2 

dargeboten  und  hiemach  auch  abgesondert  zu  constmiren  sind. 
Das  obige  System  B)  wird  befiiodigt  durch 

Die  für  p  hier  aufgeführten  Werte  sind  entweder  beide  imajnnir, 
oder  beide  null,  oder  beide  reell  und  entgegengesetzt  gleich,  je  ümA- 
dem 

< 

r  sss  a. 

> 

Diese  drei  Bedingungen  besagen  der  Reihe  nach:  die  zwei  ge- 
gebenen gleichen  Kreise  liegen  ganz  frei  auseinander,  sie  berfthra 
sich  (von  aussen)  in  einem  Punkte  {O]]  sie  schneiden  sicL 

Für  den  zweiten  dieser  Fälle  hat  man  p  =  0  und  «  »— ayS; 
d.  h.  um  O  als  Mittelpunkt  liegt  ein  der  Angabe  genügendes  Qttr 
drat,  dessen  Halbdiagonale  =ay2  ist.  Letztere  Länge  ist  offenlur 
auch  die  Länge  des  Wegs  von  O  nach  jedem  deijenigen  vierPonkte, 
in  welchen  die  auf  M^  M^^  senkrechten  Durchmesser  der  zwei  ge- 
gebenen Kreise  aufhören.  In  diesem  Falle  also  tritt  ein  QoiM 
auf,  dessen  Ecken  die  eben  genannten  vier  Punkte  sind.  Sie  w«ii 
nattlrlich  auch  mittels  der  zwei  schon  vorhin  eingeführten  ffil&ÜBin 
gewonnen. 

Wenn  man  will ,  so  kann  in  dem  besprochenen  Falle  and  dtf 
Punkt  O  selbst  als  ein  uneigentliches  Quadrat  angesehen  wardes,  wd» 
ches  der  Aufgabe  genüge. 

Sieht  man  noch  auf  den  dritten  für  das  Sys^n  B)  sich  daito' 
tenden  Fall,  wo  die  zwei  gegebenen  Kreise  sich  schnöden:  loW: 
man  für  p  die  zwei  entgegengesetzt  gleichen  realen  Weile  ndtte 

absoluten  Gliede  Vr^  —  a',    dessen  geometrische   Ck>ii8tniclioB  vi 
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"  Hand  liegt.    In  diesem  Falle   also  erscheineu  zwei   Punkte  Q, 
auf  der  Geraden  M^  3/^,  beide  von  O  gleich  weit  entfernt,  jeder 

die  Länge  =  Vr^  —  a*.  Jeder  dieser  Punkte  ist  Mittelpunkt 
es  der  Aufgabe  genügenden  Quadrats.  Beide  Quadrate  sind  con- 
lent;  jedes  hat  die  Halbdiagonale  =  ay2.  Nach  Auffindung  der 
ikte  Q,  C,x  si^cl  die  Ecken  der  bezüglichen  Quadrate  zu  erhalten, 
em  man  sowol  durch  C\  als  durch  C,i  je  die  zwei  Geraden  zieht, 
che  gegen  die  M^  M^^  unter  45^  geneigt  sind. 

Fasst  man  nun  alles  zusammen  was  die  Betrachtung  der  zwei 
teme  A),  B)  geboten  hat,  so  kommt  man  zu  folgendem  Ergebniss. 

Wenn  zwei  gleiche  Kreise  mit  getrennten  Mittel- 
akten  M^M^^  gegeben  sind,  und  wenn  jedes  Quadrat 
istruirt  werden  soll,  von  welchem  eine  Seite  als 
hne  in  den  einen  Kreis  falle  und  ihre  Gegenseite  als 
3n  solche  in  den  andern:  so  hat  man  drei  allein  mög- 
ke  Fälle  zu  berücksichtigen,  es  sind  aber  in  jedem 
tVorteil  die  zwei  Hilfslinien  zu  benutzen,  welche 
rch  den  Halbirungspunkt  O  der  Strecke  M^M^^  je  un- 

dem  Winkel  von  45^  gegen  die  M^M^^  zu  ziehen  sind. 

a)  Die  zwei  gegebenen  Kreise  haben  keinen  Punkt 
nein. 

Die  Aufgabe  ist  unmöglich,  wenn  eine  der  Hilfs- 
ien (und  ebenso  die  andere)  die  zwei  gegebenen 
eise  weder    schneidet  noch  berührt. 

Sie  hat  eine  Auflösung,  wenn  jede  der  Hilfslinien 
)  zwei  gegebenen  Kreise  berührt;  und  .die  vier  Be- 
irungspunkte  sind  die  Ecken  d^s  gesuchten  Quadrats. 

Sie  hat  zwei  Auflösungen,  wenn  jede  der  Hilfslinien 
zwei  Kreise  schneidet-,  je  vier  zusammengehörige 
adratsecken  finden  sich  in  den  Hilfslinien  selbst, 

ß)  Die  zwei  gegebenen  Kreise  berühren  sich  in  O, 

Die  Aufgabe  hat  nur  eine  einzige  eigentliche  ihiif- 
ang;  die  Hilfslinien  geben  die  Ecken  des  gesuchten 
idrats  als  die  Endpunkte  der  auf  M^M^^  senkrechten 
'chmesser  der  gegebenen  Kreise. 

Uneigentliche  Auflösung  in  dem  Punkte  O  selbst  sich 
stellend. 

y)  Die  zwei  gegebenen  Kreise  schneiden  sich. 


i^  ■* 


'-»•. 
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Die  Aufgabe    hat  notvendig  vier  eigentliche  Anl- 


£b  orgebon  sich  einesteils  zwei  ungleiche  QuadraU, 
jedes  mit  0  als  Hittelpniikt,  jedes  mit  seinen  Tier  Eckei 
anf  die  zwei  Hilfslinien  selbst  angewiesen. 

Es  ergeben  sich  andernteila  zwei  gleiche  Qnadrste; 
ihre  Mittelpunkte  C^,  0,^  anf  der  Hi->fi,  gleich  weit  vonO 
entfernt  liegend;  jeder  der  Abst&nde  OC^,  OCu  zu  coi- 
strnlren  als  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreieck), 
dessen  zwei  andern  Seiten  bekannt  sind,  die  eiie 
=:j3f,3fu,  die  andere  gleich  dem  Halbmesser  einei  der 
gegebenen  Kreise.  Die  Ecken  jedes  jener  Quadrate  ii 
constroiren,  indem  man  durch  seinen  schon  gewonneneD 
Mittelpunkt  C  die  zwei  mit  den  Hilfslinien  paralleIeD 
Geraden   zieht. 

Anmerkung  2.  Pttr  n'nsre  Aufgabe  (§  2.)  ist  als  Bttti- 
fall  —  der  freilich  durch  ihre  Fassung  vorerst  aasg«- 
scbloBsen  wordo  —  noch  der  zu  bernckeicbtigen,  diu 
die  Mittelpunkte  3^,  Mn  der  gegebene»  Kreise  in  einen 
Punkte  O  sich  vereinigen.  Wird  dies  zugelassen,  soiitdiB 
Gleichheit  der  Kreise  selbst  natOrlich  nicht  mehr  zuzulassen,  sofen 
man  eine  eigentliche  An^be  behalten  will. 

Wenn  wir  demgemäss  in  die  Rochnimg  nnsres  ji  die  ivd  lo- 
bundenen  Annahmen  a  =  0  und  r,  >  t-j,  einführen,  so  ist  vor  AUmi 
zu  beachten,  dass  nun  als  Aie  OX  jede  beliebige  dnrdi  O  za  n»- 
hende  Gerade  gedacht  werden  kann,  während  die  oraaf  dieser  sa^ 
recht  zu  verbleiben  hat.  Uebrigens  ist  dann  die  Rechnung  selbst  Vt 
zur  Anfstelinng  der  Gleichung  12)  vollständig  beizubehalten;  ud 
zwar  empfiehlt  es  sich,  gerade  an  die  Gleichung  13)  und  die  imIBe^ 
hm  mit  ihr  zu  verbindende  11)  vorzugsweise  sich  zu  halten. 

Die  durch  9)  und  10)  dargestellten  geometrischen  Oerter  dageges 
—  Kreis  und  eigentliche  Hyperbel  —  obwol  sie  auf  sehr  eigentU- 
licbe  geometrische  Auschaaungen  fuhren,  sind  wen^er  zn  beachUs. 

Die  12)  unsres  g  fOr  a  <=  0  genommen  reducirt  sich  auf 

12a)    P*- i(rj^+r„*)p»+K'-,* - '«')  =  0. 

Dabei  ist  (wegen  r^  >■  r,j)  schleich  zu 'sehen,  dass  p  nicht  Kill  «v- 
den  kann;  somit  die  zugehörige  Gleichung  11)  ist  anstandslos  bä- 
zugeben  in  der  Form 
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es  ist  klar,  dass  man  zq  jedem  aus  12a)  zu  erhaltenden  brauch- 
en Werte  von  p  einen  brauchbaren  (einzigen^  fttr  u  erhalte. 

Die  12a)  zun&chst  nach  p'  aufgelöst  gibt,  mit  gehöriger  Umfor- 
lg  des  eingehenden  Radicanden 

»er  Ausdruck  f&r  p^  wird  entweder  imaginär,  oder  reell  und  ein- 
tig,  oder  reell  und  zweideutig,  je  nachdem 


i  i¥ir  haben  nun  die  drei  hier  zusammengestellten  Bedingungsfor- 
In  einzeln  zu  besprechen. 

a)  Die  Angabe  2r^r^^  <C»'i*— ^n*  bringt  einfach  mit  sich,  dass 
>  Aufgabe  unmöglich  sei. 

(J)  Ist  vielmehr  2rir,i  «=  r^*— r,i*,  so  liefert  die  12b) 

b.  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werte  von  p,  deren  absolutes 
Üed  höchst  einüeudi  zu  construiren  ist.  Dem  entsprechend  auf  OX 
i^ei  Lagen  C|,  C^  eines  der  Aufgabe  genügenden  Quadratmittel- 
usktes  C;  Strecke  C^  Cj^  in  O  halbirt,  etc. 

y)  Ist  endlich  2r,rii  >>  rj^—ri^^^  so  hat  man  zu  beachten,  dass 

B  absolute  V4r, V,,»— (ri« — r^^y  kleiner  ausfWlt  als  2rirji.  Der 
12b)  rechts  vorkommende  Dividendus  ist  also  zwar  Ideiner  als 
i+r,i)*,  aber  grösser  als  (ri  — r,,)^,  d.  h.  er  ist  jedenfalls  positiv. 
^Q  12b)  liefert  hiernach  für  p^  zwei  positive  übrigens  ungleiche 
erte.  Diese  sind  mit  Hilfe  des  Pythagorischen  Satzes  unschwer  zu 
nstmiren;  man  braucht  nur  die  Vorbereitung  zu  machen:  4ri^ii' — 
i*— r^*)*  zu  ersetzen  durch  {2ririi+(r,^— rii2)}.{2ririi— (rj*— r^,*)}, 

h.  durch  j»*.w*,  so  dass  die  V^i\i^--(rJ-—f\J)^  gleich  m,n 
ch  findet,  wo  m  und  n  bekannte  Längen  sind.  Zu  jedem  der  zwei 
^sicherten  reellen  und  positiven  Werte  von  p^  ergeben  sich  also  in 
Dorem  Falle  zwei  reelle  entgegengesetzt  gleiche  Werte  von  p,  diese 
gr  zusammengestellt  in  der  Formel 


f=±iVri«+r,,»± 


mn 
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ihro  Cuustriictioii  uoch  übersichtlicher,  weun  man  die  Seite  $  des  dem 
Rechteck  m.n  gleichen  Quadrats  einführt,  demnach  angibt 

Durch  die  vier  so  eben  dargebotenen  Werte  von  p  sind  auf  unsw 
OX  vier  Punkte  C  angezeigt ,  jeder  als  Mittelpunkt  eines  der  Auf- 
gabe genügenden  Quadrats  dienend;  unter  den  vier  Wegen  OCim 
positiv  gerichtete  und  zwei  negativ  gerichtete ,  die  des  ersten  Paars 
der  Reihe  nach  absolut  gleich  denen  des  zweiten  Paars. 

Was  die  Dimensionen  der  in  den  Fällen  ß)  und  y)  sich  ergeben- 
den Quadrate  betrifft,  so  sind  ihre  Halbdiagonalen  dargestellt  jede 
durch  das  absolute  Glied  eines  solchen  Wertes  von  u,  welchen  die 
Gleichung  IIa)  nach  Einsetzung  des  entsprechenden  Wertes  von  f 
liefert  Hierbei  ist  leicht  zu  sehen,  dass  jede  solche  Halbdiagonaie 
als  vierte  geometrische  Proportionale  zu  drei  bekannten  Linien  sieb 

ergebe,  z.  B.  im  Falle  ß)  als  vierte  zu  ■/2ri*+2r,i*,  rj-f  r,i  nad 
^i — *"ii«  Uebrigens  kann  man  ja  in  jedem  Falle  nach  Gewinnin^ 
eines  der  Aufgabe  genügenden  Punktes  C  das  zugehörige  Qnadnt, 
mit  Ecken  und  Diagonalen  zumal,  dadurch  erhalten,  dass  man  dorch 
den  Punkt  C  der  angenommenen  OX  die  zwei  unter  45^  gegen  letz- 
tere geneigten  Geraden  zieht,  und  auf  jeder  solchen  Geraden  die  za 
solchen  C  passenden  Durchschnitte  mit  den  zwei  gegebenen  Kreisea 
nimmt. 

Zu  der  obigen  Bedingungsformel 

< 

deren  geometrische  Auslegung  in  die  Augen  springt,  mag  iniroeriiia 
noch  eine  Umgestaltung  angegeben  werden,  welche  dem  Bcdürfaias 
der  geometrischen  Anschauung  noch  mehr  entgegen  kommt,  es  ist 
statt  jener  zu  sagen: 


yrirn=l/(^)~"(y2)' 


> 

wo  links  das  geometrische  Mittel  r^r^^  steht,  rechts  eine  Kathete  des 
rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  zwei  andere  Seiten  gleich  rj-.V^ 
und  rji :  y  2  bekannt  sind.  Für  jene  Kathete  die  Bezeichnung  k  co- 
führend,  können  wir  um  so  leichter  aussprechen  die  folgende  Zi- 
sammenfassung. 

Wenn  zwei  ungleiche  Kreise  mit  Radien  r^,  r^  (erstet 
der  grössere)  und  mit  gemeinschftlichom  Mittelpunkte  0 
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jbcn  siud,  uud  wenn  jedes  Quadrat  verlaugt  wird,  von 
bem  eine  Seite  als  Sehne  in  dem  einen  Kreis  liege, 
Gegenseite  als  Sehne  im  zweiten:  so  ist  jede  durch 
1  ziehende  Gerade  OX  als  eine  solche  zu  beachten- 
welcher  Punkte  C  liegen  können,  die  als  Mittel, 
kto  von  Quadraten  der  verlangten  Art  dienen. 

Pur  jede  beliebig  bestimmte  Lage  einer  solchen  Ge- 
rn OX  erhält  man  folgende  Behauptungen. 

x')  Die  Aufgabe  hat  gar  keine  Auflösung  dann  und 
dann,  wenn  Vr^ru^A:. 

ß')  Die  Aufgabe  wird  durch  zwei  gleiche  Quadrate 
ist  dann  und  nur  dann,  wenn  yr^r^^  =  ä;.  Die  Mittel- 
kte  jener  haben  von  O  jeder  den  leicht  zu  construi- 

len    Abstand    iVri^+r^j^,     jedes    die    Diagonale    «= 

«4--.    « 

/)  Die  Aufgabe  wird  durch  zwei  Paare  gleicher  Qua- 

te  dann  gelöst  und  nur  dann,  wenn  Vr^r^i  >  k.  Je  die 
ti  einem  solchen  Paar  zugehörigen  haben  ihre  Mit- 
pnnkt6  gleich  weit  von  O  entfernt  Die  zwei  Absolut- 
ssen  der  bezüglichen  Mittelpunktsabstände  werden 
geboten  durch  den  leicht  zu  construirenden  Ausdruck 

'i*+»'ii*it«*5  ^0  **  oin  bekanntes,  von  den  Grössen  r^, 
abhängiges  Quadrat  ist.  (Vgl.  oben  unter  y).  Die  zu 
en    Abständen    gehörigen     Quadratsdiagonalen    sind 

iehungsweise  =  -t^===M=^=^==:  sie  siud  also  den  Ab- 
nden  umgekehrt  proportional. 

In  jedem  der  Fälle  ß%  y')  liegt  jedes  der  sich  ergebenden  Qua- 
0  80,  dass  die  zugehörige  Gerade  OX  den  Winkel  zwischen  bei- 
Diagonalen  halbirt. 

Wird  noch  die  zu  der  OX  senkrechte  Gerade  OY  beigezogcu, 
aacht  man  sich  leicht  klar,  welche  der  gefundenen  Quadrate  von 
i>r  geschnitten  werden,  und  welche  vielmehr  frei  seitwärts  von  ihr 

§3. 

Wenn  man  die  hier  behandelten  Aufgaben  durch  rein  geometri- 
Betrachtung  lösen  woUte ,  so  würde  man  mit  Bezug  auf  die  des 
alles  Wünschenswerte  vollständig  in  den  hier  gemachten  Mit- 


252 


Mmek:  ü^ber  yewUt  QwMlrale  elu 


teilttDgcfli  dftrgebeten  finden.  Was  die  Anfgabe  des  f  2.  betiüt,  so 
würde  das  eben  Gesagte  für  »e  in  allen  denjenigen  Fällea  gdta^ 
wo  sie  streng  mit  Girkel  und  Lineal  allein  za  lösen  ist  FftidcD 
Fall  aber,  wo  die  g^ebenen  Kreise  K^y  K^^  ungleich  sind,  «id  ikie 
Mittdpnnkte  if,,  M^^  getrennt  liegen,  will  ich  eine  Andentuig  gebea, 
welche  im  Sinn  der  PurchfOhrong  einer  rein  geometrischen  B^itdt- 
tnng  auch  neben  dem  in  §  2.  selbst  Gebotenen  wirklich  beachtenswert 
sein  dürfte. 

Sei  ein  Quadrat  gedacht,  welches  der  Angabe  genüge;  sei  Afi^ 
die  in  den  Kreis  K^  als  Sehne  desselben  ent&Ilende  Seite,  Ä^B^ 
ihre  in  den  Kreis  K^^  fallende  Gegenseite.  Die  Punkte  A^^  A^  sdei 
auf  einerlei  Seite  Ton  der  Geraden  M^M^^  befindliche  Quadratsedrai, 
etwa  oberhalb  von  M^M^^  liegende.    Werden  nun  die  zweiGenda 

M^A^  und  -Äfii-^ji  gezogen,  so  geben  sie  einen  Durchnitt  V  {^^^ 

1^,  /   von  Afi^/]] ,  und  es  ist  leicht  zu  sehen ,  dass  die  Ai%i2ie  ib 

gelöst  zu  betrachten  ist,  sobald  man  solchen  Punkt  V  gefundes  kiL 
Seine  Lage  nun  bestimmt  sich  als  gemeinschafflichar  Punkt  ziroer 
geometrischer  Oerter.    Erste  Ortslinie:  der  Halbkreis,  auf  welch« 

inntorhalbl  ^®^  -^^i-^^ii  J®^  Punkt  angewiesen  ist,  dessen  Entft^ 

nungen  von  M^  und  M^^  sich  verhalten  beziehungsweise  wie  die  Bt- 
dien  von  K^  und  K^^.    Zweite  Ortslinie:  ein  Kegelschnitt,  dessen  doer 

(untorhslb ) 
oberhilb  I 
von  der  Geraden  itfiAfn,  mit  ihr  parallel  liogt,  anter  oiiem  Abitiii 
von  ihr  gleich  der  Hälfte  der  Strecke  M^M^, 

Behufs  vollständiger  Bestimmung  des  Ortskegelschnittes  sei  bdA 
die  Angabe  gemacht:  für  jeden  seiner  Poripheriepunkte  hat  mtaii 
Entfernungen  desselben  vom  Brennpunkt  M^  und  der  zagBh6nS> 
Directrix  proportional  dem  Durchmesser  des  Kreises  K^  usd  dv 
Strecke  M^M^y 
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Teber  eine  Reibe  von  neuen  Dreiecksproblemen. 


Von 

Norbert  v.  Lorenz. 


In  Teil  LXm.  Nr.  Xm.  dieses  Archivs  lieferten  wir  den  Nach- 
eis,  dass  die  3  Seiten  x^  y^  z  eines  ebenen  Dreiecks  als  Functionen 
IT  Radien  (r,  s)  des  dem  Dreiecke  um-  und  eingeschriebenen  Krei- 
)s,  sowie  eines  daselbst  näher  definirten  Prodnctes  (0  zweier  Höhen- 
bschnitte  darstellbar  sind;  wir  fanden  damals: 

xy'\-xz'\-yz  ==  4r*4-2«*+8r«4-**  ■"/«» 
xyz  ==  4r«V'(2r+ «)«+*«  =/». 

Ton  dieser  Grundlage  aus  ist  es  nun  zunächst  leicht  zu  zeigen, 
blas  auch  viele  andere  gleichartige  Bestimmungsstttcke  des  Dreiecks 
ich  in  analoger  Weise  durch  dieselben  Orössen  ausdrüdcen  lassen. 
^  sollen  nur  die  betreffenden  Relaticmen  ftlr  die  3  Höhenperpen- 
läel  (mi^  m«,  mg)  des  Dreiecks  und  deren  Abschnitte  (n^,  n^,  n^ 
om  Höhenschnittpunkte  bis  zu  den  Ecken,  respective  die  Abschnitte 
f^i)  Psi  P^)  ^om  Höhenschnittpunkte  bis  zu  den  Seiten  des  Dreiecks, 
P^e  die  von  den  Ecken  des  Dreiecks  bis  zum  Mittelpunkte  des 
^i^eschriebenen  Kreises  gezählten  Strecken  (^i^  ^s,  gs)  ^er  winkel- 
^birenden  Linien  in  das  Gebiet  der  folgenden  Untersuchungen  ge- 
^n  werden.  Wir  bemerken,  dass  es  keine  Schwierigkeiten  hat, 
^ispielsweise  die  Schwerpunktslinien  oder  die  Verlängerungen  der 
^en  ^j,  ^2,  ^3  bis  zu  den  Seiten  des  Dreiecks,  etc.  durch  das 
^^rtesystem  r,  «,  i  auszudrücken  —  allein  die  betreffenden  Bela- 
gen gestalten  sich  weit  compUcirter  als  die  von  uns  in  Betracht 
l  ziehendeB,  ohne  i^  die  folgenden  Untersuchung^  von  weiterer 
Deutung  zu  sein. 


gegfbcupii  Kclationon: 

-ry  =  2rBi3,     XI  =^  2nnj,     yz  z=  2rm, 
n,flj  =  2rp3,     n,Mj  =  2rpg,     B,na  =  2»y, 

mit  dCD  vorhin  angeführten  Beziebnngen  /i,  /i,  /g  gehen 
für  ansere  ferneren  analytischen  Entwickelnngen  Äiadii 
tionen  hen'or: 


/■,  =  2{r+*),  /,  -  2.«-HrH-'',  A  =  2« 

/■.o-|(2.H-<>-H-'*),       /,.-S*(H-«),  /«-^ 

/■„-4rH-2*»-4*-«-H*,       /,.-8r*»(2r— ,),  /,s-4r 

GcmäsB  einem  bekannten  Satze  ana  der  Theorie  äer 
Oloichungen  führen  die  fünf  Gruppen  der  Beziehanf 
/Vi  /fii  /«•  '  ■  ■  /isi  /ti>  /i&i  wenn  die  drei  gleicliartigen  d 
Elemente  jeder  dieser  Onippen  als  Unbekannte  anfgc 
unmittelbar  zu  den  fOnf  kubischen  Gleichangen : 


,4rH-2*M-»'-K 


f«7{(2H-')*-H*)-T«2H-': 


B»— n».2(H-«)-h'<2«*-|-*'«+**)— 2rt* —0 
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Wir  besitzen  somit  5  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  5  ver- 
liedenen  Hauptgruppen  je  dreier  gleichartiger  Dreiecksgrössen,  in 
lohen  alle  Cocfficienten  der  Unbekannten  lediglich  Functionen 
screr  Hilfsgrössen  r,  «,  t  sind;  bemerken  wir  nun  gleichzeitig,  dass 
180  Coefficienten  mit  den  symmetrischen  Functionen  der  ersten 
isse  der  Unbekannten  in  den  Gleichungen  (A),  (B),  (C),  (D),  (E) 
^ntisch  sind,  so  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass,  wenn  3  ganz  belie- 
be Ton  jenen  15  durch  die  Relationen /j  .../15  repräsentirten  sym- 
itrischen  Complexen  der  Unbekannten  gegeben  sind,  hiermit  auch 
^eich  3  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Grössen  r,  «,  t  vorliegen; 

die  Auflösung  derselben  möglich,  so  führt  die  Restitution  von 
«,  t  in  die  Gleichungen  (A)  ...  (£)  sofort  zur  Auflösung  von  fünf 
rschiedenen  Dreiecksproblemen,  respective  es  ist  uns  gelungen  ganz 
gemein  der  Forderung  zu  genügen: 

Wenn  3  beliebige  symmetrische  Functionen  erster  Classe  aus  5 
"scbiedenen  Gruppen  von  je  3  gleichartigen  Bestimmungsstücken 
es  Dreiecks  bekannt  sind,  jedes  Bestimmungselement  dieser  5  Grup- 

0  durch  die  3  gegebenen  Grössen  auszudrücken. 

Bevor  wir  den  Uebergang  zu  einer  weiteren  Verallgemeinerung 
ser  Classe  von  Aufgaben  macheu,  sei  es  uns  gestattet  das  umfang- 
che  Gebiet  von  Problemen,  welches  durch  die  bisherigen  Betrach- 
igeu  der  analytischen  Behandlung  zugänglich  gemacht  wurde,  kri-» 
:\i  zu  untersuchen.    Es  liegen  15  symmetrische  Functionen  vor; 

1  Anzahl  aller  denkbaren  Probleme  dieser  Gattung  ist  offenbar  ge- 

)en  durch  die  fünffache  Anzahl  aller  Combinationen  zu  dreien  ohne 

iederholungen  der  15  vorliegenden  Elemente,  welche  repräsentirt 

15  14. 13 
d  durch  den  Quotienten      '  »  \    =  455;  würde  es  möglich  sein 

i  diesen  455  Systemen  von  je  3  Gleichungen  die  Grössen  r,  «,  t 
erzeit  auszurechnen,  so  könnte  man  dieselben  in  jede  der  5  Glei- 
mgen  von  (A)  bis  (E)  restituiren  und  es  wären  damit  5.455  =  2275 
Bchiedene  Dreiecksaufgaben  erledigt.  Die  etwas  langwierige,  weil 
tem  für  System  vorzunehmende  Untersuchung  dieser  455  Systeme 
Gleichungen  liefert  folgendes  Resultat.  Die  Anzahl  der  Systeme, 
vvelchen  sich  die  Berechnung  der  Hilfsgrössen  r,  «,  t  knüpft  an 
chungen : 

vom  1.  Grade  beträgt  47 
„     2.      „  „      58 

„       0,        „  „        oü 

höheren  Grades  190 

^53 
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Die  fehlenden  2  Systeme  reprteenfiren  von  einander 
Oleichnngen  imd  f&hren  daher  nidit  za  beatimmten  AnfigabeB. 

Ans  dieser  Zusanunenstellimg  ergibt  sich,  dass  die  grössere  Vdt- 
zabl  (263)  dieser  Systeme  zu  geschlossenen  Lösnngen  fthrt  und  dia 
somit  5 .  263  «  1315  Dreiecksprobleme  dieser  Art  als  in  geschlowier 
Form  gelöst  zu  betrachten  sind.  In  der  folgenden  Tabelle  sud  die 
einzelnen  zu  einem  dreigliedrigen  Systeme  combinirten  qmmietnidM 
Functionen,  welche  fOr  je  eine  Gmppe  von  5  Ani^gaben  als  beknt 
Yoransznsetzen  sind,  nach  dem  oben  festgehaltenen  GMchtspiakie 
zusammengestellt  Der  Uebersichtlichkeit  halber  wurde  der  geaeii' 
same  Functionalbuchstabe  /  unterdrflckt  und  ist  der  betreffea^  bfei 
an  seine  Stelle  getreten. 

Es  lösen  sich  also  durch  Gleichungen  vom  1.  QnAe  die  Wo^ 
combinationen : 

1,  2,  3;  1,  2,  5;  1,  2,  13;  1,  3,  5;  1,  3,  6;  1,  3,  13;  1,1,15; 
1,  5,  6;    1,  5,  7;   1,  5,  8;   1,  5,  11;    1,  5,  13;   1,  5,  16;  1,6,1»; 

1,  8,  10;    1,  9,  12;    2,  3,  13;  2,  4,  7;  2,  4,  8;  2,  4,  10;  2,  4,  IS; 

2,  4,  15;  2,  5,  6;  2,  7,  8;  2,  7,  10;  2,  8,  10;  2,  8,  13;  2, 13,  U; 
2,  18,  15;  3,  5,  6;  3,  5,  15;  3,  6,  7;  3,  6,  15;  4,  5,  6;  4,  7,8; 
4,  8,  10;  5,  6,  7;  5,  6,  13;  5,  6,  15;  7,  8,  10;  7,  9,  11;  7,9,12; 
7,  11,  12;    8,  10,  13;    8,  10,  15;    9,  11,  12;    9,  12,  15; 

Durch  Gleichungen  vom  2.  Grade: 

1,  2,  4;     1,  2,  7;    1,  2,  8;     1,  2,  14;    1,  3,  7;    1,  3,  8;    l,3,14;j 
1,  4,  5;    1,  4,  7;    1,  4,  10;    1,  5,  10;    1,  6,  7;    1,  6,  8;   1,6,M;| 

1,  7,  8;   1,  7,  10;  1,  7,  11;  1,  7,  13;  1,  8,  13;  1,  13,  14;  2,4,f?l 

2,  4,  12;  2,  5,  13;  2,  7,  11;  2,  7,  13;  2,  8,  11;  2,  9,  10;  2,  2,  «51 
2,  10,  13;  3,  5,  14;  3,  6,  8;  3,  6,  10;  3,  8,  10;  3,  9,  15;  3, 12,  Uli 

4,  7,  11;  4,  7,  13;  4,  8,  13;  4,  9,  12;  4, 10, 11;  4, 10, 13;  4,18,1»! 

5,  6,  8;  5,  6,  10;  5,  6,  14;  5,  8,  11;  6,  9,  15;  6,  12,  15;  7,  «,  Uij 
7,  8,  13;  7, 10,  11;  7, 10, 13;  7, 11,  13;  8,9,  10;  8,9, 12;  8,M, 
9,  10,  12;  9,  12,  13; 

Durch  Gleichungen  vom  3.  Grade: 

1,  2,  6;    1,  2,  9;    1,  2,  11;    1,  .2,  15;    1,  3,  4;    1,  »,  11;  1,4, 
1,  4,  13;   1,  5,  9;   1,  6,  13;   1,  7,  9;   1,  7,  16;   1,  8,  11;  1,  8, 

1,  8,  15;  1,  10,  15;  1,  11,  18;  1, 13, 15;  1, 14, 15;  2,  8, 15;  %  4, 

2,  4,  11;    2,  4,  14;    2,  5,  7;    2,  5,  8;  2,  7,  9;   2,  8,  14;  2,11, 
2, 14, 15;  3,  6,  14;  3,  7,  15;  3,  8, 15;  8, 10, 15;  3, 13, 15;  8,14, 

4,  5,  7;  4,  5,  10;  4,  7,  9;  4,  7,  15;  4,  9,  10;  4,  10,  15;  4, 14, 

5,  6,  9;    5,  6,  11;    5,  7,  8;    5,  7,  9;    5,  7,  10;    5,  7,  11;  6^  7, 
5,  7,  15;  5,  8,  10;  5,  8,  13;  5,  9,  12;  5,  14, 15;  6,  7, 15;  6,10, 
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14,  15;  7,  8,  9;  7,  8,  15;  7,  9,  10;  7,  9,  13;  7,  9,  15;  7, 10,  15 

11,  15;  7, 12,  15 ;  7,  13,  15;  8,  9, 15 ;  8,  10,  11 ;  8, 10, 14;  8, 11, 13 
L3,14;  8,14,15;  9,12,14;  9,14,15;  10,11,12;  10,14,15;  11,12,15 
,14,15;  12,14,15;  13,14,15; 

Durch  Gleichungen  vom  4.  Grade: 

2,  10;  1,  2,  12;  1,  3,  9;  1,  3,  10;  1,  4,  8;  1,  4,  9;  1,  4,  15 
5,  12;  1,  5,  14;  1,  7,  12;  1,  7,  14;  1,  8,  9;  1,  10,  13;  1,  11,  12 

3,  4;    2,  3,  6;    2,  3,  8;    2,  4,  6;     2,  5,  14;     2,  G,  7;    2,  7,  12 

7,  14;  2,  7,  15;  2,  8,  9;  2,  8,  15;  2,  9,  13;  2,  10,  15;  2,  11,  12 

4,  6;    3,  4,  15;    3,  5,  7;    3.  6,  9;    3,  G,  12;   3,  6,  13;   3,  7,  14 

8,  13;  3,  9,  12;  4,  5,  13;  1,  G,  7;  4,  G,  10;  4,  7,  12;  4,  7,  14 
8,  9;  4,  8,  14;  4,  8,  15;  4,  9,  13;  4,  10, 12;  4,  10,  14;  4,  11, 12 
13,  14;  5,  G,  12;  5,  7,  14;  G,  7,  8;   G,  7,  9;  6,  7,  10;    G,  7,  11 

7,  13;  G,  7,  14;  G,  8,  10;  G,  9,  12;  7,  8,  12;  7,  8,  14;  7,  9,  14 
10,12;  7,  10,  14;  7,  11,  14;  7, 12,  13;  7,  12,  14;  7, 13, 14;  8,  9,  13 
11,12;  8,13,15;  9,10,13;  9,10,15;  10,12,15;  10,13,14;  10,13,15 
,12,13; 

Durch  Gleichungen  von  höherem  als  dem  4.  Grade: 

3,  12;  1,  4,  11;  1,  4,  12;  1,  4,  14;  1,  G,  9;  1,  G,  11;  1,  G,  12 
0,  14;  1,  8,  12;  1,  9,  10;  1,  9,  11;  1,  9,  13;  1,  9,  14;  1,  9,  15 
10,11;  1,10,12;  1,10,14;  1,11,14;  1,11,15;  1,12,13;  1,12,14 

12,  15;  2,  3,  5;    2,  3,  7;    2,  3,  9;    2,  3,  10;    2,  3,  11;    2,  3,  12 

3,  14;  2,  5,  9;  2,  5,  10;  2,  5,  11;  2,  5,  12;  2,  5,  15;  2,  G,  8 
G,  9;    2,  6,  10;  2,  G,  11;  2,  G,  12;   2,  G,  13;    2,  G,  14;   2,  6,  15 

8,  12;  2,  9,  11;  2,  9,  14;  2,  9,  15;  2,  10,  11;  2,  10,  12;  2,  10,  14 
11, 14;  2,  11,  15;  2,  12,  13;  2,  12,  14;  2,  12,  15;  3,  4,  5;  3,  4,  7 

4,  8;    3,  4,  9;    3,  4,  10;   3,  4,  11;   3,  4,  12;   3,  4,  13;   3,  4,  14 

5,  8;  3,  5,  9;  3,  5,  10;  3,  5,  11;   3,  5,  12;    3,  5,  13;    3,  6,  11 

7,  8;    3,  7,  9;   3,  7,  10;    3,  7,  11;    3,  7,  12;    3,  7,  13;    3,  8,  9 

8,  11;  3,  8,  12;  3,  8,  14;  3,  9,  10;  3,  9,  11;  3,  9,  13;  3,  9,  14 
10, 11 ;  3, 10, 12 ;  3, 10, 13;  3, 10, 14 ;  3, 11, 12;  3,  11,  13;  3, 11, 14 
11, 15;  3,  12,  13;  3,  12,  14;  3,  13,  14;  4    5,  8;  4,  5,  9;  4,  5,  11 

5,  12;   4,  5,  14;    4,  5,  15;    4,  G,  8;    4,  G,  9;   4,  G,  11;   4,  G,  12 

6,  13;  4,  G,  14;  4,  G,  15;  4,  8,  11:  4,  8,  12;  4,  9,  11;  4,  9,  14 
9, 15;  4,  11,  13;  4,  11,  14;  4,  11,  15;  4, 12, 13;  4, 12, 14;  4, 12, 15 

7,  12;  5,  8,  9;  5,  8,  12;   5,  8,  11;  5,  8,  15;   5,  9,  10;   5,  9,  11 

9,  13;  5,  9,  14;  5,  9,  15;  5,  10,  11;  5,  10,  12;  5,  10,  13;  5,  10, 14 
10,15;  5,11,12;  5,11,13;  5,11,14;  5,11,15;  5,12,13;  5,12,14 
12,  15;  5,  13, 14;  5,  13,  15;  G,  7,  12;  6,  8,  9;  G,  8,  11;  6,  8,  12 

8,  13;  G,  8,  14;  6,  8,  15;  G,  9,  10;  G,  9,  11;  G,  9,  13;  6,  9,  14 
[0,11;  6,10,12;  G,10,13;  G,10,14;  6,11,12;  6,11,13;  6,11,14 
11,  15;  6,  12,  13;  G,  12,  14,  G,  13, 14;  G,  13, 15;  8,  9,  11;  8,  9, 14 

rwi  Liiv.  i " 
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8,11,14;  8,11,15;  8,12,13;  8,12,14;  8,12,13;  9,10,11;  9,10,1 
9,11,13;  9,11,14;  9,11,15;  9,13,14;  9,13,15;  10,11,13;  10,11.1 
10, 11, 15;  10,  12,  13;  10, 12.  14;  11,  12,  14;  11,  13, 14;  11,13,1 
12, 13, 14;  12,  13, 15; 

Als  unbraQchbar  zar  BcBtimmung  der  GröBScn  r,  «.  i  ante 
sich  die  Wcrteconibinationcn:  4,  7,  10  niid  7,  14,  15. 

Im  folgcndcu  möge  es  uns  gestattet  sein  eine  beschiinkle . 
zahl  von  An^fgaben  dieser  Art  n&ber  zn  detailtiren,  indem  et  n 
oboe  Interesse  ist  in  die  grosso  formale  Mannigfaltigkeit  Act  nm 
Gleichungssj'stemen  zukommenden  Lösnngen  eines  tieferen  Eial 
zu  geninnen. 

I. 

Es  sollen  die  3  Seiten  r,  y,  %  eines  ebenen  Dreiecks  best 
worden,  wenn  bekannt  ist:  die  Snmmo  (a)  der  Seiten,  dieSumit 
der  Höhen  nnd  dio  (dop)>eltc)  Summe  (c)  der  Mittellote;  das 
also: 

je+y+ü  =  i,      »ii+m,  +  m.j  =  i,      a.-fnj  +  w.T  =  e 

Unter  HinznziclinDg  der  Relationen Z,,/,,/,  resultirt  sofort: 

2y(2r+.)«+(^  =  a 

|:(4r»+2^+8r.  +  (»)=i 

2(rH-.)  =  c 

welche  Bozicbangcn  als  BostimmtuigsgleicIlnDgen  fllr  die  Grüs^ 
0,  t  aufgefasst,  sofort  ergeben: 

*'  =  J-J(-6+2c+y3<.»+6«+e»— Acr)« 

ßczoicbncn  wir  die  Irrationalität  dieser  Formeln  knn  mit  *,  so 
die  Restitution  dieser  Werte  in  (A)  nnmittolbar  znr  BezicbnDg: 

—  oitio  Gleichung,  deren  3  Wnrzeln  x,  y,  a  bei  acfaicklicber 
von  o,  £,  e  3  positive  reelio  Werte  als  die  Seiten  eines  Dreiec 
Function  der  vorhin  bcKoicbneten  Grössen  re^itoMitirefi. 
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n. 

Es  seien  vorgelegt  die  Wertecombinationcn  : 

m  fttige  etwa  wieder  nach  den  Seiten  des  diesem  Grössensysteme 
2;ehörigen  Dreiecks.  In  Rücksicht  auf  die  Relationen  /„  /j,  /,5 
lalten  wir  sofort: 

a  =  2V(2r-f  «)2-f  <« 

T 

■aus  zunächst  hervorgeht: 


ac  1  fä  I  /Ij^ 

=  2bV~2b'     *  =  ^r  2«^ 


irend  die  Berechnung  von  t  durch  die  Natnr  der  vorgelegten  Auf- 
o  als  überflüssig  erscheint.  Die  Restitution  dieser  Werte  in  (A) 
-t  in  diesem  Falle  zur  Beziehung: 

3  3 

^n    Bedeutung  nach  dem  gesagten   einer  näheren  Interpretation 
nicht  mehr  bedarf. 


ra. 

Es  seien  vorgelegt  die  Grössen: 

=  a*,     WiWg+WjWa  +  mgWia  =  &^     qihi'+qiW+qsV  =  ^^ 

wir  wollen  diesmal  die  Gleichung  für  die  Höhen  desjenigen  Drei- 
^  dem  diese  symmetrischen  Functionen  entsprechen,  aufstellen. 
Zuhilfenahme  der  Relationen /g, /s, /^  liefert  sofort: 

a3  =  4r«y(2r  +  «)^+^^ 
b^=  J((2r+*)«+<^) 
e^  =  8r«-(2r  — ><) 
US  zunächst  r  hervorgeht  in  der  bemerkenswerten  Form: 

17* 
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und  wenn  wir  die  Irrationalität  dieser  Form  kurz  mit  k  bczeicbneo. 
so  gewinnen  x  und  t  die  Gestalt: 


s 


Mit  Rücksicht  auf  diese  Substitutionsgrösse  gewinnt  nun  (B)  die  Form 
als  Gleichung,  welche  der  aufgestellten  Forderung  genügt. 


IV. 
Es  seien  folgende  Werte  bekannt: 

und  wir  wollten  abermals  die  Höhenperpendikel  desjenigen  Dreiecks 
bestimmen,  dem  jene  Werte  zukommen;  wir  haben  somit  die  Rela- 
tionen/j,, /j  4  und/i5  anzuwenden  und  erhalten  so  die  Gleichungen: 

a2  =  4r24-2*2-f  8r«+/^ 
Ä2  =  4r24-2«2-4r«+iJ*, 
c^  ==  4r«^, 

aus  denen  mit  Leichtigkeit  die  Formeln  resultiren: 

r  := TT^r-z — >  s 


Während  <,  wie  eine  naheliegende  Betrachtung  ergibt,  nicht  explicit* 
gerechnet  zu  werden  braucht.    Mit  Rücksicht  auf  (B)  erhalten  wir: 

-i(Ä)'{*'-+"'-(»-^)')- 

als  Gleichung,  welche  die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  implidle 
enthält. 
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V. 
£s  seien  vorgelegt  die  Producte: 

c  gehören  einem  bestimmten  Dreiecke  an,  von  welchem  wir  bei- 
ielswcisc  die  Dimensionen  jh^  Pi^  P3  ^u  kennen  wünschen.  Die 
jJatioucn /g, /y, /,5  führen  zunächst  zu  den  Hilfsgleichungen: 

h^  =  2rt^ 

i  dcucu  zunächst  s  hervorgeht  in  der  bemerkenswerten  Form: 

3 

""-^^V  4(2^»3+c3) 

l  wcuu  der  irrationale  Factor  von  c  kurz  mit  a  bezeichnet  wird, 
folgt  unmittelbar: 

c        ^       2hh^ 
Lcho  Werte  in  (D)  substituirt  liefern: 

P^'-P'^  (2«'(*' + <^') + «")  +P  V  (^  +  *''^  -  \   c    )  =  ^ 

VI. 
Gegeben: 

«i%-t''*i"3"t'"2''ft  =  &*  =  2ä^ -j- 3r« -f- ^'^ 

jcsncht  etwa:  u^^  n.j.  //;{. 
Man  findet  zunächst: 

'•  ^  2c'      *  =  2c^^^~^  -"'^  ^'      *   = 2^2 

Ke  Restitution  dieser  Werte  in  (G)  liefert  sofort  m„  m,,  ng  in  P^unc- 
tioii  der  gegebeneu  Grössen  durch  die  Gleichung: 
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vn. 

Gegeben: 

^1*4^3  =  i'  =  2rÄ* 

Gesucht  etwa:  /Jj,  jj^^  /'s« 
Man  iiudct  zunächst: 

Die  Restitution  dieser  Werte  in  (D)  liefert  sofort  p^  p,?  Ts  i^  F 
tion  der  gegebenen  Grössen  durch  die  Gleichnng: 

vm. 

Gegeben : 

W1W2W3  «=  a*  -=  2r«^    i^il^Ä^s  "=  *^  "^^  2r'     ^^^3  ■=»  c^  =  4r** 
Gesucht  etwa:  q^  q^^  (^3. 
Man  findet  leicht: 

Die  Restitution  dieser  Werte  in  (E)  liefert  sofort: 

IX. 

Gegeben :  

xy«  =  a3  =  4rtfl/(2r+«)>+t« 

2« 
f7ij7/t2+WiWt3  4-"4»*3  =  6*  =  —  ((2r+«)*4-<') 

2«* 
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^acht  etwa:  q^^  q^^  q^, 
ergeben  sich  zunächst  die  Formeln: 

ren  Restitution  in  (£)  liefert: 

^       ^a»J»+4ciO  — 16a2|5»2c6        ,4aM,  ,„       ,,       4rtV«        ^ 
«^^ 4&V +(?'-ä6-(«*^'-^') p-  =  Ö 

X. 

Zam  Abschlüsse  dieser  Reihe  von  Beispielen  möge  noch  folgende 
^ertecombination,   ihres  hohen   formalen  Interesses   halber,    Platz 

iden:  

x^z  =  a^  =  Ar8V(2r+8)^  +  t^ 

2« 
r 

ieraus  gehen  zunächst  die  formell  gewiss  merkwürdigen  Relationen 

■not: 

5  ö 


r  =  ^./^,.  .-     .    g^ 


-iv 


bstituirt  man  diese  Werte  und  den  ähnlich  gebauten  Wert  von  t 
^a  in  (A),  so  erhält  man: 

5  5  5  5 

Gleichung,  deren  3  Wurzeln  x^  y,  z  die  Seiten  eines  ebenen  Drei- 
^  bestimmen,  wenn  das  Product  seiner  3  Seiten,  das  Product  sei- 
f  3  Winkelhalbirungslinien,  sowie  die  Summe  der  als  Producte 
^zufassenden  Combinationen  zu  zweien  seiner  Höhenperpendikel 
kannt  sind. 

Wenn  man  erwägt,  dass  die  Relationen /j  bis/15  die  symmetri- 
ben  Functionen  erster  Classe  der  drei  möglichen  Ordnungen  unserer 
Betracht  gezogenen  Dreiecksgrössen  repräsentiren,  und  dass  es 
ch  einem  Satze  aus  der  Lehre  von  den  symmetrischen  Functionen 
-ts  möglich  ist  eine  symmetrische  Function  beliebiger  Ordnung  und 
^8se  darzustellen,  wenn  nur  alle  Ordnungen  der  symmetrischen 
anctionen  der  ersten  Classe  bekannt  sind,  so  ist  es  also  auch  mög- 
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lieh  drei  beliebige  symmetrische  Complexe  unserer  untersuchten  Ele- 
mente durch  die  Werte  r,  «,  t  auszudrücken  und  hiermit  wären  auch 
alle  jene  Aufgaben,  bei  welchen  symmetrische  Complexe  der  Unbe- 
kannten von  beliebiger  Classe  und  Ordnung  gegeben  sind,  auf  rein 
analytische  Schwierigkeiten  zurückgeführt.  Es  ist  klar,  dass  durch 
diese  Verallgemeinerung  unserer  obigen  Betrachtungen  die  Zahl  der 
denkbaren  Aufgaben  dieser  Gattung  sich  ins  beliebige  vermehren 
lässt  —  allein  die  Möglichkeit  der  analytischen  Durchfahmng  solcher 
Probleme  ist  leicht  begreiflicher  Weise  eine  bedeutend  geringere,  als 
in  der  bisher  betrachteten  Gruppe. 

Ein  Beispiel  möge  den  Vorgang  bei  der  Behandlung  von  Auf- 
gaben dieser  Art  illustriren.  Bildet  man  auf  die  bekannte  Art  ans 
/i  und  /s  die  Quadratsumme  der  Grössen  o:,  y^  z  und  ebenso  aus  /; 
und/g  die  Quadratsumme  von  r^,  i%^^  773,  so  erhält  man: 

«i*+V  +  Wt,^  ^  4r»— 2^»  ==  h'^ 

Sei  etwa  noch  als  drittes  Bestimnmngsstück  unserer  gesuchten  Drei- 
ecksgrössen  gegeben: 

so  ergibt  die  Auflösung  des  hierdurch  repräsentirten  Systems  von 
Gleichungen  nach  r,  «,  t  die  Werte: 

welche  in  ein  beliebiges  der  fünf  Systeme  von  (A)  bis  (E)  substituirt 
zur  impliciten  Lösung  der  angedeuteten  Aufgabe  führt. 

Eine  noch  weitergehende  und  viel  fruchtbarere  Verallgemeinerung 
der  Aufgaben  dieser  Art,  welche  die  Keduction  der  untersuchten 
Grössen  auf  reine  Functionen  von  r,  s,  t  zulässt,  besteht  in  folgender 
Bemerkung.  Es  ist  im  allgemeinen  möglich  beliebige  algebndsche 
(also  ganze  und  gebrochene,  rationale  und  irrationale)  homogene 
symmetrische  Functionen  aus  verschiedenen  Gruppen  unserer  Dreiecks- 
elemente zu  bilden,  welche  ebenfalls  nur  von  r,  *,  t  abhängen;  auck 
in  diesem  Falle  ist  die  Lösung  von  Aufgaben,  in  welchen  die  gege- 
benen Elemente  auf  die  eben  angedeutete  Weise  gebildet  sind,  ledig- 
lich von  der  Möglichkeit  der  Auflösung  des  vorliegenden  Aggregates 
der  Grössen  r,  «,  t  nach  jeder  einzelnen  dieser  Grössen  abhängig. 

Auch  hier  mögen  zwei  Beispiele  die  ausserordentliche  Mannig- 
faltigkeit dieser  Aufgaben  illustriren. 
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I. 

Es  seien  vorgelegt  die  Werte: 


V. 


PlPiPi\  '  "l  +  "2  +  «3 


mäss  unseren  Ausführungen   liaben  wir  zunächst  folgende  Hilfs- 
ationen zu  bilden: 


VI 


lebe  als  Bestimmungsgleichungon  für  die  Grössen  r,  «,  t  aufgefasst, 
:ebcn: 

)lltcn  wir  nun  die  wiDkelhalbircnden  Linien  eines  Dreiecks  be- 
nmeu,  dem  die  obigen  Werte  entsprechen,  so  fülirt  die  Restitution 
scr  Werte  von  r,  *,  t  in  (E)  unmittelbar  zur  Gleichung: 

#2« — q\ib{\  + 1%) — c^)  +  5«.  hcH\t%  —  Vf*&«— 26'^) 

en  3  positive  Wurzeln  die  Auflösung  der  gestellten  Aufgabe  reprä- 
tiren. 

II. 
Es  seien  vorgelegt  die  Werte: 

.?!?!?L  _  ^3       '!i!'«?3 ^ 

1 


(/'l  7^2  +i>li'3  +;'2;'3)  (/^l  +  P2+/'8) 


=   t 


hcicn  diesmal  die  Diniensiouou  y>,,  /j^.  ;>a  *^^s  Dreiecks,  welchem 
vorgelegten  Werte  entsprechen,  zu  bestimmen.    Abermals  bilden 
•  zuerst  die  Hilfsrelationcn : 

j  welchen  hervorgeht: 


j 
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r  =  2'        •  —       24      '  »    —    j 

Diese  Worte  in  <D)  BnbBütairt  ergeben: 

p'-f-2Ä«(«'-»")-2»')  +  Pj^  -  1?  -  0 

als  Gleichung,  deren  3  Wurzeln  Pi,  Ps,  pj  der  oben  gestellten  For- 
dcrnng  entsprechen. 

Die  Reanltate  dieser  im  vorigen  gegebenen  AasflIhruDgen  lassen 
sich  kurz  zusammengefasst  in  folgender  Form  aossprechen: 

Es  ist  allgemein  muglich  irgend  ein  Aggregat  von  symmetrischen 
Functionen  aus  fünf  (and,  wie  sich  leicht  aasfAhreii  Hesse,  noch  \ic- 
Icn  anderen)  Gruppen  je  dreier  gleicbartiger  Drciccksgrössen  durch 
die  Werte  r,  »,  i  auszudrücken.  Werden  3  solche  A^regate  als 
bekannt  voransgesctzt  und  fragcu  wir  nach  den  einzelnen  Elementen 
derselben,  so  hängt  die  Mügliclikcit  der  Beantwortung  dieser  Frage 
nnr  davon  ab,  ob  es  in  dem  gegebenen  Falle  gelingt  die  mit  r,  t,  t 
bezeichneten  Hilfsgrössen  einzeln  aus  den  gegebenen  A^;regaten  hor- 
aasznrechncu  —  dagegen  ist  diese  Forderung  jederzeit  von  der  Gruppe 
der  gesuchten  Dreiccksgrössen  völlig  unabhängig. 

Wien,  am  15.  Jnli  1879. 
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XXII. 

Zur  Geometrie  der  Geraden, 

Von 

Emii  Hain. 


I. 

ABCD  seien  Punkte  einer  Geraden,  O  der  Nullpunkt  derselben ; 
^  bezeichuen  die  Abstände  der  Punkte  ABCD  von  O.    Dann  ist: 

»gt  C  in  C?,  so  haben  wir: 

a  ^a — d  ahiX  —  k) 

b    b  —  il  a — bX 

r  {ABCE)  =  ft  ist 

c  = — 

a  —  hin 

ecu  wir 

«9  ßj  ^9  V'  constant  sind,  so  finden  wir 

,  =  ^  r    X{^-^)  +  ^-ß    1 

Punkte  Z>,  i;  bilden  für  variable  l  projeetivische  Punktreihen, 
sich  D  und  E  eindeutig  bestimmen.    Für  d  =  (xi  wird: 
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c  =  ab 


_a{a(p — ba)-\-b( 


■H^-ß)   1 

•b(atl,-bß)\ 


Nennen  wir  diesen  Punkt,  d.  i.   den  Gegenpnnkt  der  Reibe  £.  l 
für  Dil  erhalten  wir  folgende  "Werte: 

_      ,  atlf  —  bß 

'  n(p  —  ba 

aCD  —  ba-i- 
d  =  ab 


tiq>  —  ba-\-ail) — ^ß     1 
a(oq)  —  bäy^~b(arlf  —  bß)\ 


Daraus  folgt: 

^  ^^       a{aq) — ba)  +  b(a^  —  i^/J) 
Es  ist  also  DuKu  =  0,  wenn 

I  ■  7 

Wir  babon  somit  den  Satz:   Construirt   man   zu  drei  Puuli 
ABC  zwei  Punkte  D  und  K  so,  dass 

(ABCD)  ==  ;i 

WO  «,  |J,  g),  ^  constant  sind;  so  sind  D  und  E  für  variable  i 
jugirtc  Punkte  einer  Involution,  wenn 

a-f-tf;  =  0 
Specicllc  Fälle,  für  welche  diese  Beziehung  bcsloht,  sind: 

1  , 

ft  =  j,      f4  =  —  A. 

IL 

Construirt  mau  zu  drei  Punkten  ABC  einer  Geraden  zwei  P 

/>,  E  so,  dass 

(ABCD)  =  A,     (ABCE)  =  «A, 

wo  cf  constant  und  l  variabel  ist;  so  bilden  die  Puukte  A  i 
projectivische  Keihen.  Aendert  mau  auch  «,  so  liegen  die  < 
punkte  dieser  projectivischen  Punktreiheu  zu  AB  symmetrisch,  w 
die  Doppelpunkte  fest  bleiben. 

C  sei  der  Nullpunkt  der  Geraden.    Dann  ist: 
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Werten 

;i  =  (X),    ;i  =  () 

m  die  Doppelpunkte: 

e  A,  B. 

jegcnpunktc  für  die  Reihen  a  sind  die  Punkte: 

aa  —  h      hu  —  a 
a — 1  '      o — 1 

3  ist:     ^  ,  die  Mitte  von  AB, 

1  Projection  der  Punktreihe  wird  der  unendlich  ferne  Punkt 
raden  der  endliche  Punkt  F.  Wird  F  sowol  der  Reihe  Z>, 
ler  Reilie  E  zugehörig  betrachtet;  so  entsprechen  ihm  in 
?ihen  die  Punkte  Ef^  D/,  Die  frtlheren  Gegenpnnkte  Z>^, 
n  nun  die  Punkte  />/,  Ef.  Die  Symmetrie  D^^  E^^  welche 
Involution  aufzufassen  ist,  deren  Doppelpunkte  U  und  die 
AB  waren,  ist  jetzt  diejenige,  für  welche  F  und  der  zu  F 
AB  vierte  harmonische  Punkt  Doppelpunkte  sind.  Die 
[lieses  Paragraphen  aufgestellte  Behauptung  lautet  also  ver- 
?rt:  Construirt  man  zu  drei  Punkten  ABC  einer  Geraden 
ite  Z>,  E  so,  dass 

(ABCD)  =  k,     (ABCE)  =  ak-, 

für  variable  k  die  Reihen  Z>,  E  projectivisch.  Ist  F  ein 
,  fester  Punkt  des  gemeinsamen  Trägers  und  entsprechen 
n  Reihen  Z>,  E  die  Punkte  /)/,  E/\  so  liegen  diese  Punkte 
le  a  stets  harmonisch  zu  F  und  dem  beztlglich  AB  zn  F 
hcn  Punkte. 

III. 

id  E  seien  gegeben  durch  die  Gleichungen: 
^      ab(l^k)  ab(l-ti) 

a  = TT—  *        e  = : — 

a  —  hk  a  —  oft 

m  die  Beziehung  suchen,   welche  zwischen  afikfi  besteht, 
feste  A  und  B  die  Mitte  von  DE  immer  derselbe  Punkt 

die  constante  Mitte  von  DE,    Dann  ist: 


;  Zur  ütemtlrü  der  Gtradtn. 


Die  Reihen  D,  E  bilden  eine  Involution,  deren  Doppelpunkt 
und  der  unendlich  ferne  Punkt  U  sind.    Für  den  speciellefi  FiU 

a+6  =  0, 

in  wololiem  O  die  Mitte  von  AB  ist,  wird 

1 
**  =  ! 
Dies  gibt  den  bekannten  Satz: 

Constrairt  man  die  zur  Mitte  einer  geradlinigen  Strecke 
lieh  derselben  zugehörigen  Funkte  nach  zwoi  zu  einander  reci 
DopiielvcrhaituisaoQ,  so  halbirt  die  Mitte  zwischen  den  so  erh 
Punkten  die  Strecke  selbst. 

Kelimcn  wir  O^C  nicht  in  der  Mitte  von  AD  oder  j 
sei  also  die  Lage  von  o  ^  C  ganz  allgemeiii;  so  bilden  die  1 

_  "id-i)  _  aJ(i-l) 

für  welche 

{ABCD)  =  1,    (AßC£)  =  \ 
nach  I.  eine  Involution. 

Den  Doppelpunkten  derselben  entsprechen  die  Werte: 

Die  Doppelpunkte  sind  also  C^O  und  der  zu  C  bezOglich  AB 
harmonische  Punkt.    Wir  haben  sonach  den  Satz: 

Constmirt  man  zu  einem  beliebigen  Teilponkte  einer  gege 
geradlinigen  Strecke  bozaglich  der  Endpunkte  derselben  die  i 
zu  einander  reciprokcn  DoppelvcrhlUtnissen  zugehörigen  Pudd 
bilden  diese  eine  Involution,  deren  Doppelpunkte  der  erstgea 
Toilpunkt  und  der  zu  diesem  bezüglich  der  festen  Strecke  vierte 
monische  Funkt  sind. 
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IV. 

'Q  seien  feete  Pankte  einer  Geraden,  ihre  Abstände  vom 
t  O  derselben  ahpq.    Ferner  sei 

{ABPX)  =  i  =  {ABQY) 

variable  X  bilden  die  Pankte  X^  Y  projectivische  Reihen, 
als  die  Abstände  der  Pankte  X,  Y  von  O  ist: 

& — p     h  —  X        h  —  q    b  —  y 

Aa(Ä  — p)  —  K« — p) 
*""    ^(&— |))  — (a— p) 

Aa(Ä  —  3)  —  ^(<» — g) 

y=  Ä(*-5)-(«-(z) 

die  Gegenpunkte  -^/i,  yji  erhalten  wir: 

a;«QO,    y= — 

p  —  q 

|)(a-{-&)  —  oÄ — pq 
p—q 

e  von  -X]u  1%  halbirt  die  Strecke  AB. 
Ansicht  der  Werte  für  a;,  y  gibt  anmittelbar: 

;i  =  «,    X=Y=A 

pelpankte  der  Reihen  X^  Y  sind  also  die  Pankte  A^  B,    Im 

r  Involation  ist 

X^Y^  =  0 

ab+pq  —  qia'\-'b)  ^  p(a'^-b)  —  ab'-pq  ^  ^ 

p—a  p— « 

allgemeiner  Lage  von  P  and  Q  fallen  also  die  Gegenpnnkte 
rammen.  Doch  gibt  es  für  jeden  Paukt  P  einen  Pankt  Q, 
die  Reihen  X^  Y  einander  involatorisch  entsprechen  lässt. 
Iden  die  Reihen  P,  Q  selbst  eine  Involation,  welche  darch 
ihang 

ist.    Die  Doppelpaukte  dieser  Involation  sind  ebenfalls   A 
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V. 

Construirt  mau  zu  den  Gegenpunkten  zweier  projectiviscbenPün 
reihen  auf  einer  Geraden  die  entsprechenden  endlichen  Punkte, 
liegen  diese  zu  den  Gegenpunkten  symmetrisch. 

Wir  beweisen  dies  mit  der  allgemeinen  Verwandtschaftsgleid 
die  zwischen  den  Abständen  rr,  ^  der  Punkte  X.  Y  von  einem  l 
bigen  Punkte  O  des  gemeinsamen  Trägers  besteht.    Diese  laute 

Dann  entsprechen  dem  unendlich  fernen  Punkte  U  beider  Reili 
Punkte  JT«,  Y/n  mit  den  Coordinaten: 

a;=  —  /3,     y  ='—a 

Der  Punkt  Xu{x  =  —  ß)  kann  aber  auch  als  ein  Punkt  doi 
y  betrachtet  werden.    Setzen  wir  also: 

y  -=  —  /5 

so  erhalten  wir: 

ß'-Y 

Ebenso  entsprochen  einander: 

y  —  €t* 

Nun  ist: 


i 


ß^—Y  ,  y— ft^ 

[a  —  ß"^  a  —  ßj 


Demnach  ist  die  Mitte  zwischen  den  beiden  Punkt<^n,  von  v 
jeder  dem  Gegenpunkte  der  einen  Reihe  als  der  andern  zut 
in  jener  entspricht,  auch  die  Mitte  von  Xu  Yf^. 

Ein  ähnlicher  Satz  lautet: 

Construirt  man  zur  Mitte  der  Gegenpunkte  zweier  projecti^ 
Reihen  die  beiden  entsprechenden  Punkte,  so  liegen  diese  s 
Gegenpunkten  symmetrisch. 

Der  Mitte  von  Xj^  F/i  entsprechen  die  Punkte : 

a/5  +  /S^— 2y  2y  — ««— a/5 

X  = 7, —  •        y  =  -^ 5 — - 

a  —  p  ^  a — ß 

Hieraus  folgt  also; 
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g+y «+P 

2  2 

Die  Projection  ergibt: 

Wird  auf  einer  Geraden,  dem  Träger  zweier  projectivischen 
Pnnktreihen  X^  Y  irgend  ein  Punkt  F  auf  jede  dieser  Beihen  be- 
asogen  und  entsprechen  ihm  in  dieser  Weise  die  Punkte  X/,  Yf\  be- 
stinimt  man  femer  den  zu  F  bezüglich  Xf^  Y/  harmonischen  Punkt 
G^  und  entsprechen  demselben  in  beiden  Reihen  die  Punkte  Xg^  Ygi 
so  teilt  JF^  auch  Xg  Yg  harmonisch. 

Wien,  Mai  1879. 


i».u  i-xnr.  *^ 
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XXUI. 


Geometrische  Anwendung  der  Addition 
elliptischer  Integrale. 


Von 

R.  Hoppe. 


Der  Schnitt  eines  geraden  Cylinders  und  einer  Engel  liefert  ei 
grössere  Anzahl  von  Figuren,  deren  Grösse  sich,  and  zwar  zum  T 
ziemlich  einfach,  in  elliptischen  Integralen  ausdrückt. 

Der  durch  die  Kugel  begrenzte  Cylindermantel  ist  reine  Fnncti« 
2.  Gattung  oder  aus  1.  und  2.  Gattung  zusammengesetzt,  jenachde 
der  Cylinder  durchgesteckt  oder  eingekerbt  ist.  Im  GrenzM,  i 
der  Cylinder  die  Kugel  von  innen  berllbrt.  ist  das  Integral  nicht  nd 
elliptisch,  sondern  algebraisch. 

Auf  der  Kugel  begrenzt  der  Mantel  einen  innem  und  lüssa 
Teil.  Da  sich  bei  der  Berechnung  der  innere  Teil  stets  als  Ra 
von  der  Kugelflächc  darstellt,  so  ist  es  einfacher  nur  den  iosser 
Teil  zu  betrachten.  Dieser  ist  im  allgemeinen  elliptisch,  zusammei 
gesetzt  aus  1.  und  2.  Gattung,  einem  algebraischen  und  einem  cirai 
laren  Term,  wird  aber,  wenn  der  Mantel  durch  den  Mittelpunkt  k 
Kugel  geht,  sehr  einfach  2.  Gattung  oder  ans  1.  und  2.  Gattung  fl 
sammengesetzt^  in  denselben  Fällen  wie  der  Mantel. 

Die  Schnittcurve  ist  im  allgemeinen  hyperelliptisch,  bloss  wei 
der  Cylinder  die  Kugel  von  innen  berührt,  wird  sie  reine  elliptisd 
Function  2.  Gattung. 

Der  Körper  zwischen  beiden  Flächen  ist  stets  elliptisdie  Fo 
tion  3.  Gattung. 
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/^on  den  genannten  Figuren  betrachten  wir  teils  das  Ganze  teils 
bei  begrenzte  Stücke. 

)ie  Gleichung  der  Kugel  sei 
es  Cylinders 

(x--b)^+y^^c^  (1) 

Koordinaten  eines  gemeinsamen  Punktes  reduciren  sich  folgender- 
3n  auf  einander: 

"^"^  2b 

(2) 

y2  =, ^^ 


.    Mantel  des  durchgesteckten  Cylinders  (a>Ä-f-c). 

$ei  Gl.  (1)  erfllllt  durch 

aj  =  &  —  ccos9>;    y  =  csintp  (3) 

IS 

z  =»  ya^-'h^-'€^  +  2hccoH(p  (4) 

ist  der  Mantel 

4B 


M-=2c 

0 


?  /  zdg> 


h.  die  Substitution 

1  /        ^ 
q>  =  2amu  für  den  Modul  k  ^  21/  "2^^77737^ 

'elcher  die  Coordinaten  die  Ausdrücke  erhalten 
X  =  b — <?-|-2<?sn*M;     y  =  2^snf^cn7i 

z  =  V«^ — (& — c)Hnu 
bt  sich: 

2A' 

3/  =  4cl/^— (i  — c)»  r^hidu  =  8tfl/a«— (&  — c)«J5:  (5) 

i,  elf/  die  Integrale  1.  und  2.  Gattung,  mit  IT,  £J  deren  Quadran- 
mit  SUM,  cnw,  dnw  die  Functionen  sin  am»,  cosam?/,  "j/l — Ä^^sn^w 
:hnet. 

18« 


r 


27l.>  Boppt!  GeamttHtelit  Änwtndimg  dtr  AddiUoK  (ffiptüekr  /nfqnlr, 

Nimiht  man  daa  Integml  bis  id  der  beliebigen  oben  Qnt 
V  =  g>„  «  =  II,,  so  stellt 

M,  -  4eVa»— (*— c)*ei«, 

einen  Streifen  des  UantelB  zwischen  ä  Seiten  dar,  deren  entere  u 
dem  MittelpoDlct  hin  in  der  xi  Ebene  li^L 

lieber  die  Constanten  h,  c  Ifisst  sich  derart  verfOgen,  dsss  Ht 
vorschiedenor  Cytinder  einander  gleich  werden.  Hierbd  luMi 
den  Factor  E,  bzhw.  el»,  sowie  n  nnverändert,  dann  sind  die  2 


bei  gegebenen  a,  k,  A  dnrch  verschiedene  b.  r.  m  erfollen.    Gl 
nach  r?  aufgelöst  giebt  t 


^-v-+m- 


wo  nnr  die  positive  Wnrzel  gelten  kftnn.  DafOr  kann  nian  emb 
schreiben ; 

2— t* 

'-äJ"»*  "-" iE? ■ 

Licsse  man  jetzt  ß  nnabbftngig  varüren,  so  vfirde  sich  M  nm 
seinem  algebraischen  Factor  ändern,  and  mit  den  M^  würde  siel 
niftsB  den  Relationen  der  elliptisches  Functionen  von  gitidion  11 
rechnoii  lassen.  Doch  soll  anch  der  Coofficient  flbereinstimnieu. 
mit  dio  Beüiehnngen  als  geometrische  zn  Tage  treten. 

Sei  


=  1/1=-* 

r  i+A 


dann  wird 


oAcotg  tm'cotß 


-*  -  r-^iYi^/.^'^'^^'ß  =  ao'ysd+A);^ 


+&■•+*» 
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Wie  aus  (11)  ci*sichtiicli,  kaun  vt  vou  0  bis  oc  variiren;  gleichzeitig 
variirt  A  vou  0  zu  einem  Maximum  und  zurück  bis  0;  folglich  giebt 
€^  zu  jedem  m  einen  zweiten  Wert  ni^  für  gleiches  A^  und  man  hat: 


3  4M  .  «> 

oder 


m*  m^ 


f/A/ij^(wi,  — 7>i)  +  2w*f»j*(m—  »4)-f-/i^(7/i3 — 1/4^)  =  Ü 
also,  sofern  ti»i  nicht  =  m, 

und  wenn  man 
setzt, 

äV+'«i)^  =  (^+i)(fi^-i+;^«) 

voraus: 


m 


, }  =  ~2a"~  (Vf*»- i+A*  +  Vf.*"- 1  -W) 


(15) 


t 


Hiermit  ergicbt  sich  zugleich,  dass  uicht  mehr  als  2  Werte  von  m 
demselbcu  A  entsprochen  können. 

Betrachtet  man  jetzt  (»  als  beliebige  Grösse  zwischen  Vl+SA* 
und  00,  SU  findet  man: 


*_i_9  ,,..      (fi+D^-A-i/fi"- 


+1)»    '" 
i  voraas  dann  die  Werte 

J/,  =  2a»[(f»+ 1) —  A^  |/ l(i'-J-'l)3 **'"«         (^®^ 


(17) 


l  

[  leicht  hervorgehen.   Hier  ist  y^^^—l  —  Zh*  mit  beliebigem  Vorzeichen 

m  nehmen:  beim  Wechsel  desselben  geht  m  in  ;/<i,  und  b,  c  in  die 

;.ents{Nrechenden  Werte  &„  e,  ttber,  während  3/,  dasselbe  bleibt.    Die 

'  Belationen  sind: 

(18) 

»  ""Vyli'-l+A»— yji^l— 3AV   ""V  2A  J 
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Hat  man  nun  2  Streifen  desselben  Cylindermantels  M^ 
bis  U]  nnd  M^  von  0  bis  u^,  so  giebt  es  stets  einen  dritten 
bis  f«i~f'%9  derart  dass 

M^-^-M^—M^  =»  -4[elf4i+öl«*8~"Cl(«i+««)] 

=  ^*^n%snt«28n(ti2  +ttj) 
wird,  und  zwar  hat  man: 

.            snujcntisdnug-f-sntiscntiidnuj 
snK+u,)  = i-Ä:«snS8n«u, 


-*K(^ 


*+«)(^2-*  +  ^)  *(«*--i^a^)+(^-t)V 


Hier  sind  x^y^t^  nnd  ^^2^2^  di<^  Coordinaten  der   zwei  Pnn 
Schnittcurve,  durch  welche  die  begrenzenden  Cylinderseiten 
und  t£  =  us  gehen.     Zwischen  beiden  ist  ein  dritter  Punkt 
genommen,  bestimmt  durch 

2iCj2  =  ^^1  +  ^:2 

Ebenso  wird 

^^    .       cnu|Cnti2 — snti]Sn2«2dn%dn2^ 

^  2V(a:i— H-^)(ar2— H^)  *(«^— a^aJ2)+(<^-*)^,2* 

,   -      ,      .       dnf^]dnu2  —  ^*%nulSn^l2cnwJcnu2 

dnK+t.2)  =  i=P^52;7;snS 


Der  Streifen  Afg  wird  durch  einen  Punkt  der  Schnittcurve  b 
dessen  Coordinaten  demnach  sind: 

cVa^— (^  —  c)»  (gr^— 6  +  c)y2g2+(g»-- ^  +  g)yi^ 
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and  zwar  ist 

eine  Grösse,  die  sich  aus  den  Datis  construireu  lässt. 

Nach  dem  Vorigen  kann  man  die  Streifen  A/j,  Af^,  M^  anf  2 

verschiedenen  Cylindem  nehmen,  mithin  die  Summe  oder  Differenz 

V       zweier  Streifen  des  einen  durch  einen  Streifen  des  andern  darstellen. 

^.      Per  Ausdruck  (20)  kann  dann  ehensowol  auf  den  einen  wie  auf  den 

^     andern  bezogen  werden  und  muss  identische  Werte  ergeben. 

I 

^  §.  2.    Mantel  des  eingekerbten  Cylinders  (a-<6-|-c). 

\  Wir  behalten  die  Einführung  (3)  (4)  bei.    Der  Mantel  ist  hier, 

\     wo  z  zum  Verschwinden  gelangt,  ehe  9  =  2R  wird, 

i  £=0 


4<?  /  «3^ 


k 


M 

und  man  hat  zu  substituireu: 

sin«  =■  ^snw;     cos^  ==  dm* 
fUr  den  Modul 

I>ie  Coordinateu  werden 

Ä  =  A  —  f  -f-  2c^-  sn^w ;    ij  «=»  2c^•  suti  duM 
z  =  2yÄc/jcnu 

und  man  findet: 

3ijp  =  2^cnudt£ 

]^^  Grenzen  gehen  über  in  m  =  0,  ti  =  if;  daher  ist 

/r 

Af  =  löcVÄc  CicHmH^v,  =  16cl/Äc(£— Äj'^ir)  (21) 

0 
und  oln  Streifen  von  «*  =  9  =  0  bis  zu  beliebiger  Grenze  «, 

Oloiche  Mäntel,  bzhw.   Streifen,  verschiedener  Cylinder  erhält 
mau   wie  in  §.  1.    Damit  zunächst  die  Moduln  gleich  werden,  muss 

Gl    (^)  nach  Substitution  von  7  für  h  erfüllt  werden-,  dies  giebt: 
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c  =  Va*—' «:«ib'«Ä«  —  (2k^ — 1)6  (23) 

WO  wiederum  die  Quadratwurzel  nur  positiv  sein  bann,  eine  Glachuiig 
die  zerlegt  werden  mag  in 


,       osiny  /  2i-«— 1  .     \ 


(241 


(% 


Sei  nun,  um  auch  die  Goefficienten  gleich  zu  machen, 

m^  =  2ibb'coty + 1  —  2ifc«  (25; 

dann  wird 

daher 

Aus  (25)  findet  mau: 

J. m^— 2m^l— 2ib»)  +  l 

8in«y ""  A^y^ 

daher  ist 

^^^  -  ^'  «*_2««(r-2*»)Ti      *^ 

Damit  diese  Grösse  für  2  Werte  in^  t/i^  dieselbe  sei,  mnss  sein: 

w»i?*i»(wi  —  I»)  +  2w«m,  «(1 — 2ik«)  (fih  —  w)  +  w^  —  V  =  ö 
oder  nach  Division  durch  m^ — m: 

oder,  wenn  //iw,  =  ft, 

(,i»+m,)«  =  fi[(fi+l)*-4^-«] 
(m-nH)«  -  ^[(^-l)(^+3)--4fii:T 
woraus: 

Dies  eingeführt  giebt: 


m 


,«*-2««(i-2P)+i = 1^  j/yi±iL: 


*»»-ll/(»»+l)''-4».**   . 

^Jll* 


daher  ist 


^1 
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2akk'    j/  (i^ 


2akk'    I  / 


,  ;  (30) 

2akk'    i/  fi^ 

3  Additionsformel  für  die  Streifen  ist  hier: 

M^'\-M^ — -Äfj  =  8oy&cA;^8ntt|gnt^8n(t«i-)*t^) 

CinAhmng  der  Coordinaten  erhält  man  genau  die  Gl.  (20) 
Ebenso  sind  die  Relationen  der  Coordinaten  dieselben  wie 
en  Falle. 

beiden  Fällen  kann  man  die  61.  (20)  als  eine  Relation  zwischen 
derstreifen  ansehen,  mögen  diese  nun  auf  demselben  oder  auf 
edenon  Cylindem  liegen.  Denn  M^-\-M^  ist  der  Streifen 
n  den  Seiten  t4  = — u^  und  u  «  u^^  und  Jl/g — M^  der  Strei- 
Bchen  den  Seiten  u  =^u^  und  ü  »  t«3. 

§.  3.    Verbindung  der  zwei  Fälle. 

kcht  mau  in  den  2  Ausdrücken  des  Mantels,  bzhw.  Streifens, 
»duln,   die  algebiuischen  Coefficienten  und  die  Argumente  u 
so  erhält  man  in  der  Differenz  beider  Mäntel  oder  Streifen 
ometrische  Darstellung  eines  beliebigen  Integrals  1.  Gattung. 

ir  wollen  auch  hier  die  Kugel  als  gemeinsam  festhalten  und 
Co  bezüglich  auf  2.  Fall  von  ^,  c  bezüglich  auf  ersten  untor- 
n. 

ß  Gleichheit  der  Moduln  verlangt,  dass 

ichheit  der  Coefficienten,  dass 

cVa^^(b^c)^  =  2cöl/Vb  (32) 

ie  Verbindung  beider  Gleichungen  ergiebt: 

CoVa^-(h-Co)^  =  2cy^  (33) 

itct  man  er,  ft,  c  als  gegeben,  so  werden  b^,  cq  durch  eine 
mg  4.  Grades  bestimmt    Eine  Reduction  auf  2.  Grad  lässt 
folgender  Weise  erreichen. 
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Nach  den  Gl.  (12)  (13)  (24)  (26)  (27)  kaun  mau  *,  c  in  i 
und  &0)  ^0  ^^  ^S  '*  ausdrücken.  Erstere  Bestimmung  wollen  wir 
lotztern  analog  abändern  und  setzen: 


^        asiny  __  «siny   ^ 


m« 


•j 


wo  r/t^  Statt  des  früheren  -j-  geschrieben  ist,  und  zwar 

dann  wird  nach  (14)  (2b) 

— j —  =  2c  yd* — (b  —  <?)*  = 


^    m^  +  2---i-m^+l 


k* 


4t*oWo  ==  ^'^;iqp2(2P^lj^l 
Gl.  (31)  ist  durch  die  Einführung  erfüllt;  es  bleibt  nach  Gl.  (3 

4 ,  .>2-A:*~;"~;  =  ,-i4+2(2p'=T)7?+i 

m*  +  2--p — w*-f"l 
Setzt  mau 

so  kommt: 

.  .  .*-^~^-^  ...      ^•*A*w*+2^•«(2^•«-l)x*lli»+l 

(l-A)m^+|,(2~^*  +  ^^')m^+l-j^Jp  =  ü 

woraus: 

(1  -  A)it^m2  =  ^-  ^  2+^•«  +  =^ 

/z*  =  ^{  1  — 4^•«^•'2A+ 2(2 — 5Ä;» + 2^•*);l» + ik'n^ +m 

Hieraus  ist  zu  berechnen 

,V=m*+2-p-m»+l 


oder: 
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£limi]iirt  man  m\  so  erhält  mau: 

daher 

^^  PP(tiL?^^^""^^(^"^''^^  (37) 

+  2A[(2-^»)A«+l~.2^'«][(2~^>)X+l-.2^«+i^]} 
Jetzt  ist 

(38) 


folglich 


^i-3/,o=-^^u,  (39) 


mithin  das  Integral  erster  Gattung  u,  dargestellt  durch  die  Differenz 
zweier  Streifen  auf  verschiedenen  Cylindem.  Zu  deren  Coustruction 
hat  man  die  Werte: 


6  = 


a  arn^ 


(40) 

§.  4.    Sphärische  Fläche  ausserhalb  des  Cylinders. 

Zerlegt  mau  die  Gleichung  der  Kugel  in 

X  =  ^COStf;;    y  ==  ^  siuif;;     Q^-i-z^  =  a^  (41) 

SO  ist  ein  Element  der  sphärischen  Fläche 

Die  Gleichung  der  Schnittcurve  giebt: 

Q  =  bcOB}lf±  y?— 6»sinV  (42) 

'^iegt  der  Mittelpunkt  innerhalb  des  Gylinders,  ist  also  b  <Cc^  so  hat 
f  mithin  auch  z^  für  jedes  t|^  nur  einen  Wert,  entsprechend  dem 
tli^m  Zeichen,  und  z  variirt  bei  constantem  ^  von  der  Schnittcurve 
»is  ^-  Setzt  man  fdz'^a,  so  wird  Q  ==•  4Ra*,  d.  i.  gleich  der  hal- 
«n  Kugelfläche-,  folglich  wird  der  äussere  und  innere  Teil  der  Kugel- 
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fläche  erzeugt,  wenn  z  von  0  bis  zur  Sühnittcanre,  dann  ton  die 
bis  a  variirt.  Bedeutet  demnach  Q  die  sphärische  Fläche  ansserh 
des  Cylinders,  so  ist,  mit  Berücksichtigung  der  2  Hälften  oberb 
und  unterhalb  der  xy  Ebene, 

4K  «  4K 

y  =  2a  ^^^f  fdz  =  2a  ßzdHf 

Nach  Einführung  des  Wertes  (42)  in  die  letzte  61.  (41)  ergiebt : 

z*  -=  «»— i2cos2tff  — c*— 2*co8f(iV^— Ä^sin-ij; 
Setzt  man,  um  den  Ausdruck  rational  zu  machen, 

'^  ""         cos  ^ 
so  findet  man: 

2  _  (gg  +  b^  —  C*)q^  —  2(c^  —  b^)bq  —  hHa*  —  h^+  c^) 
""    "  q^  —  b^ 

__  (a*  +  &^  —  c*)q  —  (gS  —  b^  +  c^)b 
-  q'-b 


»♦ = fi^i^ 


c^  -  b^ 


Diu  Intervalle  von  tfi  «•  U  bis  R  und  von  R  bis  2R  cntsprcchei 
Intervallen  von  */  =  c  bis  x  und  von  — oo  bis  — c\  der  3.  u 
Quadrant  hat  mit  dorn  2.  und  1.  Quadranten  gleiche  Werte.  1 
ist 

4ayc*-Ä*   /    r       P\    ^  I  /(a^+Z,^-c^)^-(a»~6M-c^) 
^  -^^  Vä^ippiI^A./  V    /^"^T  (5-5)3(5~cr)(d-c) 

Ist,  wie  schon  angenommen,  b<^  c,  und  h-^-c^^a^  so  wirdi 
folgende  Substitution  das  Integral  auf  die  Grundform  gebracht: 

aduM-f-ccnu 
für  den  Modul 

wo  xur  Abkürzung 
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a\c^  +h^)  —  (c^  ~  h^  {c^—b^-^  ff) 
" "  2aV, 

r  5  =  c  wird  w  =  0.    Bis  zu  beliebiger  oberer  Grenze  genommen 
bt  der  Ausdruck  (44): 

—  7  arc  sin  (k  snw)  |  (45) 

Von  diesem  allgemeinen  Ausdrucke,  sowie  den  3  analogen  für 
|-c  >  a  und  für  &  >  c  machen  wir  keine  Anwendung,  weil  sie  zu 
mplicirt  sind. 

Es  Iftsst  sich  bemerken,  dass  die  Einführung  von  q  in  (43)  un- 
iglich wird,  wenn  b  ^  c  ist    Hier  hat  man  jedoch  unmittelbar: 

Q  =  22»costff 
X  =  2&C0S^tf;;    y  =  268inif;C0St/;;    z  =«  Vd* — 4ft*cos*if; 

4R 


Q  =  2a  y  aif/Va«— 4*^C0SV 


Sei  a  ]>  22>.    Dann  erhält  man  durch  die  Substitution 

t[;  =  R  —  amn :     /:  =  — 

3  Werte: 

Q  =  4a«iK  (46) 

X  ==  2&sn^t;    y  —»  26sni«cnu;    ä  =  adnu 

(  u  beginnen  im  Pole  p  =  0.  Der  Anfangsmeridian  berührt  da- 
rbst die  Schnittcurve.  Zwischen  ihm  und  dem  beliebigen  Meridian 
=:u,  liegt  ein  äusseres  Flächenstück 

Qi  =  2a2eh*i  (47) 

für  ti,  =  2K^  wo  der  Meridian  zum  zweitenmal  die  Curve  berührt 
<i  übergeht.     Im  Gegensatz  zum  vorigen  Falle,  wo  Q  die  ganze 
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äussere  Fläche  war,  muss  hier  Q  erst  durch  die  halbe  RngeEcl 
ergänzt  werden  um  die  äussere  Fläche  zu  ergehen. 

Stellt  man  die  Summe  zweier  solchen  Stücke  durch  ein  dritt 
dar,  so  hat  man: 

Qi+Qi  —  Qü^  2a%«sntti8nti2sn(t4 +u^) 
und  zwar  ist 


also 


^=»  ^  2A 


y.» 


«1«« — ym 


Sei  a  <<  2h.    Dann  ist  zu  substituiren: 

costf;  =  ksnu'y    sinif;  =»  dn« 
für  den  Modul 

und  man  findet,  das  Integral  bis  ä  =  0,  d.  i.  «  =  Jf  gerechnet; 

Q  =  QabiE—k'^K)  & 

und  bis  n  =  «ij : 

«,  =4aÄ(el»ii— Är'«f«i) 

a;  =a  ö7 SU*»*;    y  =  asnudnti 5     ä  =  flcn« 

Die  Addition  ergiebt: 

Qi  +  Q« — Q3  ==  4aÄ^*sn«t,8nf4jBn(tt,  +««) 


und  zwar  ist 


( 


-.t^-f  ^  .-  _*.*»,■. 
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Ausdrücke  für  a^,  ^3,  «3  fallen  wieder  mit  den  vorigen  (48)  zu- 
inen.    Auch  Q, + Q»  —  Qs  hat  in  Coordinaten  denselben  Wert  (49). 

Eine  Elimination  der  2.  Gattung  ist  nur  möglich,  wenn  in  (47) 
•  Kugel  und  Cylinder  verschieden  sind.    Bedingung  ist 


a*  ==  2Gt)^o;     —  = 


aus: 


2b 
a 

«0 

2*0 

l/a» 

^0  = 

1^86 

ao  =V2«Ä;    Äo=  l/öX  (52) 


reciprok 


dies  festgesetzt,  so  wird 

Q,  —  Q,o  =  2a«ifc'«ii,  =  2(a5^— 4i»)f/,  (53) 

Im  Grenzfall  a  »  22»  ist  Q  nicht  mehr  elliptisch ,  sondern  alge- 
isch  und  lässt  sich  leicht  quadriren. 

§.  5.    Länge  der  Schnittcurve. 

Zur  Berechnung  des  Bogens  S  gehen  wir  von  den  Relationen  (2) 
Für  das  Linienelement  findet  man: 


ds 


V 


Integral  ist  im  allgemeinen  hyperelliptisch.    Der  Fall,  dass  2 

toren  unter  dem  Wurzelzeichen  einander  gleich  werden,  tritt  nur 

für 

a  =  6-|-c    und    b^^a-^-c 

2»  »  a-|-c  berühren  sich  beide  Flächen  von  aussen;  wir  haben 
er  nur  den  Fall  a  =  6-|-c  zu  betrachten,  wo  sie  sich  von  innen 
Ihren,    Hier  wird 


-»-VtB 
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and  nach  Sabstitation 

zz=zz  yfo  snn;    k  =  1/- 

woraus  die  Werte 

X  =  — oT —  =  a — 2c8n^t 

y  =  ^  V46c— 5*  =»  2<;snncntt 

Iiervorgehen, 

iS  =  2Viwelt»  (f 

Der  Bogen  beginnt  im  BerQhrangspnnkte.    Die  ganze  Conre  wi 
durchlaufen,  wenn  u  von  0  bis  4ir  variirt,  ist  also 

=  8l/öeJE 

Drückt  man  die  Summe  zweier  Bogen  /S^,  5,  in  einem  dritten  &f 
■0  hat  man: 

iSi-j-'Sji— S3  «=  2l/acI-*snMiSntt2sn(tti+ttj) 
und  zwar  ist 

daher 

326M  /'gi»y>V4flc-V+Vy^  V4ac-VV 

"^^  ^  «i«i  r  «  16ÄC»— «iS* 


§.  6.    Körper  von  beiden  Flächen  {begrenzt 

Die  Cylinderfläche  teilt  die  Kugel   in  einen  innem  and  cue 
äussern  Teil ;  der  äussere  sei  =  P.    Setzt  man 
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a»  =  i — rcosqo;    y^rsing) 
t  das  Eörperelement 

der  Cylinder  ganz  innerhalb  der  Kngel,  so  dass  q>  den  ganzen 
reis  dnrchlaafen  kann,  so  ist  der  innere  Körper 


äRa»-  P ^  1    H  frdr    f  dz  ^  4:  j    dq>  j   rdr   C dz 

0  0—«  0  0  0 

swar  die  obere  Grenze  der  z 

=  Va*  —  &^  —  r*-f-2^C0S<p  ==  Va*  —  h^%VD?q>-~{r — bCQ%q>Y 

rirt  man  unbestimmt  nach  r,  so  kommt: 

•              /r«  — o«+6«      br  **       «  \ 

zr  ör  =  I ö— ' ^  COS  fp  —  2   COS  9^  1^ 

I   *  /  «      z8  •  8   X                X    ** — Äcosg) 
+  ö  (^      ^  sm*g))  cos  9)  arc  tg 

Z  z 

Einsetzung  der  Grenzen  wird 

fRa»— P=P'-P"  (57) 

zwar  ist,  entsprechend  r  =  c,  wenn  man  zur  Abkürzung 

r=  Va»— *«  — c«+2*ccos9) 


2R 


=  4/    a<3t)  M — *-^ ^cosqp  — 2  ^^®V)^ 

0 
I     *  /    8        r«    •    «     N  *     C— 6C0S<p\ 

+  ö(a*— **sin*g))co8g)arctg y > 

US  P"  durch  Verschwinden  von  c  hervorgeht.  Integnrt  man  den 
m  Term  teilweise,  so  verschwindet  der  integrirte  Teil  wegen  des 
»rs  sin<)P  für  beide  Integralgrenzen,  und  man  erhält: 

2R 

/     ^  l  V —    3 6^  ^^^^  ^  2  ^^^V )  ^ 


0 
^2  3a*  —  6*sinV    .   2     g«  —  h^'\'bcCO%tp\ 

6    a^-Ä^sinV^'"''^  ^  ) 

2R 

!  /S^^  |a5i(Ä2+4c«)-Ä*— 4&V— 2c*+i»c(— 3a2+4^*+r)c»)cosg> 

0 

/>«(—  2a»+ 26*  +  c^)  COSV  -  ^^>^^  cos  V 

4  o* — V^-\-hcCO^tp\  1^ 
^"^        r|2~Ä*8in«^~  j  r 

il  LXIV.  19 
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Hier  c  «  0  gesetzt  giebt,  da  V  m  ^a^—h^  «bergeht: 

2R 

und  es  bleibt  i^ach  (57): 

Diese  Grösse  teilt  sich  folgendermassen : 

wo  Pi  den  gebrochmen  Term  enthalte,  so  dass  P^  nur  ans  d 
und  2.  Gattung  besteben  kann.  In  letzterem  I2^t  sich  die  kab 
Function  von  cos^  auf  eine  lineare  reducir^n,  in  der  Form: 

2R 

i't=f  {a[r8ing>U+^C089))]  +  ^^;^^^8«P j 
Nach  Identificirung  findet  man  die  Werte: 

C  ==  -  |Jc«(6a2  — 5ä«—  ^) 
D=      J6tf(4a«— ^«— 7c«) 
Der  integrirte  Teil  verschwindet,  und  es  bleibt: 

2R 

4c    /*c(6«*--5^^— 3g^)— K4a^— ^>*— 7c>)cosy>^ 

2R 

'  ~  ~^  J  "  a*— Ä^sinV""  T 

0 

Diese  Ausdrücke  setzen  nur  insofern  voraus,  dass  «>*+ 
als  im  andern  Falle  die  Integralgrenzen  andere  sein  würden. 
Transformationen  waren  unabhängig  von  dieser   Bedingung, 
schliesslich  für  »i^h-^-c  kanp  man  jetzt  suliiBtitairen: 

V  =  2am«;     k  ^  2^/^,_^^^, 
dann  wird 

P       J^Li,   /a^-6^+Ml-2sn«fi)>^ 

0 

-"A  =  d/^^'  /^{c(6««— 5ä2— 3c«)~ii(V— ^*— 7c«)(l--2^ 
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dVTc 


f,^ _ J,^ 

Setzt  man,  zur  Berechnung  von  P,, 

Ä  =  acosa;     c  =  ny 
wird 

^2 — 4&^sn^«cn^  «==  a*(c»«  — 2co8asn^w)(c~*'*  — 2cosasn*fi) 
1  1\  lässt  sich  folgendennassen  zerlegen: 


yhc 


'     4  3  -1  /^^®  ^  (sin*« + y  cos  a)c~ '"  — y    /*        /.•  sn^w  oü 
—  i^  *y     y  ginj,f  /    c«  —  2C08« 

1  7V'  tl^r  conjugirtc  Wert  von  Z','  ist. 
Setzt  man 

fU 

/jsnr  =  c    '-^  y2cos« 


sn^w 


wird 


ta 


itt        I    •    • 

,  y+isin« 
cnr  =  c-        ,  -    - :    dm*  =  ?c-'" 
y2y 

iinirt  man  die  dritte  Gattung  in  1.  Form 

sn^idu 


D^{n,  v)  =  khnv  cnt»  dnt?  /  ^- --^^j  — j 


sn^esn^r 

0 

wird 

zeichnet  "'  den  conjugirtcu  Wert  von  ?»,  so  hat  man: 

^  P/-}-  P/'  =  ia^  KiaW—  elr)  —  AXr'  -  v)  \ 

=*  |a3/{  K[e\(v'—  v) — /j*  sn*''snr  sn^/  -  r) J  —  /i:^/— ?') } 

•l  man  v»' — »'  =  ?'"•,  so  erhält  man: 

19^ 
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2tVyC08«        2iVbc 


kSUiir>  = 


Cn«»r  = 


(in  iw 


y — cos«         c — b 
1  a 


Y — cos«       C — b 
y4"C08tt  €'{-b 

y — cos«       c  —  b 


und  indem  man  zu  den  reellen  Argumenten  mit  coDJngirtem  M 
übergeht: 

/►•  sn'tr  ==  2  Vy  cos  «  = 


cnV  =  y — cos« 


dnSr  =  y-f-cos« 


a 

c—b 
a 

c  +  b 
a 


Da  femer 

A;*snv'8nr  =  2cosa  =  dn'w — cnSr 

ist,  so  hat  man: 


n  ^w[k \iehw+  (eS"0'H '^^'" 


\ 


Nach  Reduction  von  ä,  c  auf  w  wird  ferner 
2  —  cn'?r(dn'«7  —  cn'?r) 


n  =  4«*^ 


sn%r 


/>^  «=  Ja3  |4£:snV[4— 2(cn'«^r  +  dn'*»r)— 3cn'//»dn'»r] 

4  — cn'^?r — dn'^/^+  3  cn%^dnSr+cn^^trdn^V\ 

sn'n*  ) 

und  nach  Addition  der  Teile 

p  =  1«»  jüTel  'w  —  (K—  E)w 

(cn'tr — dn'ir)  (7cn'ir  —  dn'»«')  —  (1  —  cn'trdn'?f)* 


+K 


asn'»r 


-l-iJSsn'»r(4  — 2cn'V— 2du'V  —  Scn'frdn'w)  J 
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Aus  den  Forinelu  (58)  ersieht  mau,  dass  k  und  /r  zwischeu  ihren 
itesten  Grenzen,  d.  i.  w  von  0  bis  2K\  vaiiireu  können.  Un- 
ttelbar  nämlich  ist  deutlich,  dass  w  den  Wert  K'  eiTeicht,  wenn 
="c  wird,  und  dass  dabei  h  noch  ganz  unbestimmt  bleibt.  Soll 
er  w  Tcrschwinden ,  so  muss  gleichzeitig  b  verschwinden,  und  c  in 
übergehen.  Es  fragt  sicli,  ob  dann  k  noch  jeden  Wert  haben  kann. 
i  f  unendlich  klein,  und 

b  =  aße  •,     c  =  a(l  —  e) 
an  wird 

,..  =  i/l-[l-(l-ß)f?  _  ,/l_-|3  ./'2-(l-ß)t 

V  i-  [1  -  (i + ß)tf  ~yi+ßy2-a-h  w« 

t  also  dön  Greuzwert 

ß 


'-V\ 


+ß 


d  dieser  variirt  von  1  bis  0,  wenn  ß  von  0  bis  1  variirt.    Folglich 
iibt  noch  jeder  Modulwert  möglich. 

Man  kann  demnach  3  Körper  I\^  I\^  I\  (die  bisherige  Bedeu- 
Dg  dieser  Zeichen  ist  aufgehoben)  coustruiren,  welche  demselben 
odul  k  und  den  Argumenten  w^^  n-g,  <'j-(-?rj  entsprechen.  Zur  Ab- 
iTzung  sei 

(cn'w  —  dn'ic)  (7cn^g — dn'w)  —  (1  — cn'tg)  (dn^^)'^ 

ip(w)  =  sn'M?(4  — 2cu'^/o  — 2dn'-V.'  — 3cn'«/;dn'ir) 
um  ist  die  Relation  der  3  Körper: 

-j-r^—r.^  ==  ^a^{A''[A;'^sn'«rjSn'ir2Su'(/'^i  +  <r2)  +  9(«*i)+g)0(?2) 

ihrt  mau  zur  Reduction  auf  gegebene  Lineargrössen  die  Werte  (58) 
>,  so  wird 

r       .       ^        *>  ,3(ci^-/>,=')VÄ,c,+  (c;^-V)"/*i^i 


l&jCiCg 


,        ,        .         , ,  aV(e,  +  b,)  je,  +  /;,)  -  4(c',  -  b, )  (c,  -  b^)  ^'h,i 

i  zur  Constructiou  von  I\  hat  mau  (60) 
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,/i 


Hier  sind  jedoch  die  b  und  c  durch  die  Kelation  verbanden: 

die  man»  wie  in  §.  1.  geschehen,  in  die  beiden 

2— it« 


^  ="  07/ cot/S;     c  =  a 


1 JjT^^^ 


auHöscn  kann,  so  dass  nur  a,  /^j,  /?«  als  beliebig  crscheiucu.  Dies 
auf  />3  9  (*3  angewandt  zeigt,  dass  die  Gl.  (60)  ideutisch  sind.  Mau 
bedarf  dann  nur  der  ersten,  indem  man  bildet: 

coti33  =  2^-'-^, 

kann  jedoch  auch  von  der  zweiten  Gebrauch  machen,  um  ohne  Wur- 
zclausziehung zu  finden: 

Nach  diesen  Angaben  ergiebt  sich  /'j  +  ^2— -^s  durch  algebndschc 
Rechnung. 

$J.  7.    Ellipsen. 

Zum  Schluss  wollen  wir  noch  die  Figuren  /usannuenstellen,  derou 
Grösse  sich  in  Ellipsenlinien  ausgedrückt  ergeben  hat.  Wir  denkt» 
a,  ^,  c  in  irgend  einer  Linieneinheit  gemessen. 

1)  Der  von  der  Kugeltläehe  bcgi'cnzte  Mantel  des  durchgesteckten 
Cylinders  ist  nach  (6)  gleich  der  Ellipse  von  den  Halbaxen 

Basis  des  Cylinders  heisse  derjenige  normale  Schnitt,  in  dessen  Ebene 
der  Mittelpunkt  der  Kugel  3/  liegt.  Sein  Mittelpunkt  sei  C.  Eine 
Gerade  durch  beide  schneide  die  Basis  in  A  und  B,  Zwei  Lote  von 
A  und  B  errichtet  schneiden  die  Kugel  in  D  und  K.  Man  vollende 
die  Rechtecke  CA  PF  und  CBEG.  Diese  vierfach  sind  gleich  jenen 
Halbaxen. 
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2)  Der  vom  durchgestockten  Cylinder  begrenzte  Teil  der  Kugel- 
te ausserhalb  des  Cylinders  ist,  wenn  der  Mittelpunkt  auf  dem 
ader  liegt,  nach  (47)  gleich  der  Ellipse  von  den  Halbaxen 

Mt  A  mit  M  zusammen.  Man  verlängere  Aß  bis  zum  Durch- 
itt  mit  der  Kugel  in  i7und  «/.  Dann  sind  das  Quadrat  über  AH 
das  Dreieck  EHJ  gleich  jenen  Halbaxen. 

3)  Die  Länge  der  Schnittcurve  der  Kugel  und  des  von  innen  be- 
enden Cylinders  ist  nach  (^4)  gleich  der  Ellipse,  deren  Halbaxen 

2  y^c,    2c 
die  Lötteft  BÜ,  hA, 

Wie  man  Teile  derselben  Figuren  als  Bogen  derselben  Ellipsen 
teilen  kann,  ist  aus  den  Formeln  leicht  zu  ersehen. 

Die  im  Vorstehenden  ikfaergangenen  Grenzfälle  sind,  soweit  sie 
ügen  des  Yiviani'schen  Problems  ergeben,  in  Schlömilch^s  Zeit 
ft  VI.  p.  56.  behandelt. 
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XXIV. 

Beitrag  zu  den  Auflösungen  der  Gleichungen 
vom  zweiten,  dritten  und  vierten  Grade. 

Von 

Th.  Sinram. 


I.    Auflösung  der  Gleichungen  vom  zweiten  tiradc. 
Es  sei  gegeben  die  Gleichung 

1)     a;«+aa;  +  6  =  0 
Nimmt  man  als  allgemeine  Form  der  Wurzeln  dieser  Gleichung 


2) 


( 


in'\-m  und 


so  ist  identisch 

05* + aar  -|-  &  =  (x  —  m  —  ni)  (x  —  m  +  ni)  =■  ü    oder 

Weil  nun  die  CoefHcieuten  gleich  hoher  Potenzen   von  x   einander 

gleich  sind,  so  ist 

3)  rt  =  —  2m  und 

4)  b=^M^+n* 
Aus  Gleichung  3)  folgt 


m  = 


a 
2 


und  aus  3)  und  4)  folgt 


«=±l/-f+* 
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ibstitairt  mau  diese  Werte  für  m  und  n  in  2),  so  erhält  mau 


•„=-i-i/(i)-» 


II.    Auflösung  der  Gleichungen  vom  vicitcn  Grade. 
Es  sei  gegeben  die  allgemeine  Gleichung  vieii;en  Grades 

ß  vier  Wurzeln  dieser  Gleichung  seien: 

,^.      «1  und  o'o  =  m  h  ni 

arg  und  fl*4  =  i>  i  ^* 
dass  also  identisch 

{?*-{-aaJ^H-^*-|-öa?-f"^*^(^ — ^ — «*)(« — m'\-ni){x — p — q^t)(x — p-|-5«)"==ö 

3rans  folgt,  dass 

4)  a  =  — 2(w+/>) 

5)  h  =  m^'\'n^-^p^'\-^'\-^mp 

6)  c^ 2[m(p«  +  g»)+/)(m«+n2)] 

7)  rf  =  (m*+n«)(;32_|.^2) 

zt  man  der  Abkürzung  wegen 

erhält  mau 

4a)    —  g'^^"*"^^^ 
5a)         *  =  «  -f-  j3  -)-  4f/i;? 

6a)    —^'^pt^+mß 

7a)        rf  =  a/5 
5a)  und  7a)  folgt: 

ß  =  J[Ä  — 4mi)—V(^r— 4m|))2— 4</] 
c   Worte  für  a  und  jS  in  6a)  substituirt,  ergibt: 

—  c*  =  («*+/>)  (6  —  4w/))  —  (//» — p)'V{b  —  4mp)*  —  M 
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und  w^il  näth  4) 

SO  ist 


oder 


oder  wenn  man  ?/*/)  =  s,  so  erhält  mau  als  kubische  Rcsohcnte  < 
gegebenen  Gleichung: 

^       2     ■^16^'"^"'"  '"^ 64 

Berechnung  von  m  und  j?. 

folglich  

Berechnung  von  n  und  q. 

Aus  5)  folgt 

10)     /^  — j— 2«  =  w2+9^ 
Aus  6)  folgt 


oder 


11 )      - ,.—  «  m^-  +  n*p 


Aus  den  Gleichungen  10)  und  11)  folgt 
und  weil  nach  8)  und  U)  
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»Igt  aucii  aus  10)  nud  11) 


8 
o  vorhin  entwickelt: 


Vit)-- 


m 


-i-V(S'-' 


j,l    A(2q 


+8p)  — 2c+y(a^— 4&) 


|/©-^ 


-|/-         sj/(f)'- 

t  mau  diese  Werte  für  m,  ><,  ;;  und  r;  in  2),  so  erhält  man 


11  der  Abkttrznng  wegen  l'  (4)  ~=  =  V)  so  erhält  mau 

«I       .1/1  «* — 44      «' — 4<iA+8c 
X,  uud  a-ä  =  -j+g):rj^-+  -g ^ 

a  ,  1/    ,  «*  —  4*^  ,   o* — 4äj+8c 
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Weuu  aus  der  Rcöolvcutc  der  biquadratiscben  GJeichuug  ein  W» 
für  Ä  =  (^1  berechnet  ist,  so  wird  g>  =  0,  dann  ist  abiT  auch  ; 
gleich 

Der  Biiicb qö"^ —  erhält  in  diesem  Falle  die  oübcstimi 

Form   -. 

Eine  biqnadratische  Gleichung,  in  welcher 

ist,  lässt  sich  ohne  kubische  Resolvente  lösen;  es  ist  nnter  die 
Voraussetzung 

14)    .,  „nd  .,  =  -«±l/3(?)-^-lPfl^. 

16)    .,  uud  ..=-l± VW-1+  PiRf -"" 
1.  Beispiel. 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  allgemeinen  Form  der  G 
chung  4.  Grades,  so  ist: 

b  =  —  3 

r/  =  56 
Aus  der  kubischen  Resolvente  der  gegebenen  Gleichung,  nämlich  a 

'6z^     711a  .  1485 


""^^  2  ■"  16""*"   16    ~"^ 


folgt: 

cj  =  3;    2jj  =  32;    Äj,  =  — 8i 

Subsütuirt  man  diese  Werte  für  z  in  die  Gleichung 


» = VW- 


so  ist 

Setzt  man  den  Wert  5rj  =  3  in  die  Gleichungen  12)  und  13),  so  • 
hält  mau 


vom  zioeiien,  dritten  und  vierten  Grade.  QQ\ 

acg  =  —  1 

ar3  =  4 
x^  =  —  2 

mmt  man  nun  den  Wert 

2j,  =  3}  oder 

erhält  man  dieselben  Wurzeln  wie  vorhin,  nur  in  anderer  Auf- 
anderfolge. 

2.  Beispiel. 

kubische  Resolvente  dieser  Gleichung  ist 

«»— 43ä«-j-612«  — 2880  •=  0 

raus  ergibt  sich 

»1  =  16,  folglich  q>i  ^0 

z^  =  15,       „        9«  ==  1 

H  =  12,       „        9»  =  2 

«1  =  16  lassen  die  Gleichungen  12)  und  13)  die  Werte  für  x 
ßstimmt,  dagegen  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  14)  und  15) 


^\ 

= 

5 

«•« 

— 

3 

a^» 

^ 

7 

«^4 

=» 

1 

:t  man  z^  =  15  oder  23  =»  12,  so  erfolgen  aus  den  Gleichungen 
und  13)  dieselben  Werte  für  x^  nur  in  anderer  Aufeinanderfolge. 

Lehrsatz.    Wenn  in  der  Cardanischen  Formel  die  Discriminante 

4a» 

-^   rational  ist,  so  sind  entweder  beide  dritten  Wurzeln  dieser 
mel  auch  rational  oder  beide  irrational. 

Beweis.    Setzt  man 

4««  —  27  au^ 
*  = 54 

in  li  eine  rationale  Zahl  bedeutet,  so  ist  **+ 27   '^^ö^^- 

Sptzt  man  jenen  Wort  für  ö  in  die  Cardanische  Formel  ein ,  so 
Ut  man 
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1 3 

'~r         ~    2.54t*      ^"     "2.54ti  V       2.54u       +       2.f>4u 

3  3 

\/au      l/2a^ 

^^y-^^y  — 

3    _  3 


^/?-lm 


3    _  S 

Wenn  also  ir  ~ö  rational  oder  irrational  ist,  so  ist  es  ancli  l^(^)' 


3 

2 


im- 


mithin  auch  » 

Zusatz.  Sind  heide  dritten  Wurzeln  der  Cardanischen  Formel 
rational,  so  ist  die  Discriminantc  nnt<)r  der  dritten  Wurzel  aucL 
rational  gewesen. 

Lehrsatz.  Wenn  eine  Wurzel  einer  kubischen  Gleichung  ratio- 
nal ist,  und  wenn  ausserdem  die  Discriminante  unter  der  dritten 
Wurzel  der  Cardanischen  Formel  rational  ist,  so  sind  auch  die  Ihm- 
«len  dritten  Wurzeln  dieser  Formel  rational. 

Beweis.  Weil  nach  dem  Lehrsatze  die  Discriminante  rational 
sein  soll,  so  kann  man  die  Cardanische  Formel  schreiben: 

3  3 


« '-Vf4-Vl+I 


2 

woriQ  fl^,  (p  und  ^  rational  sind. 

8 

Es  soll  nun  bewiesen  werden,  dass  sowohl  1/ ,^ — -   als  auch 

^  ««  mm 


y[+i 


o  rational  ist. 
Kubirt  man  beide  Seiten  der  Gleichung  I),  so  erhält  man: 

3 

oder 


„  t/v*    b* 


II)     _ 'l'-l-*  ^  l/?.*3* 


vom  zweiten,  dritten  und  vierten  Grade,  30^ 

airiiQng  I)  q«adrirt,  gibt: 


8 


x^ 


i  weil 


-(j^-H+iy 


8 

2 


ist 


b 

2 


•ner 


« '-V^-i^i4 


^lich 


2 

3 


n«  '+»/- ~r  =  ^  |/M 


2 

rechte   Seite    dieser   Gleichung    ist    reell,    folglich    ist    auch 


-i —  gt^ts  reell. 

.yx 
Kubirt  man  die  Gleichung  III),  so  erhält  man 


r   ""      3a;'      ""  2ic3  _ /, 
il  nun  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  rational  ist,  so  ist  auch 
ö —   ratipnal,  demnach  ist  auch  die  linke  Seite  der  Glei- 

3     

Dg  III)  rational,  also  auch  die  rechte  Seite,  folglich  ist  |/,j  —  - 

3  

|/<p       b 

onal.     Ebenso  kann  man  beweisen,   dass  l^ö"'  2   ^^^^^^^^   *^^- 
3ses  folgt  nun  auch  aus  Gleichung  I). 

Beispiel. 

3  3 

3  3 

Probe. 

{x^J^^X-\'l)l{x-\-\):=zx^'-X'\~l 
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Wenn  x^  irrational  ist,  so  kann  wohl  die  Discriminante  rational 
sein,  es  sind  dann  die  dritten  Wurzeln  der  Cardanischen  Formel 
auch  irrational. 


Beispiel. 


x^ 


Mit  der  Rationalität  der  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  ist 
aber  eine  Rationalität  der  Discriminante  nicht  immer  verbanden. 


Beispiel. 


a^-5««+§-¥=0 


Setzt  man 

so  erhält  man  die  Reducirte 

8 3         

yj  =  jV  200  4-178,88544  +  iVm — 178,88544 
y^  =  2,412022+0,9213112 

Xi  =  5 
ein  rationaler  Wert  für  x^  welcher  der  gegebenen  Gleichung  genügt. 


und  weil 
ist,  so  ist 


III.  Welche  Form  rauss  eine  Gleichung  3.  Grades  ac^^ax'-\-b  =  0 
haben,  damit  die  Lösung  der  Cardanischen  Formel  eine  rationale 
Wurzel  der  Gleichung  liefert? 

Antwort.    Die  Form  der  Gleichung  ist 

x^  —  3xg>(m  —  9>)  -|-  3mg?(w  —  q>)  —  m^  *=  0 

worin  m  eine  rationale  Zahl  und  q>  eine  rationale  oder  irrationale 

Zahl  bedeutet. 

Xi  ist  dann  gleich  m. 

Beweis.  Wenn  die  Gleichung  a^'{'ax-\'b  =»  0  gelben,  so  ist 
nach  der  Cardanischen  Formel: 


„,4/_l+>^/.+^+^/-M^/'-.+i 


£s  sei  nun 


vom  ztcetten,  dritten  und  vierten  Grade,  305 

3 


^>  K-|+^K**+w  =  — V 


w.-  -/    r         2  •  2r   ^    '   27 

3 


„  K-l-IJ^Ti-, 


00  erhält  man,  wenn  man  die  Gleichungen  2)  und  3)  kuhirt: 


2a)    j//>^+^  =  2(«i-g))3+Ä 

3a)     [//.»+^'=-2g)3-/. 

folglich 

4)     //  =  —  (m  —  q>)^  —  (f^ 

Qnadrirt  man  die  Gleichung  3a),  so  erhält  man: 

;.    Sabstituirt  man  in  diese  Gleichung  den  Wert  für  h  aus  4),  so  erhält 
r    man 

r  a=  —  3q>{m — g?) 

[     Die  Gleichung  a^-f-«^4~*j  ^us  welcher  die  Cardanische  Formel  ent- 
^    wickelt  ist,  erhält  also  die  Form: 

5)     a!^ — 3x(p(7n  —  9>)  -f-  3m(p{m  —  <p)  ~  m^  =^0 

Die  Factoren  dieser  Gleichung  sind 

*  X — m  -=  0    und 

1   daher  ist 

aJi  =  w 


\ 


[• 


m  ,  m — 2(p    I — - 
«2  und  arj,  =  —  ^-  ± — ö —  V— •> 


Die  Gleichung  5)  kann  auch  geschrieben  werden 
ar*  —  3a;()p(m  —  qp)  —  (m —  g?)^  —  m^  ::==  q 

X^enn  g)  nun  rational  ist,  so  ist  auch  (w — g?)  rational;  setzt  man 
dann  m—q>=^m  und  9  =  «,  so  erhält  die  Gleichung  5)  die  Form 

o^  —  3mnx  —  m^  —  74^  =  0 
nnd  ist  dann 

Teil  LXIT.  20 
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lY.  Welche  Form  rnnss  eine  vollständige  Gldichung  3.  Gra 
haben,  damit  die  Lösung  mit  der  CardaniBchen  Formel  eiuc  ratioi 
Wurzel  der  Gleichung  liefert? 


Antwort    Die  Form  der  Gleichung  ist 


m  ist  eine  rationale  Zahl  und  a  eine  rationale  oder  irrationale  Z 

Beweis.  In  Gleichung  5)  setze  man  fftr  — Sq>(m  —  (p)  denid 
tischen  Wert  a,  wenn  a  eine  rationale  oder  irrationale  Zalü  beden 
so  erhält  diese  Gleichung  die  Form 

x^-^-ax  —  am — m^  =  O 

Setzt  man  nun  für  x  gleich  z  —  ö»  so  erhält  man  die  in  der  obi 

Antwort  stehendo  Gleichung  0).    Weil 

a 


80  ist 


fcrner  folgt  aus  Gleichung  G) 

,  am,  m  —  2a>    / — - 

z^  und  s,,=  -  — ^  ± — ^-^y— 3 

(f  bedeutet  hier  ^  ±  1^  ö  + 


V.  Welche  Form  muss  eine  Gleichung  4.  Grades  x^€ir^-\'fi3^T 
haben,  damit  eine  Wurzel  ihrer  kubischen  Resolventr,  durch  dieC 
danische  Formel  berechnet,  rational  ist? 

Antwort    Die  Form  der  Gleichung  ist: 

7)     :,A^2ax^+Sx\/^{^^  +  ?^+afn-\-f.^^-^^^^^ 
und  die  kubische  Resolventc  derselben: 

m  ist  hierin  wieder  rational  und  a  rational  oder  irrational. 

a 


H  =  w^  + 


3 


vom  zweiten^  dritten  und  vierten  Grade,  307 

Beweis.    Für  die  allgemeine  biquadratisclie  Gleichung 
irde  die  Resolvente 

fanden.    Setzt  man  in  diesen  beiden  Gleichungen  a  »  0,  so  erhält 
i  biquadratische  Gleichung  die  Form 

i  die  zugehörige  Resolvente 

iiin  diese  kubische  Resolvente  durch  die  Cardanischo  Formel  eine 
ionale  Wurzel  liefern  soll,  so  muss  sein: 


in  ist  aber 

=  a 

mithin     a  =  2a 

r^'  =  >+^^ 

a«+12a 

-=-27-3— «'«-^' 


„         15  =  8^^-(^^+|V«'«+^') 


>stituirt  man  diese  Werte  für  a,  ß  und  y  in  der  Gleichung 

x^  +  ax^  +  ßx  +  Y  =  0 

,  so  erhält  man  die  in  der  Antwort  stehenden  Resultate. 

VI.  Welche  Form  muss  eine  vollständige  Gleichung  4.  Grades 
>en,  damit  eine  Wurzel  ihrer  kubischen  Resolvente,  durch  die  Car- 
liscbe  Formel  berechnet  rational  ist? 

Antwort.    Die  Form  der  Gleichung  ist: 


,4_  2ay'+^*(3a-|-4)-|  [a»-H««-16^(g+ J+am-f»»»)] 


20* 
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Die  kubische  Resolvente  dieser  Gleichung  ist: 

"iÖ8~3 -'"•""' =*^ 
a  und  m  haben  dieselbe  Bedeutung  wie  vorhin. 

Beweis.    Man  setze  in  die  Gleichung 

für  a;  =  y  —  gt  SO  erhält  man  die  Gleichung  9). 

Vergleicht  man  die  Coefificienten  der  Gleichung  9)  mit  deneo  der 
allgemeinen  biquadratischen  Gleichung 

so  bedeutet: 

«  =  — 2a 

^        (3a+4)« 
ß^        -2 

In  der  zu  der  Gleichung 

x!^'\-ax^-\-ßx^-\-yX'-\-d  =  0 
gehörenden  kubischen  Resolveute 

substituire  man   für  «,  /J,  y  und  ö  die  obigen  Werte  ehi,  soexP 
man  als  kubische  Resolvente  der  Gleichung  9) 

10)     ^-li^+4)z^+~{3a^+Sa^+Ha^^^ 

108       3 


vom  zweken,  drittm  und  vierten    Grade. 

5t  man  iu  dieser  Gleichung  wieder 


erhält  mau  die  Reducirte 

^  +  rt;y  —  am  —  m^  =.  [) 

im  ist  y  ratioual. 
Hamburg,  im  August  1879. 


309 


310  Doslor:  Sommea  den  dix  premikret 


XXV. 

SomineB  des  dix  premicres  puissances  des  n 
Premiers  nombres  entiers,  et  des  cinq  i)reniieres 
puissances  des  n  premiers    nombres   iuipairs. 
Relation  entre  ces  diverses  sommes. 

Par 

Georges  Dostor. 


1.  lia  sommo  des  puissauces  semblables  des  n  premiers  nombres 
ontiers  peut  s'obtenir  par  uno  methode  directo,  qui  nc  repose  pas 
sar  la  connaissance  des  sommes  des  puissances  ant^rieures  des  n 
memes  uombres.  Nous  avons  d6jä  indique  cette  methode  ä  la  page 
437  du  tome  LXIII  de  ces  Archives  (1879).  Les  r^sultats,  que  nous 
avons  obtenns  pour  les  sommes  des  dix  premiers  puissances  des  n 
premiers  nombres  entiers,  preseutent  entre  eux  des  relations  assex 
remarquables ,  pour  que  nous  croyons  devoir  les  signaler  au  lectear. 
Ils  nous  ont  servi  cn  outre  a  calculer  les  sommes  des  poissances 
semblables  des  n  premiers  nombres  impairs.  Nous  avons  determiDe 
ces  dernieres  sommes  pour  les  cinq  premi(^res  puissances. 

2.  Nature  du  polyn^me,  qui  exprime  la  somme  des  puissutcs 
it  des  n  Premiers  nombres  entiers.  Repr^sentons ,  en  g^neral,  ptf 
£n^  la  somme  des  puissances  a  des  n  premiers  nombres  entiers. 
Dans  la  formule ,  qui  donne  la  somme  des  puissances  m^">«"  des » 
termes  d'unc  progression  arithmetique ,  f aisons  m  =  a  et  la  raison 
r  =  1 ;  eile  devient 

(«+l)a(«-l) 


puissancen  den   n  premiers  nomhres  enliers,  etc,  311 


1)[(«-1-1)«-1J  =(«  +  l)^««+  ^-^^^2^«-» 

+  -273 -Äw«--+... 

^  plus  haute  puissaucc  de  /t,  qui  soit  coutcnue  dans  Ic  preniier 
»ro  de  cettc  egalite,  est  evideinmcut  de  degr6  «  +  1;  de  plus  Ic 
ir  (/i-j-1)«  — 1  etaut  divisible  par  v^  il  en  sera  de  meme  du 
d  membre.    Donc 

lia  somme  des  puissauces  u  des  n  premiers  uombrcs 
ers  est  un  polynöme  divisible  ä  la  fois  par  n  et  par 
,  qui  est  du  degr^  a+l  par  rapport  h  n, 

\,  Methode  des  eoölfieieuts  ind^tenuiues.  Proposons  -  nous  de 
ler  la  somme  des  septiemes  puissances  des  n  premiers  uom- 
entiers. 

)i  nous  d^siguous  par  tp{n)  le  polynunie  eutier  en  /»,  qui  exprinie 
somme,  nous  pourroHS  ecrire  (n''  2) 

frJ  =  q>{n)  =  ^ /t  + /^n«  +  Cit^ +/>«*+• /'J/iS  +  F;*«^  G^iJ +  ///*«, 

,  B^  C^  ...,  H  reprcseutent  des  coeflicients  num^riqnes,  qu*il 
de  determiner. 

llin  d'obteuir  Ics  valeurs  uumeriques  de  ces  coefficieuts,  dans  (1) 
ayous  H  par  n  —  1;  nous  trouvons,  en  vertu  de  la  forniulc  de 
r,  que 

- 2^ 5^>)  +  276^"W-  2^7^"^W+  278^™W- 
est  evident  que 

avous,  par  suito,  en  retranchant  (2)  de  (1), 

-  2^6  ^^^W  +  2-77  ^^"W  -  2  78  ^™W- 

[1  suftira  mainteoaut  de  calcnler  les  derivees  de  g)(n)  au  moyen 
Egalite  (1)  et  d'cn  substituer  les  exprcssions  dans  (3),  pour  avoir 


312  Dostor:  Soinmen  des  dix  premieres 

nno  idcntitc,  qui  founiira  immediatcment  hnit  cquatioiis  simples  d 
prcmior  degrö  cntro  Ics  huit  mconnacs  A^  B,  C^  ..,,  H. 

Prcnons  les  d^rivecs  successives  de  (p(n).  L'egalite  (1)  nous  donut 

q>J(n)      =         A'\'2Bn+   3Cn»+  4Z>;i»-f   5AV+   %Fh^ 

—  iq>JJ{n)      ==  —  (i5+ 3Cn+    f>/>/*«  +10^:«»  +  15Fn*  +  21  Gn^ 

+  2SHn% 

2%^"'M  =       C+4/>/*+lU^V  +  2UF»»+35CrV+56M»^ 
J-Tq>Hn)     «      /;+6An+21Fn«+56//n3, 

SubsUtaons  ccs  expressioiis  dans  Tegalite  (3)  et  egalous  ä  zero 
les  coefficients  des  puissauces  successives  de  «;  nous  obtcnons  leshnil 
equatiODS  du  premier  degre 

.  A—  i^+   6'—  /)+     A-     F+     G-     //  =  0, 
22^— 36'+4D—  57i:+  6F—   7(;+  8//  =  0, 
36'— 6Z>+10A'  -  15F+21G?— 28//=  y, 
4/)— 10i!;+20F— 35(?+56//- U, 
^^^  ^  52::  — 15F+35G?  — 70Ä  =  a 

6F--216?+562/«0, 

7(?— 28//  =  0, 

81/=  1. 

Si  nous  r^solvons  cos  Cfjuations  de  procbo  en  proche,  eu  oob- 
men^ant  par  la  derniere,  nous  obticndrons,  pour  les  cocfficionU  A 
1?,  C,  . . . ,  H  pris  en  sens  inverse,  los  valeurs  chercbecs 

^=^  — A,   ^-=0,   i^-iS,   ^-0. 

II  nous  suflira  de  metoo  ces  valeurs  dans  Ic  devcloppcmcnt  {\\ 
pour  trouvcr  quo  la  sonime  des  septi^mes  puissances  dos  n  prcmiers 
nombres  entiers  est 


puutaances  den  n  premürs  nomhres  entitrsj  ttc,  313 

8  ^  2  ^  12        24  ^  12' 
£h''  -=  2»^7t»(3n6+12/i^+14M*— 7n^+2). 

Le  facteur  cntrc  parenth^ses  est  divisiblc  par  n-)-l  (n"  2);  et, 
nie  sa  deriv6e 

2n(9w*+ 30n3+  28n«—  7) 

aassi  divisiblc  par  n+1  puis  qu'ellc  s'annule  pour  u  =  —  1,  ce 
cur  admet  le  diviseur  (w+1).    Effcetuant  la  division,  on  trouve 

^n^  =  ^«2(n+l)>f(3>i^-|-6«3  — H«— 4n+2). 

4.    Formatioii  des  ^quations  Unfaires  aux  eoeffieients  iud^ter- 

es.    Les  eqnations  (4)  peuvent  s'ecrire  immediatement,  a  priori: 

n  est  aise  de  remarquer,  cu  effet,  quc,  dans  la  disposition 
ptee,  les  eoeffieients  Unfaires  de  la  /)*"®  des  lettros  -4,  ^,  C,  ... 
:,  dans  le  sens  yertieal,  les  eoeffieients  num6riques,  moins  le  dernier, 
se  prcsentent  suecessivement  dans  le  developpement  de  la  poissance 

plas,  les  seconds  membres  des  a  premieres  de  ces  equations  sout 
\  egaux  ä  zero  et  eeloi  de  la  demi^rc  equation  est  egal  ä  1. 

Ccs  eoeffieients,  pris  en  valeur  absolne,  peuvent  d'aillenrs  s'ob- 
r  an  moyen  de  la  r^gle ,  qui  sert  k  former  le  triangle  aritbmeti- 
de  Pascal. 

On  6crit  d'abord  les  a+1  premieres  lettres  A^  B^  C\  ...,  af- 
ees  altemativement  du  signe  +  et  du  sigue  — ;  au-dessous  on 
t  ces  memes  lettres,  k  partir  de  la  seconde,  en  leur  donnant  aussi 
ruativement  le  signe  +  et  le  signe  — ,  puis  Ton  affecte  chaqnc 
c  de  cette  ligne  d'un  coefficient  uunierique,  qui  est  egal  k  la 
ur  absolne  du  coefficient  du  terme  precedent  ajout^  au  coefficient 
»In  qui  lui  est  superposö  dans  la  ligne  präc6dente. 

On  forme  les  autres  lignes  successives   de  la  meme   manierc, 
»bservant  tonte  fois  que  le  premier  coefficient  de  chaque  ligne  est 
au  numcro  d'ordro  de  cette  ligne. 

D'apres  ccla,  les  Equations  lineaii-es,  donnant  les  valeurs  numeri- 
>  des  eoeffieients,  qui  affectent  les  termes  successifs  du  polynöme 
ilopp^  de  2J»^,  seront 

.1  —  2^+   C—   L>+    E—   F=0, 
2jö— 36'+4Z>~5A'+6F=Ü: 


au 
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4/>— 10/!;+20F=U, 
oA— 15F=*0, 

5.  Sommes  <lcs  dix  prenil^res  puissanees  des  n  premien  b«i 
bres  eiitiers.  Si  uous  appliquous  ia  niethode  preeedeutc  au  calc 
de  cea  somiiics,  iious  obticudrous  los  fonnulcs  suivautcs: 

£u    =   iH(n+l), 

£n^  =   J«(»  +  l)(2n  +  l), 

Sn^  =  ^n(w  +  l;(2n  +  l)(3;i*+3«-l), 

Ea^  = -,i2u=»(/i  +  l)*(2«*+2w  — 1), 

Xii«   —  ;ji5n(H  +  l)(2/i+l)(3/i<+6/*3— .Sw+l), 

Xm»   =  j,Vw(m  + 1)  (2h  4- 1) (57**5+ 15n» +5«*  __  i5,,3 .    ,,i^ f)„_ 3 

2;,*»   -=  ^l^.««(H  +  i)2(2;^«4.07r'^+H*  — Sn^+n^+e«  — 3), 

J[;;,io  =  ^*i^,M(/*  +  l)(2«  +  l)(3/i»*  +  12;J-f  8««— 18»'^  — 10i**+2k 

+2nS-ir>tt- 

II  u'cst  pas  iuutilc  de  faire  obscrvcr  quc  los  cxpiTssioiis. 
fouruissont  les  sommos  des  puissauccs  seiublables  ]>aircs  des  n 
niiers  uombres  entiers,  admottciit  toutcs,  comme  factcur,  ic  pr 
w(/<  +  l)(2/*-f-l);   et   que  cellcs,   qui  doiiuout  les  somincs  des 
sauces   seiublables   de    degre   impair,   contienucut   toutes  le  fa 

6:    Relations  cntre  les  trols  premidres  des  somines  pr^^d« 

Ajoutons  doux  ä  dcux  Su^  2u^^  £h^,  et  prenous  de  meine  le^ 
ferences  entre  cos  sommes;  uous  obtenons  los  six  egalites 

(I)  2n^+£H  =  jH(n+l)(n  +  2), 

(II)  Xii^—En  =  i(/*— l)7*(n  +  l); 

2;/i»+2:/i  =  J„(„-fl)(,4Ä^n  +  2), 

(III)  Zh^'-Zh  =  i(,,  — i)H(«-f  1)(m+2); 

£h^--  £n^  =  tSO*—  !)«(«+ 1)  (3» +2). 
Nous  voyous  par  (I),  (II)  et  (III)  que 

1^  La  somine  des  carres  des  n  premiers  nom' 
eutiers,  ajoutec  ä  la  somuie  de  cos  n  menies  uomb 
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lo  au  tiers  du  produit  de  trois  nombres  entiors 
itifs,  dout  le  Premier  est  n, 

ja  somme  des  carres  des  n  premiers  nombres 
,  diminn^e  de  la  somme  de  ces  n  memes  nombres, 
Ic  au  tiers  du  produit  de  trois  nombres  entiers 
tifs,  dont  le  premier  est  ?i  —  1. 

ja  somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres 
,  diminuee  de  la  somme  de  cos  h  memes  nombres, 
le  au  quart  du  produit  de  quatre  nombres  entiers 
tifs,  dont  le  premier  est  n  —  h 

rouve  aussi  que 

2i:7i^+Si:n^+£n  ==  in(u4- !)«(/.+ 2), 

telations  entre  üji^  et  les  trois  sommes  £n^^  £n\  £n,    II 
de  verifier  que  Ton  a 

Sn^-  Sn   =  ^(n  — I)n(it  +  l)(6u24-l5ii+16), 
Zn^—  Zn^  «  ^(,j  — l)n(,i  +  l)  (w-f  2)  (2n+l), 
Z/i*  —  Ea^  =  ^(/i  —  l)w(n  + 1)  (12n2+ 15,,^  2). 

concluons  de  (IV)  que 

iommc  des  quatriemcs  puissanccs  des  n  premiers 

3   entiers,   diminuee   de  la   somme  des  carres  de 

2«+l 
iuies  nombres,  est  egale  au  produit  de  -~T7r-.     par 

uit  de  quatre  nombres  entiers  consecutifs,  dont 
icr  est  u— 1. 

ms  divisons  (IV)  par  (III),  nous  aurons 

,  Si  H  egale  un  multiple  de  5  plus  2,  la  diff^rencc, 
\  somme  des  qnatriemes  puissances  des  n  pre- 
onibres  entiers  et  la  somme  des  carres  de  ces  n 
lombres,  est  divisible  par  la  differenco  eutro  la 
des  cubes  des  n  premiers  nombres  entiers  et  la 
ie  ces  n  memes  nombres. 

rouYO  facilement  que  Ton  a  aussi 

oZh^+Zu^  ^  iin^(ii+a)^(2u4-i)  ^  62;hm:ii, 


31(i 
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8.    Atttres  cas  de  dlTisIbiliM.    II  nous  vicut  cncorc 


(VII) 


(VIII) 


IJn* 


2n^ 


(«-1K»+2)1^,^,^ 


Äi^. 


Ur  Ic  produit  (n—  1)0*4-2)  est  toujours  divisiblc  par  2;  douc 

1^  Si  n  egalo  un  multiple  de  5  plus  1,  ou  uu  mnltiple 
de  5  plus  3,  la  sonime  des  quatridmes  puissauces  des  n 
Premiers  nombres  entiers  est  divisiblc  par  la  somme 
des  carrcs  de  ces  n  memes  nombres. 

2^  8i  n  egale  uu  multiple  de  3  plus  1,  la  somuic  des 
ciuqui^mes  puissances  des  n  premiers  uombres  entiers 
est  divisible  par  la  somme  des  cubes  de  ces  m  mcnics 
uombres. 

Comme  ou  a 

(IX)  2:n^-  £n^  «  i(«— l)'*V  +  l)*('*+2), 

ou  voit  aussi,  au  uioyeu  de  (III),  que 


(X) 


f.(/*+l). 


Douc  Si  M  est  uu  multiple  de  3  ou  uu  multiple  de3 
moius  1,  la  differeuce,  entre  la  somme  des  cinquiemes 
puissances  des  m  premiers  nombres  entiers  et  la  sorawc 
dos  cubes  de  ces  n  memes  uombres,  est  divisible  par  1» 
differeuce  entre  la  somme  de  ces  cubes  et  la  somme  des 
H  memes  uombres. 

On  trouve  encoro  quo 

(XI)  S£n^+  Hn^  =  in^n  + 1)3  ==  iün^ .  >«. 

9.    Nous  avons 

2:,«2  —  7        "  ' 

or,  si  H  est  uu  multiple  de  7  plus  1  et  egal  ä  7/i  +  l,  lenumW** 
de  la  fraction  du  second  membre  devient 

3(7;)+l)*+6(7p  +  l)^-3(7|,+l)+l; 

et,  comme  le  reste  de  la  division  du  num^rateur  par  7  est  Ic  wt0 
que  cclui  que  Ton  obtieut,  eu  divisaut  par  7  la  somme 
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3  +  6  —  3+1  =  7 

"estes,  cette  fration  se  r^dait  ä  an  nombre  entier.    Donc 

Si  n  est  an  maltiple  de  7  plas  1,   la  somme  des  sixi^- 

pnissances  des  n  premiers  nombres  entiers  est  di. 

ble  par  sa  somme  des  carr^s  de  ces  n  memes  nombres. 

10.  Si  nons  ajoatons  Sn^  ä  En^^  nous  troaverons  qae 

I  2:n7+  Sn^  =  i7i*(ii  + 1)*  =  2{2ffif. 

A^insi  ia  demi-somme  des  cinqai^mes  et  des  septi^mes 
sances  des  n  premiers  nombres  entiers  est  6gale  an 
'^  de  ia  somme  des  cubes  de  ces  n  memes  nombres. 

On  a  aassi 

Sn'^  =  i2;«3(62:7>3-~42:n+l). 

,  si  n  est  an  maltiple  de  3  plus  1,   42^n  — 1    ou   2n(7i  +  l) — 1 
divisible  par  3.    Donc 

Si  n  est  an  maltiple  de  3  plas  1,  la  somme  des  septi^- 

pnissances  des'n  premiers  nombres  entiers  sera  di- 

ble  par  la  somme  des  cubes  de  ces  n  memes  nombres. 

11.  D*aatres  relations,  plus  ou  moins  simples  peuvent  encore 
§daire  des  formnies  dn  n^  5.  Nous  nous  contenterons  de  citer 
mivantes 

52:n»+7  Zn"^  =  Mn  +  l)3(2n  +  l)(5»^  +  5ii-.l), 
5J:n9+9  2rn7  -=  Mw+l)*(^*+4n— 1), 
5Zn»+ 10  2:n'+2:n  =  M«+l)^- 

12.  Formale  serTant  ä  ealculer  la  somme  des  puissanees  o  des 
*emlers  nombres  impairs.  Si,  dans  Texpression  2n— 1,  on  rem- 
e  n  successivement  par  les  7i  premiers  nombres  entiers 

1,  2,  3,  ...,  n — 1,  »j, 

Dbtiendra  les  n  premiers  nombres  impairs. 

La  somme  de  ces  n  premiers  nombres  impairs  pourra  donc  etre 
gn6e  par  le  symbole 

2:(2n-l), 
parsuite 

Z:(2h— 1)« 

r^ntera  la  somme  des  puis<)ances  a  des  n  premiers  nombres 
aJrs. 
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Gelte  somme  I!(2n — 1)«  est  evidemment  egale  k  la  soram 
pnissances  a  des  2n  — 1  premiers  uombres  enticrs,  diminiiee  i 
somme  des  puissances  o  des  n — 1  premiers  nombres  pairs. 
demidre  somme  6tant  6gale  ä 

2«[i«-f  2«+3«+  ...  -{-(n— 1)«], 

pourra  etre  d^signee  par  2^I!(n — 1)«. 

Si  nous  repr^sentons  par  Sa  la  somme  des  puissances  er  des  2t 
Premiers  nombres  ontiers,  noas  aurons  done  la  formale  generale 

(A)  £(2n — 1)«  «  Sa  —  2^£(n  —  1)«, 

qui  servira  k  calcnler  la  somme  des  pnissances  cc  des  n  ])reii 
nombres  impairs. 

13.  Sommes  des  ciuq  premiöres  pnissanees  des  n  preoi 
nombres  impairs.    On  trouve  facilement  quo 

(a)  2(2n  —  l)   =n^ 

(b)  £i2n  - 1)2  ==  ^(4n2—  1), 

(c)  £{2n  — 1)3  =  «2(2n2 — 1), 

(d)  2:(2n— 1)*=  T^n(4n^— 2)(12«2  — 7), 

(e)  2:(2n— 1)S  =  in2(16n*— 20»i2  —  7). 

14.  La  formale  (6)  pouvant  s'6crire 

2:(2n— 1)2  =  K2»  — l)2n(2n+l). 
nons  voyons  qne 

La  somme  des  carr6s  des  «  premiers  nombres  impa 
est  egale  au  sixiemc  du  prodait  de  trois  nombres  eRti< 
cons6cutifs,  dont  le  premier  est  lo  dornicr  nombre  i 
pair  cousidere. 

15.  Si  nous  divisons  (c)  i>ar  (a)  et  (d)  par  (b),  nons  obtiendr 
les  quotients 

2:(2n— 1)         '"'       *' 

Donc  1"  La  somme  des  cubes  des  n  premiers  nomb 
impairs  est  toujours  divisiblo  par  la  somme  de  ct\ 
memes  nombres  impairs;  le  quotient  est  2«* — i. 
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2f^  La  somme  des  qnatri^mes  paissancas  des  n  pre- 
rs  nombres  impairs  scra  divisible  par  la  sommc  des 
res  de  ces  n  memes  nombres,  si  n  est  an  multiple  de 
Ins  on  moins  1. 

16.  Nons  avons  anssi,  en  vertu  des  memes  formules 

2:(2n  — 1)3-1- 2:(2n  —  l)  =-  2n*, 

2:(2n  — l)*-f2:(2«~l)2  =  -^n(4«»— 1)(6«2— 1). 

Ainsi  La  somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres 
airs,  augmentee  de  la  sommc  de  ces  n  memes  nom- 
s  est  6gale  a  2w>. 

17.  Nous  trouvons  encore  que 

2:(2n  — 1)3— 2:(2n  — 1)  =  2^1.(71— l)n(« -1-1). 

Donc  La  somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres 
airs,  dimiun^o  de  la  somme  de  ces  n  mSmes  nombres, 
egale  h  2n  fois  Ic  produit  de  trois  nombres  cntiers 
s6cutifs,  dont  le  premier  est  w  — 1. 

18.  II  est  facile  de  v6riiier  que  Ton  a  aussi 

2:(2h— l)5-{-22:(2n  —  l)8  -  S[£(2n-1)^^, 

Ainsi  La  somme  des  cinqui^mes  puissances  des  n  pre- 
rs  nombres  impairs,  augmentee  de  2  fois  la  somme 
cubes  des  n  memes  nombres,  est  ^gale  k  3  fois  le 
:€  de  la  somme  des  carres  de  ces  n  premiers  nombres 
airs. 

19.  Somme  des  puissances  a  de  in  nombres  impairs  cons^eutifs« 

»osons  que  ces  m  nombres  impairs  soient  pr6c^d6s  de  n  nombres 
lirs. 

• 

La  somme  des  puissances  a  des  m-f-n  premiers  nombres  im- 
s  sera 

2:(2m-{-2n— 1)«,    et     2;(2«-l)« 

la  somme  des  n  premiers  nombres  impairs. 

La  somme  cberch^e  est  donc 

2(2m  -I-  2w  —  1)«  —  2:(2n  —  1)«. 

Ainsi  la  somme  des  cubes  des  ni  nombres  impairs,  qui  viennent 
i  Suite  des  n  premiers  nombres  impairs,  sera,  d'apr^s  (c). 
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Z(2w+2«  — 1)3  — 2:(2«-l)3  .=  (m  +  n)^2(m+uy—l']  —  nH2n^ 

=  m(m  +  2»)(27n2+4mn  +  4n«— 1). 

Lorsquc  m  =  »,  ccllc  expression  devient 

3«*(10»2  _  1), 

ot  representc  la  somme  des  cubes  des  n  nombres  impairs,  qni  sui' 
los  V  Premier  nombres  impairs. 

20.    Somme  des  pulssanees  o  de  m  uomlires  e ntiers  eous^eul 
Si  ces  m  nombres  sont  prec6d^s  de  n  nombres  entiers,  la  somme 
mandee  sera 

Daus  le  cas  oü  a  =  3,  on  aura 
Notre  somme  sera  done 

Pour  w  =  n,  cette  expression  devient 

ifi«(3w+l)(5w+3); 

eile  foumit  la  somme  des  cubes  des  ?4  nombres  entiers.  qui  ^iennfii 
ä  la  suite  des  n  premiers  nombres  entiers. 
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XXM. 

Metliodes  exp^ditives  ])our  rextraction  de  la 

racine  ciibi(iiie 
des  nombres  entiers  ou  deciiimiix. 

• 

Par 

Georges  Dostor. 


1.  Los  iadustrios  profossionnclles,  tolles  quo  la  charpente,  la 
uuiscrie,  la  coupe  des  pierres,  la  fonderic,  etc.  pr^sentent  souvent 
i  calculs,  dans  lesquels  on  est  conduit  k  extraire  dos  racines  cubi- 
?s.  Ces  racines  se  d^terminent  alors,  selon  les  cas,  avec  deux  ou 
is  chiffres  cxacts. 

Mais,  dans  les  arts  de  pr6cision,  lo  constructeur,  le  m6canicien, 
[>hysicien,  etc.  ont  souvent  besoin  d'un  plus  grande  approximation; 
ont  alors  recours  aux  Tables  et  obtienncnt  les  racines  cubiques  ä 
de  des  Logarithmes.  Ceux-ci  no  sauraient  donner  tout  au  plus 
^  cinq  ou  six  chiffres  exacts. 

Cependant,  lorsque  la  qnantite  ä  evaluer  en  d^cimales  contient 
radicaux  superpos^s,  les  premi^res  racines  cubiques  devront  etre 
^ulees,  de  mani^re  k  fournir  autant  de  tranches  de  trois  chiffres, 
i  Ton  d^sire  avoir  de  chiffres  a  la  derni^re  racine.  Dans  cc  cas 
'aut,  de  toute  necessite,  proceder  k  Textraction  directe  de  la  ra- 
e  cubique,  et  d^terminer  cette  racine  avec  un  assez  grand  nombre 
chiffres  exacts. 

2.  Uextraction  de  la  racine  carr6e  est  une  Operation  assez 
iple:  eile  repose  sur  des  principes  qui  sont  faciles  üi  ötablir  et 
uraodes  a  appliqucr;  les  calculs  sont  peu  compliqu6s. 

TwlLXlV.  21 


iVülevor  au  culn-  tüute  la  iiartic  tnmvee  i'i  la  raciDP, 
cliifl'rc  ä  L'ssaycr,  alin  Au  e'aasiircr  (juc  cc  cube  peat  s« 
la  partic  corrcspoudantc  du  nombrc  jiropose.  Ce  eal 
iorsquo  la  racioo  nc  se  coDiposc  quc  de  trois  cbifircs,  i 
cl  fastidioax ,  pour  ne  pas  dirc  inipraticable.  AH  qae 
tieiit  iin  plus  gr&nA  nombro  <lc  chifTres. 

II  est  vrai  <iiic  ijuelijuee  uutearE.  cu  petlt  nombrc 
t'ornicr  les  trois  durDitiroa  parlios  du  cubc  de  la  i-acioi 
on  dizaines  et  cu  nnit^s,  et  i't  rctranchcr  lenr  somme 
redent  suivi  dß  la  tranche  correapoDdaDtc;  mais,  daos  c 
ou  se  trouve  toujonrs  assojctti  &  caiculpr  directemcnf  1 
des  dizaines  tronvees  ä  In  raciue. 

3.  L'^itraction  do  la  racine  cubiqae,  d'apr^s  les 
vies,  sera  donc  tonjonrs  une  Operation  entrav^e  de  lonj 
sie  de  difticult^s  pour  les  personnes,  qni  sont  pen  ätn 
l'usage  des  Tables,  on  qui  veoleot  calculer  la  raoine  ci 
grand  nombre  de  cUif&es  exacis. 

Noas  pensons  (ino  la  metbodo  saivante  obyie  ä  ce 
v^nient. 

Dans  ccttß  m^tbodc,  pour  d^terminer  nn  nonvei 
meine,  on  fait  usoge  des  r^snltats  foumis  par  Ic  es 
pr6c6dcnt,  que  l'on  compl^te  par  une  simple  multiplici 
quelle  Tun  des  denx  fitcteurs  est  tout  an  plns  ^gal  iL  ' 

Cotte  metbode  n'est  gn^re  plns  penible  qnc  celli 
ployi^e  i>our  Textractioii  de  la  radne  carrto,  et  se   cc 
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Noas  B0U8  propoBons  de  Texposer  avec  toutes  les  simplifications, 
le  la  r^flexion  et  Texperience  nous  ont  sugg^r^es  depais. 

4.    On  sait  que: 

Pour  extraire  la  racine  cubique  d'un  nombre  entier, 
m  partage  ce  nombre  en  tranches  de  trois  cliiffres  h 
trtir  de  la  droite,  et  Ton  extrait  la  racine  du  plus 
Tand  cube  entier  qui  seit  contenu  dans  la  premiöre 
ranche  k  ganche. 

On  obtient  ainsi  le  premier  chiffro  de  la  racine  cu- 
iqoe  cberch6e. 

.5.    Cela  fait,  il  est  ais6  de  d^montrer  que: 

Pour  trouver  le  secoud  chiffre  de  cette  racine,  de  la 
remi^re  tranche  h  gauche,  dans  le  nombre  donne,  on 
etranche  le  cube  du  premier  cbiffre  obtenu  h  la  racine; 
cöte  du  reste  on  abaisse  Ic  premier  chiffre  de  la  trän- 
ke snivante;  on  divise  ensuite  le  nombre  rösultant, 
'abord  par  le  triple  carrö  du  chiffre  trouv^  h,  la  ra- 
ine,  puis  par  ce  triple  carr6  augmente  de  trois  fois  le 
lerne  chiffre.  On  obtient  ainsi  deux  quotients,  entre 
csquels  se  trouve  compris  le  second  chiffre  de  la  racine. 

Soit,  en  effet,  k  extraire  la  racine  cubique  du  nombre  274308, 
ni  se  s^pare  dans  les  deux  tranches  de  trois  chiffre  274  et  308. 

Le  plus  grand  cube  entier,  qui  soit  contenu  dans  274,  est  216, 
ont  la  racine  est  G.  Le  premier  chiffre  de  notrc  racine  cubique  est 
lone  6. 

274.308  i  J 

216          !  36    108 

583.08     3     Jl8 

i  108    126 

Retranchant  le  cube  de  G,  qui  est  216,  de  la  premidre  tranche 
74  et,  ä  cote  du  reste  58,  abaissant  la  tranche  suivante  308,  on 
btient  le  nombre  583 .  08,  qui  contient  583  centaines. 

On  divise  ces  583  centaines,  d'abord  par  le  triple  carrä  108  du 
'iffiro  6,  puis  par  ce  triple  carr^  augmente  de  3  fois  6  ou  18,  c'est- 
üire  par  126.  On  trouve  ainsi  pour  quotients  entiers  les  nombres 
et  4.    Je  diß  que  le  second  chiffre  de  la  racine  est  5  ou  4. 

Pour  le  prouver,  designons  par  N  le  nombre  donn6  274308,  par 
le  chiffre  des  dizaines  de  sa  racino  cubique,   par  n  le  cläffre  des 

21* 


lies  i-eDtaiDcs  conteiiues  dans  iV— lÜOiW^,  d'aborU  i« 
;l(f*-]~3*/i  ou,  si  l'on  veut,  la  ilivision  de  A" — lOOO 
:v»\i*,  puis  par  30(W+300<?. 


1"  Nous  avons,  en  vorlu  do  (1). 


+  .. 


SOOffS        —  "  T^  lOrf  "^  300rf* 

or  la  partie  enü&re  q  dn  qnotieat  est  n^cesa^rement  i 
ciitiüre  da   socond  membre;  mais  ccUe-ci  n'est  pas 
l)artip  cDtitro  «  conteoue  daus  n;  donc  Ic   «luoticnt 
moiudrc  iiuc  lo  uliiffre  des  anit^s  u  do  la  ra 
fibercliec. 

'2'*  Snpposons  cjuc  lo  cbiffre  d  des  dizoineB  ne  sc 
i|UO  4.    Puisque  a  est  iDf^riear  k  10,  uonB  avons  n^ci 

3./>a,      10  — o>l,     10n>n*, 

A'aii  uons  tiroDs,  en  multipliant, 

30.M10  — o)>^^^ 
ou 

300(ta— 30</<.»>a». 

II  s'enanit  qiie  nous  pouvdns  4crire 

300rfo>30^fc.*-f  a>, 

et,  par  »nite,  cd  ojoutaut  de  [>art  et  d'aatrc  300t/'a 

30CV/»o+300</n  >  300<fo-|-30<Äi*+<iä. 
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1  s'onsuit  quo  Ic   chiffrc   des  unites  de   la   racine   cubique   de 
)8  est  5  ou  4. 

>.    Pour  ossayor  le   chiffro  5,   on  obscrvc  quc  Ic  rcstc  58308 
mt  la  sommo  des  trois  dcruieres  parties 

3 .  (lOfO^M  +  3 .  (lOfO  w^  +  u» 

ibc  de  10 +M. 

274.308       64 
216 

583.08 

461  44 


121  64 


36 

36 

3 

3 

'd{lW)^  =  10800 

10800 

3 .  lOdti  =   9a) 
,     25 

'*    11725 
3(10r/)^wi      . 
3.10^/**^    ^ 

720 
16 

11536 
4 

^^3    =  58625     46144 

Ltiii  de  former  ces  trois  parties,  oü  r/  =  6  et  «*  =  5,  nous  ecri- 
sous  10800  =  3(laO^  le  triple  produit  900  de  60  =  lOr/  par 
t,  et  sous  celui-ci  le  carre  25  =  it^  de  ?*  =  5 ;  la  somuic  de  ces 
parties,  ou  11725,  sera  douc  egale  ä  3(l(>/)^+3(10rO//,4-«-. 
ultiplicaut  cette  souinie  pai*  5  =  w,  uous  obtiendrons  58625  i)Our 


nme 


'6(10iiy'a  +  *S(lüd)u^+H^ 


•ois  autres  parties  du  cube  de  65. 

iC  üombre  58625   etaiit  supericur  au  restc  58308,  lo  chiffre  5 
op  fort. 

)u  essaie  de  la  memo  maniero  le  chiffrc  4,  que  ron  trouve  etre 


Soit   maiutenaut   a  exU'aire   la  raciue   cubique   du   uonibre 
►8246864083,  qui  renfenne  plus  de  six  chiflö^es. 


8.246.864.083  64975 

42.46 
^7978.64 

33213910.83 
47  08 


3(10rf)»=10800ll228800 126360300 

MOdu^    720!     17280       136290 

„2=       16;' 8i;        _    49 

11536il246i6lil26496639 
?^2= ^16^ 81  i 49 

MO(du  h)2=12288 1263603il26633027 

i?2|       1947!        19491 
1248012655501126652518 


12663302700 

974550 

25 


12664277275 


iliviser  la  partic  12161:2,  i|ui  sc  trouvc  &  gancbc  da  | 
duuxic'nic  rcstc,  par  Ic  triple  carri  de  la  partic  6-1  tronvt 

Ür  cc  triple  carrü  pcut  a'obtcnir  immüdiatcment  pa 
addition. 

En  effot,  80US  lo  Qomüro  11536,  ijni  est  igal  ä 

3(10rO'+3tlO<0"+«*, 

liurivonB  lü  carrc  h*  -  16  du  demicr  cbiffrc  obtcua  i, 
aonmic  de  tous  les  nombrcs  supcrpusäs,  ä  l'cxceptioo 
uombro  10800;  Dona  ubticndrons  poor  sommc  lo  uombr 
so  coinpOBO  dea  partiea 

3(10(0u,    «»,    ;)(I0rf)*+3(10rf)«  +  u-,    «*, 

Ol  par  suito  so  trouvo  etre  egal  k 

3(10<0*+G(10<Ott  +  3i.*  =  3(10./+«)*. 

Co  nombrc  eat  donc  egai  k 

3(60+4)*  =  3.64", 

ou  au  triple  carrt  de  la  partie  64  tronvöe  ä  la  racinc. 

£n  divisant  121642  d'abord  par  1228t<,  pnis  par  12J 
64  ~=  193,  ou  par  1248U,  aons  trouvoos  le  m^me  <|noti 
donc  0  eat  le  troiaiömo  chlffre  de  la  raeine. 

Du  denxigme  reete  12164246  uoua  devons  retranch 

3.640». 9+3. 640. a»-|-a»  =  (3.640»+3.640.9- 
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.  cgalo  ä 

3.640^+3.640.9+9*. 

£n  mnltipliaut  cettc  soinnie  ])ar  9,  et  cii  rctraucliaut  le  produit 
ctcment  de  12164246,  nous  obticudrous  Ic  rcste  948797,  k  c6i6 
uel  nous  abaisscrons  la  traiiche  suivantc  864,  apres  cn  avoir  se- 
';  Ics  denx  derniers  cbiffrcs  par  un  poiut. 

La  partie  ä  gaudic  du  poiut,  ou  9487978,  devra  etrc  divisee  par 
riplc  carre  de  649,  pour  fouruir  Ic  cbiffro  suivaut  de  la  racine. 

Or  ce  triple  carre  s'obtieut  de  suito,  cu  mettant  lo  carre  de  9 
Sl  sous  124616,  et  eu  faisant  la  sonime  des  quatre  derniers  nom- 
;  ainsi  ecrits. 

Cette  somme  sera  1263603  =  3.649^;  eu  y  ajoutant  1947=3.649, 
Ton  calculera  directenicut,  on  aura  le  sccond  diviseur  1265550. 

Divisant  le  uombrc  9487978  par  ces  deux  diviscurs,  ou  obticnt 
lerne  quotient  eutier  7,  qui  sera  ainsi  le  (luatrieme  cbiffrc  de  la 
ue. 

II  sera  facile  de  contiuuer  l'operation,  en  suivaut  les  calculs  du 
eau  precedent. 

8.  Le  calcul  d'un  cbiffre  de  la  racine  sera  d'autaut 
s  ccrtain,  que  le  nombre  des  cbiffres  deja  obteuus  k 
racine  sera  plus  considcrable. 

Car  des  que  la  partie  I)  trouvee  u  la  racine  sera  egale  ou  su- 
curc  a  10,  on  obtiendra  le  nieme  cbitfre  au  quotient,  cu  divisant 

centaiues  du  rcste  correspoudant  suivi  de  la  trancbe  suivantc, 
►ord  par  3Z>*,  en  suite  par  3D-+3D,  ou  du  moins  on  obticnt 
X  quotieuts,  dont  la  diff^rence  est  moindre  qu'  nne  uuite. 

oit,  en  cffet,  R  le  nonibrc  forme  par  les  ccntaines  du  restc.  Si 
8  dcsignons  par  Q,  et  (/  les  quotieuts  complets  que  fournit  la 
sion  de  R  d'abord  par  3D^,  puis  par  3Z)*+379,  nous  aureus 


1  il  nous  vient 


_    Ä  ,  _        R 


,  _    R  R 

^""^  -  3^^—3/>+3D* 


\ 
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Ür  lu  iiuoliont  H'  est  cviilemmcnt  moindni  que  lO;  p 
si  li  est  egal  oa  sup^ricur  ä  10,  la  ditf^rcDcc  Q^Q'  scramwnd 

9.  Calenl  ies  raclnes  cnbiques  par  des  AItIMsiu  m 
Ponr  effectncr  cctte  opüratiou,  uous  nous  appnierom  snr  ü 
dpcs  OD  th^oremCB,  <|ne  noas  alloDS  ctablir. 

Tli^orinie  I.  Lorstin'oD  a  d^tcrminä  plas  de  Is 
dos  cLiffres  de  la  racine  cnbiqae  d'un  nombre 
ou  obtiont  le  nombro,  approchä  par  cxcös,  forme 
antrcs  cbiffrci  do  la  raciuo,  cn  divisaut  Ic  res 
du  prcmicr  ticrs  des  chiffrcs  ä  abaisscr  par  I 
carre  do  la  partie  troav^  k  la  racino. 

RcpürtoDB-noua  it  l'opuratiou  du  n"  7. 

A))rc9  avoir  dctcrmiaü  lc3  trois  prcmicrs  chi&x»  i>49 
eine  cubigiic  par  la  regio  ordinairc,  abaissona,  ä  cütc  du  res 
Ic  prcinicr  tiers  B6  il"«  cliiffrcs  suivants  864083  du  uombn 

La  racine  totale  i  >urra  Strc  consider^c  conimc  couipo 
ccDtainea  et  d'an  ccrtaiu  nombrc  /'  d'anit^s,  moindro  qoc 
iiombre  propos^  rcnferme  lo  cubc  de  cctte  racine,  ou 

{64900+4)3  =  64900*  4-3, 049O0',/'+3.649C».ftH 

La  premi^rc  partie  (>490U^  a  dejä  ete  retranchOe  d 
duDuc,  do  sort«  que  le  rcstc  948797864083  renferine  cncon 
dca  trois  autres  parties. 

Or  3.64900'.&  nc  peut  etre  contenu  qne  dans  loa 
Vordre  lÜO*  =  10000  de  cc  rcste,  lesqnelles  rcnfcrment  ei 
dizaines  do  mille  des  deux  dcrnierea  parties.  Douc,  si 
CCS  dizaines  de  mille  94879786  par  Ic  triplc  carre  3.649'- 
des  ceutaines  trouvees,  ou  obtiendra  les  unitt^s  de  la  nt 
iiombre  trop  fort.  Doiie  li;  ijaolient  75  exprirae  li 
cbiffres  de  la  raciiic,  approcb^e  par  exces 
948797864083  649.75 


94879786   1263603 
6426976  '75 
108961 
948797859375 
4708 


64900 


3.75  =  2 


1298 
1460250U 
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)ur  verificr  Ics  chiffrcs  75  obtcnus  au  quoticnt,  on  mct  h  la 
lu  diviseur  1263603  autaut  de  zeros  quc  Ton  a  neglige  de 
i  dans  la  partie  k  abaisser;  sous  le  r^sultat  on  ecrit  lo  triple 
;  14602500  de  la  partie  64900  obtenuc  ä,  la  racinc  par  75,  et 
ious  on  met  le  carr^  5625  de  75;  la  somme  12650638125  de 
is  nombres  scra  ^gale  k 

3 .  649002  4-  3 .  64900 .  75  +  75^. 

Itipliant  cette  somme  par  75,  on  forme  la  somme  948797859375 
3is  derniöres  parties  du  cube  de  (649()0-j-75)  ou  de  64975, 
3  somme,  n'^taut  pas  sup^ricure  au  restc  948797864083,  fait 
10  le  quotiont  75  n'est  pas  trop  fort.  Donc  le  nombre  75 
los  deux  dcrniers  chiffi*es  de  la  racine. 

I.  Th^or^me  U.  Lorsqu'ou  a  determin^  plus  de  la 
6  des  chiffres  de  la  racine  cubique  d'un  uombre 
r,  on  obtient  le  nombre,  approch6  pardcfaut,  form6 
js  autres  chiffres  de  la  racine,  en  divisant  Ic  reste 
du  Premier  tiers  des  chiffres  ä  abaisser  par  trois 
0  carr6  plus  trois  fois  le  nombre  de  la  partie  trou- 
la  racine. 

tprenons  l'exemple  274308246864083  du  n^  7,  et  determiuons 
is  Premiers  chiffres  649  de  la  racine  cubique  par  la  m^thodc 
re.  Divisons  ensuite  le  reste  948797  suivi  du  premicr  tiers 
\  chiffres  restant  h  abaisser  par  1263603+1947  =  1265550, 
dire  par  le  triple  carre  plus  le  triple  de  la  partie  649  trouv6e 
.eine,  ce  qui  donne  le  quotient  74.  Je  dis  que  lo  nombre  des 
de  la  racine  ne  peut  etre  inferieur  ä  74. 

i  effet,  posons  649  =  a,  74  =  0.  On  prouve,  commo  au  n^  5 
.100a+b)b  est  inferieur  ä  3.10000«;  donc 

3 .  lOO^a^ + 3 .  lOOrrÄ- + b^ 

»rieur  ii 

(3 .  10000a2+  3 .  10000«)^. 

partie    94879786    du    restc    K    contieut    (3a^  +  3«)*;    donc 
8600(X).ot,  surtout,  le  reste  total  948797864083  contiennent 

(3 .  lOOOOa^  +  3 .  10(ma)b, 
Ins  forte  raison 

3 .  lOÜ^a^  +  3 .  liJOab^  +^, 

dire  Ics  trois  dcrnieres  parties  dc(100a+Ä)3;  donc  le  nombre 
i  n'est  pas  trop  grand. 


:W> 


Dnstor:  Af€tho(ks  expi^itivt^ 


Si  nous  oBsayons  71,  nous  trouvons  Ic  rcstc  126650ßl6o9. 
Calculoas  la  differcncc  649753  __  64974»  ou 

^  6AC)71^4-H  649744-1  -  i  3. 64900^+6.64900. 71+ IUP 
.3.blJ/l  +3.64974  +  1  -  ^  +3.6490(J+3.74  +  l. 

et,  puur  cela,  ajoutous  ensemblc  les  iioinbres 


12«m0443276  = 

144078(J0  - 

10952  = 

194922  =- 


=  3.649<X)^+3.64900.74  +  74^  dejä  ubtouu. 

3.64900.74  dejä  obtcna, 

=  2 .  5476  =.  2 .  74*  deji  calculc, 

=  3 .  64900  +  3 .  74  qüi  rcvicnt  ä 

3.64974  facilemciit  caiculablc; 


nous  tiüuvoiis  12665056951  pour  la  differcncc  cherch^e.    Ci*  noinbn' 
elaiit  inferieur  au  restc,  le  quotient  74  est  trop  faiblc. 

11.  Th^rdme  IlL  Lorsqu'on  a  deterininc  pUs  de  la 
moitie  des  chiffres  de  la  racine  cnbiqne  d'an  uonibrr. 
et  quo  Tou  divise  par  le  triplc  carre  de  la  partic  trouMO 
lol  quel,  puis  augmeute  de  cette  partie,  Ic  rcstc  corro- 
spoudant  suivi  du  premier  ticrs  des  chiffres  a  abaisscr, 
üu  obtient  deux  quotionts,  qui  no  peuveut  differer  <l'' 
plus  d'une  unite  du  nombrc  forme  par  les  autreschiffrci» 
de  la  raciue. 

Eu  effet,  soieut  q  et  q  les  quoticut»  eomplcts  que  lun  obtieA 
ou  diräant  par  3a^  et  3«-+3<«  le  reste  corrcspondaut  ä  la  partic« 
trouvce  a  la  raciue,  suivi  du  i)reuiier  tiers  des  chiffres  ä  abaoscr, 
iionibre  que  uous  reprcsenterons  par  //;  uous  avons 


'^      '^'  "  3a^      3a-  +  3a  ""  3a« + 3«  *  a 


9 


La  paitie  a  ayaut  /<  chiffres  et  la  partie  ii  trouver,  laqucUc o'eit 
pas  moindre  que  q'^  ayant  moius  de  n  chiifres,  on  a  5'<C10"'*  et 

par  suito  -  <<  1 ;  donc  los  quotients  q  et  q'  ne  penvent  difercr  de 
plus  d*une  unite  du  nombrc  forme  par  les  autres  chiffres  de  la  radoc 


12.  Supposous  que  Tou  ait  detenniue  plus  de  k  moitie  ^ 
chiffres  de  la  racine  cubique  d'un  nombre  entier.  On  sait  (n"  I*i 
que  Ton  pourra  obtenir  tous  les  autres  chifl^res  de  cette  racine,  ei 
divisant  le  reste,  suivi  da  premier  tiers  des  cUffiree  k  abaifser,  p« 
Je  triple  carre  de  la  pailie  trouvee  ä  la  raeiac. 
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üii  obtieut  ainsi  Ic  uombro,  approchd  par  exc^s,  qui  est 
e  par  les  autres  cbiffrcs  de  la  raciue. 

Si  Ton  avait  divisc  le  mcnie  resto,  suivi  du  preraier  tiers  des 
•es  k  abaisser,  par  Ic  triple  carrc  de  la  partio  trouvee  ä  la  ra- 
augmcnte  de  trois  fois  la  memc  partie,  ou  aurait  trouve  (u^  10) 
nnbre,  approcbö  par  defaut,  qui  est  form6  par  les  autres 
*es  de  la  raciue. 

Dans  ces  deux  divisious,  on  obtieut  dos  quotieuts,  Tun  par  exces 
autro  par  d6faut,  qui  comprennent  le  nombre  forme  par  les  autres 
res  de  la  raciue,  et  (jui  differcnt  de  ce  nombre,  chacun  de  moins 
c  unitc  (n^  11). 

£n  combinant  ces  deux  mctbodes,  ou  peut  obtouir,  avcc  uue 
ide  rapiditä,  la  raciue  cubiquc  d'uu  nombre  tres  cousiderable. 

13.    Seit,  par  exeniple,  k  extraire  la  raciue  cubique  du  nombre 

274389357824326853420875430, 

cojuprcud  neuf  traucbes  de  trois  chiffres.  La  raciue  cubiquc 
L  neuf  cbifFres. 

On  calculera  d'abord  les  trois  premiers  cbitfres  de  la  raciue 
quo  par  le  proccdc  indiqu^  ci-dessus  (n^  7);  au  moyen  de  ces 
j  chiffres,  on  obtiendra,  par  uue  simple  division,  les  deux  chiffres 
ants. 

Les  cinq  chiffres  ainsi  trouves  permettent  de  calculer,  par  uue 
sion,  les  quatre  derniers  chiffres. 

L'operatiou  peut  d'ailleurs,  etre  dispos6e  commc  ci-dcssous: 


lioilni:    iUlbmlf^  rs/i/ililiiita  r'c- 

s  'S  suis 

lliliill"!!:!!^    i 

*     '  1     '  1  ^      II        I 

5      I      s    l:s.ss_i_s gj i 
I      1      1    |„S'   I    -p 


I     II     I  ü  F 
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XXVII. 


Teber  die  Anzahl  der  unter  einer  gegebenen 
Grenze  liegenden  Primzahlen. 


Von 

K.  E.  Hoff  mann. 


Sind  />„  Pj},  ...,  nach  der  Grösse  geordnet,  die  in  einer  Zahl  m 
it  aufgehenden  Primzahlen,  so  erhält  mau  alle  zu  m  relativen 
mzahlen,  indem  man  in  dem  Schema: 

1    Pi    Pi^    Pi^  '  •  ' 

1     Pf     P2^     P2^  '  •  - 


jeder  Horizontalreihe  ein  Element  nimmt,  die  gewählten  Elemente 
einem  Product  vereinigt  und  alle  möglichen  Producte  dieser  Art 
let;  die  Elemente  je  einer  Horizontalreihe  bilden  eine  unendliche 
metrische  Reihe,  man  kann  deshalb  die  Summe  aller  zu  m  rela- 
(h  Primzahlen  als  Product  aus  den  Summen  der  einzelnen  Reihen 
stellen  in  der  Form: 

>ei  das  Zeichen  T  sich  auf  alle  in  m  nicht  aufgehenden  Primzahlen 
lebt 

Unter  den  Summanden  des  entwickelten  Productes  7'  sind  nun 
besondere  diejenigen  merkwürdig,  welche  <Cm  sind,  und  deren 
^abl  in  der  Zahlentheorie  mit  q}(m)  bezeichnet  wird;  man  hat, 
In  rt,  />,  c  ...  Z-,  /  die  in  m  aufgehenden  Primzahlen  sind: 

,(„,  =  „(x-?)(.-J)(,-!)...(,_?)(.-J) 

Dirichlet  Zahlentheorie  von  Dedekind  §  11.) 

Unter  den  g>(m)  Zahlen,  welche  <;  w»  und  relativ  prim  zu  m  sind, 
^n  nun  fi  zusammengesetzte  Zahlen  sein;  ausserdem  sei  die  An- 
l  aller  unter  m  liegenden  absoluten  Primzahlen  N  und  X  die  An- 
l  der  in  m  aufgehenden  Primzahlen  a,&,  C...A;,  2,  dann  ist 
nbar :  N  ==  g>(m)  —  ^-)-  A. 

Die  Aufsuchung  der  Zahl  N  führt  dann  wesentlich  darauf  hinaus, 
Zahl  fi  zu  bestimmen,  da  man,  wenn  m  nicht  eine  sehr  grosse 
oluto  Primzahl  ist  oder  sich  aus  grossen  Factoren  zusammensetzt, 
^rzeit  mit  Leichtigkeit  g>(m)  und  A  angeben  kann. 
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Hof/mann:  ütber  die  Anzahl 


Um  nuu  die  Zahl  fi  zu  erbaltcu,  denke  man  sich  aus  den  Prim- 
zahlen /7i,  /7a,  ...  alle  Combinationeu  mit  Wiederholungen  gebildet, 
so  zwar,  dass  die  Werte  der  erhaltonon  Producte  immer  <1  m  bleiben; 
da  es  sich  aber  nur  nm  die  Anzahl  der  hier  zulässigen  CombiDatioDen 
haudolt,  braucht  man  diese  selbst  nicht  zu  bildes. 

Die  Anzahl  der  Amben  z.  B.  wird  gefunden,   indem  man  die 


zwischen  p^  und 


lP\S 


,  2u  und  ,.../)«  und  —  liegenden  Prira- 
zahleu,  diese  selbst  mitgerechnet,  abzählt;  auszunehmen  sind  natfirlich 
die  in  m  aufgehenden  Primzahlen  a^  h^  c  . . .  h^  1 ;  mit  -  ist  hier 
die  grösste  in  m;p  enthaltene  ganze  Zahl  bezeichnet-,  ps  bestimmt 
sich  aus  der  Bedingung:     ~    >  r»  d.  h.  |)«  <  ^m. 

Um  die  Anzahl  der  Temen  zu  erhalten,  ztlhlt  man  die  zwischen 


;?,  und 


PilHl 


111 


,  p^  und 


in    1 
V\lh\ 


,  . . .  7>s  und 


VI 

IPiPs} 


Pi  und 


[;■  J'  ''=  »■ 


etc.  liegenden  Primzahlen  (ausgenommen  ö,  ä,  c  ...  Z-,  /)  ab; 
die  Divisoren  von  der  Form  prps  sind  zu  bilden,  solange         ~  L>  i*^ 

i\.  li.   7>K  <C  1/     und  diejenigen  von  der  Form  />»  ^  solange    -  ^  >  )*^ 

3 

d.  h.  pr  <C,ym  ist. 

In  derselben  Weise  geht  man  weiter. 

Vorausgesetzt,  dass  m  keine  sehr  grosse  Zahl  ist  und  gleichzeitig 
unter  den  p  nicht  viele  kleine  Primzahlen  vorkommen,  gelangt  man 
durch  das  oben  angegebene  Verfahren  sehr  rasch  zum  Ziel,  da  man 
nur  Divisionen  uud  darauf  folgende  Abzahlungen  vorzunehmen  bat 


welche  mit  Hilfe  der  Primzahltafeln  sehr  leicht  auszuführen  sind. 


M 


ihJ 


Die  grösste  unter  den  p  vorkommende  Zahl  ist  die  der 

unmittelbar  vorausgehende  Primzahl;  je  grösser  also  p^  ist,  um  so 
weniger  Primzahlen  sind  notwendig  zur  Bestimmung  von  N\  z.  B.  für 
M  =  1000  ist  2h  ^  3;  hier  ist  also  die  Kenntniss  der  zwischen  1  und 
;).'J3  liegenden  Primzahlen  erforderlich;  dagegen  für  i»  =  1050  {p^  ==  11) 
genügt  die  Kenntniss  der  zwischen  1  und  95  liegenden  Primzsdilen. 


Geht 


m 

IPiJ 


über  die  Grenze  einer  dem  Rechner  gerade  zugänglicbcn 


Primzahltafel  hinaus,  so  kann  man  sich  die  Anzahl  der  unter 


\i]  [«1 


etc.  liegenden  Primzahlen  selbständig  suchen,  so  dass  man  die  Prim- 
zahlen nur  bis  zu  jenem  ps  zu  kennen  braucht,  welches  bei  der  I^* 
düng  der  Amben  aus  der  Bedingung  jh  <^^m  gefunden  wurde.   Man 


fier  unter  einer  ffegehenen  Grenze  liegenden  Primzahlen, 
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ISO  das  ErgobDiss  der  vorausgehenden  Untersuchung  folgender- 
aussprechen: 

ie  Kcnntniss  der  unter  y  w  liegenden  Primzahlen  genügt  voU- 
,  um  die  Anzahl  aller  unter  m  liegenden  Primzahlen  in  ge- 
W^eise  zu  bestimmen." 

vielen  Fällen  kann  man  sich  auch  die  Rechnung  bedeutend 
ichen,  indem  man  statt  der  Zahl  m  eine  bequemere  in  der 
on  m  liegende  Zahl  einführt,  wobei  man  nur  zu  beachten  hat, 
cht  eine  Primzahl  verloren  geht,  oder  eine  neue  hinzukommt; 
I  man  z.  B.  statt  jh  =  4747,  bei  welcher  die  zur  Bildung  der 

erforderlichen  Primzahlen  wegen  Pi  =  2  sich  bis  2373  (resp. 
lachst  vorausgehenden  Primzahl)  erstrecken,  die  Zahl  9}i»4746 
,  für  welche  wegen  p^  :=  5  schon  die  zwischen  1  und  949 
?n  Primzahlen  gentigen,  oder  noch  besser  m  ==  4740,  für  welche 
Pi  =  7  die  unter  677  liegenden  Primzahlen  genügen. 

den  folgenden  Beispielen  ist  mit  n  die  Anzahl,  mit  /  die  Form 
zelnen  Combinationen  bezeichnet. 

ispiel  I.    m  =  3000  ==  23.3.5»;    /)  =  7,  11,  13,  . . . 
VaOOO  =  54,  .. .;  die  Amben  zu  bilden  bis  ps  =  53; 


V3Ö0Ö  =  14, 

Vsöoö  =  1, 


;  die  Temen  bis  />»  =  13; 

;  von  den   Quaternen  hat  man  nur   7*  zu 
nehmen.    Man  findet  nun: 


«     /■ 

1 

P 

n 

f       P 

1 

n 

/     '  P 

1 

79     7p 

>' 

11 

1 

!  37p 

1 

^37 

5 

;        7.13p 

>13 

54   11p 

>" 

1 ' 

i  41;) 

>^1 

2 

7.17p 

>17 

45  i3p 

>13 

;    ^ 

43/> 

>^ 

2 

ll/>2 

>" 

34   17p 

1 

>'' 

!    4 

47i> 

>'' 

4 

IIV 

>11 

30   19|> 

^19 

1 

53p 

=53, 

2 

11.13p 

>13 

23  i23p 

1 

^23 

5 

7p^ 

>' 

1 

IV 

=  13 

18  \2dp 

^29 

14 

I'P 

>7 

1 

13«« 

1 

>13 

14  !31|> 

=31 

7 

l.ll.p 

>11 

1 

7p» 

=7 

^=-372 
g)(3000)  =  3000.i.|.J=-800;     fi  =  372;     A  =- 3; 


A'  =  800  —  372+3  =  431. 


33ü  Ho J/ Mann:   Ueber  Hie  Äniahl  tk. 

Beispiel  II.     m  =  30030  =^  2.3.5.7.11.13!     p  =  l".W,S-- 
ysOtÖÖ  =  173,  ...;  die  Amben  za  bilden  bis  p.-lTJ; 
yäÖÖSO  =  31,    ...',  die  Temen  bis  p,  =  31; 
y3i5(öö  =  13,  ...  <  17;  Qnaternen  Iiominen  nicht  vor. 


u 

/ 

P    ii  « 

/ 

P 

. 

/    .' 

268 

17,,    ^n!  39      97p  R97 

16    17.19p 

>U 

24a   19/1  ,C.lfl    37    101p  J  ^101 

12    17.23p  >S3 

205  i  23p 

-^23'  35  !l03p|^lft3 

7  1 17.29p  1>!9 

165 

29p 

C29    32  innpj=107 

5  j  17.31p 

>31 

153 

31p  !>31'  30  il09plC;i09 

3    17.37p 

>37 

130 

37p  'c^37    27  ]U3pj^ll3 

1    17.41p 

>11 

117 

41p  1^41     21  !  127p  1^127 

6        19p<  -19 

112 

43p 

^43  ,  19 

13Ip 

>131 

15 

19', 

>1» 

101 

47p 

54,1,15 

137p 

c;i37 

10 

19.23p 

>23 

88 

53p 

J53    14 

13?p 

^139 

6 

19.29p 

>ä9 

HO 

59p 

559;  12 

149p 

5:149 

4 

19.31p 

>S1 

77 

61p 

>•»!  ■« 

151p 

516I 

1 

19.37p 

>S7 

üi* 

67p 

>«'    ' 

157p 

^157 

3 

23p- 

>^ 

63 

71p  i  =71 ;.    5 

163p 

5163 

7 

23Vi>2S 

60 

73p  i  J73!l    3 

167p 

Jl67 

4 

23.29p 

>» 

:>4 

79p    579      I 

173p 

ri73 

2 

23.31p 

>3I 

i'iO 

83p    -83 1:    7 

17p« 

>" 

2 

29p' !>» 

45  89    ■^89:  20 

i          i 

17<p   >17 

1 

29V  ,>* 

1 

älpi 

-81 

f  -  2517 

T(3O030)  =  30O3O.i.j.i.».tt 

.H  =  6760i 

^  =  2517;     i  =  0 

iV  — 5760  — 2517+0  = 

3249. 

Zweibrüc 

krii,  i 

2.  Augnst  187». 
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her  Xewton's  erste  Methode  zur  Beschreibung 
les  Kegelschnitts  durch  fünf  gegebene  Punkte*). 


Von 

Johann  August  Grunert 


In  seinem  unsterblichen  Werke:  Philosophiae  naturalis 
neipia  mathematica.  Lib.  I.  Sect.  V.  (De  inventione 
ium  ubi  umbilicus  ueuter  datur.).  Propositio  XXII. 
»blema  XIV.  Trajectoriam  per  data  quinque  puncta 
cribcre.  Tom.  I.  pag.  207.**),  dessen  Studium  für  einen 
m,  der  mit  wahrem  Sinn  für  mathematische  Strenge  und  ins- 
»ndere  für  mathematische  Untersuchungen  nach  der  Methode  der 
en  Geometrie  an  dieses  Studium  herantritt,  auch  jetzt  noch  einen 
utümlichen  Reiz  hat,  und  namentlich  auch  —  wenigstens  in  ein- 
en Partieen  —  jüngeren  Mathematikern  und  mathematischen  Phy- 
m  in  jeder  Beziehung  sehr  zu  empfehlen  ist,  hat  Newton  zwei 
tioden  zur  Beschreibung  eines  Kegelschnitts  durch  fünf  gegebene 


*)  Diese  Arbeit  war  vom  Herausgeber,  wie  aus  einer  Bemerkung  von  ihm 
H^bt,  sur  VerOffentlicbung  im  Arcbiv  bestimmt;  desgl.  einige,  die  noch 
n  sollen.    D.  Rod. 

**)  Ich  bediene  mich  der  folgenden  mit  einem  wertvollen  sehr  ansführ- 
n  Commentar  und  anderen  wichtigen  Znsätzen  versehenen  Ausgabe:  Phi- 
>phiae  naturalis  Frincipia  mathematica.  Auetore  Isaaco 
^tono,  Eq.  aorato.  Perpctnis  Commentariis  illnstrata,  com- 
li  studio  PP.  Tbomac  Lc  Seur  et  Francisci  Jacquicr,  ex 
lican6  MInrmornm  Familia,  Matheseos  Frofessorum.  Ge- 
ne 4«.  Tom.  I.  MDCCXXXIX.  Tom.  tl.  MDCCXL.  Tom.  III. 
CCXLII. 


1^8  Grnnfrf:   Ufber  Newtou*/*  (»rsft  Methode  zur  BMchreihmnp 

Punkte  entwickelt.  Die  zweite  dieser  beiden  Methoden,  welche  man 
eine  organische  Beschreibung  nennen  kann,  findet  sich  in  mehreren 
neueren  Schriften*).  Weit  weniger  bekannt  scheint  dagegen  New- 
ton's  erste  Methode  zur  Beschreibung  eines  Kegelschnitts  durch 
fünf  gegebene  Punkte  zu  sein,  die  ich  für  ganz  besonders  schön  und 
der  weiteren  Bekanntwerdung  ganz  besonders  wert  halte.  Der  vor- 
liegende Aufsatz  soll  daher  der  Entwickelnng  dieser  schönen  Methode 
gewidmet  sein,  womit  ich  aber  noch  den  besonderen  Zweck  verbinde, 
eine  weitere  Anwendung  des  trimetrischen  Coordinatensystems  zu 
zeigen.  Alles,  was  zum  Vorständniss  des  Folgenden  über  das  t^im^ 
trischc  CoordinatensysttMn  im  Allgemeinen  zu  wissen  nötig  ist,  findet 
man  vollständig  und  mit  völliger  Allgemeinheit  entwickelt  in  meiner 
Abhandlung:  Das  System  der  Dreilinien-Coordinaten  in 
allgemeiner  analytischer  Entwickelnng.  in  diesem  Ar- 
chiv. T.  XXXVIII.  Nr.  XXXVI.  ;J89.,  auf  welche  ich  daher 
hier  ein  für  alle  Mal  verweise,  und  auf  welche  sich  alle  im  Folgen- 
den vorkommenden  Zurückweisungen,  wenn  dieselben  mit  a.  a.  0. 
bezeichnet  sind,  beziehen.  Auch  wegen  der  im  Folgenden  gebrauch- 
ten Bezeichnnngen  hat  man  überall  die  genannte  Abhandlung  zu  ver- 
gleichen. 


Des  grossen  Newton  erste  Methode  zur  Beschreibung  eine? 
Kegelschnitts  durch  fünf  gegebene  Punkte  kommt  ganz  auf  den  fol- 
genden Satz  zurück  und  ist  in  demselben  eigentlich  schon  vollständig 
ausgesprochen,  w^obei  Fig.  1.  zur  Erläuterung  dient: 

Es  seien 

A\  A\  A^,  A\  A^ 

fünf  Punkte.  Durch  die  Punkte  A\  A^  und  A^,  A^  lege 
man  die  beiden  Geraden  A^A^  und  A-A^,  Hierauf  lege 
mau  durch  den  Punkte!*  zwei  den  Geraden -4**4*  und -4M* 
parallele  Gerade,  welche  wir  beziehungsweise  durch 
^jMj*  und  Aj^A^^  bezeichnen  wollen.  Die  Gerade  -V-^i* 
werde  von  der  Geraden  A^A^  in  J?',  die  Gerade  A,*V 
werde  von  der  Geraden  A^A^  in  B^  geschnitten.  Zieht 
man  nun  eine  beliebige  der  Goraden  B^B^  parallele  Ge* 
rade,  welche  die  Gerade  A^^A^^  in  fll^  die  Gerade  A,M^' 

*)  M.  8.  z.  ß.  Analytische  Geometrie  clor  Kegelschnitte  tM 
G.  Salmon.  Deutsch  bearbeitet  von  W.  Fiedler.  Leipxig.  18«1 
8.  4  SO.  Auch  8.  ni.  meine  Abhandlung:  De  her  die  Beschreibiai 
eines  Kegelschnitts  durch  fünf  gegebene  Punkte  in  T,  XXIV. 
Nr.  XXV.    S.  330. 
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1  Äj5  schneidet,  und  zieht  endlich  die  Geraden  A^B^^ 
od  A^B^\  welche  sich  in  dem  Punkte  A^  schneiden  mö- 
en:  so  liegen  die  sechs  Punkte 

A\  A\  A\  ^S  A^,  ^« 

(derzeit  in  einem  Kegelschnitte. 

Um  nun  den  Beweis  dieses  sehr  merkwürdigen  Satzes  auf  das 
imetrische  Coordinatensystem  zu  gründen,  wollen  wir  das  durch  die 
rei  Punkte  -4*,  Ä^^  A^  bestimmte  Dreieck  Ä^A^A^  als  Fundamental- 
reieck  (triangle  of  referenco)  dieses  Systems,  und  die  Geraden  A^A^^ 
^A\  A^A^  beziehungsweise  als  die  Istx^,  2te,  3te  Axo  dieses  Sy- 
ems  annehmen. 

Unter  dieser  Voraussetzung  wollen  wir  die  trimotrischen  Coordi- 

iten 

A^,  A^,  A\  A\  A^ 

liziehungsweise  auf  folgende  Art  bezeichnen: 

0,  ih\^   0; 

0,  0,     ;>,^; 

Po^  0,       0; 

PoS  Pi\    P%^\ 

vo\  />l^  i>2'*- 

Die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  -4^  A^  gehenden  Geraden 
M«  ist  (a.  a.  0.  §.  G.) : 

Po  =  0. 

Die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  A\  A^  gehenden  Geraden 
^A^  ist: 

Die  Gleichung  der  durch  A^  mit  A^Ä^  parallel  gezogenen  Gera- 
nn ^4,%«  ist  (a.  a.  0.  §.  9.): 

Pq  —Po*  =  Ö  oder  p^  «  V- 
Auch  ist  diese  Gleichung,  wie  a.  a.  0.  gezeigt  worden  ist: 

(./—  |)o*  sin  w,2)7>o  —  ;>o*  si^i  »*•«)  •  P\ — Po*  si»  »^oi  •  l>«  =  0, 
Iglich,'  weil  bekanntlich 

j  =  pQ*sin?r,2+7Vsinirjjo+/>2*sini/'oi 
t: 

(p,*sin»r2o+Pi*8in?rfli);)o  — ;>o*9in"'Äo.i'i  ~Po*»">*''oi-/^«  =  ^ 
ler: 

22* 
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Die  Gleichung  der  durch  A^  mit  A^A^  parallel  gezogenao  Gfi 

den  Aj^A^^  ist: 

p,  —  p,*  =  0  oder  ji,  =-  p/. 

Auch  ist  diese  Gleichung: 

also  wie  vorher: 

;),*8in»f,äl'o— (3»o*sin?r,j+|),*sinM-o,);>,+l>,*wnwoii»i  =•  ^ 
oder: 

(2h*2^o  —Po^Pi )  sin  ^'•,2  +  (/'i Vi  — l>2*i>i)  sin  »r^„  «  0. 

Die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  A^  und  A^  gehenden  Ge 
den  A^A^  ist: 

also: 

Die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  yf*  und  -1'*  gehenden  Gc 

den  A^A'*  ist: 

—Po^p/*Pi  +PoVi^;>2  =-  »*• 
also: 

Dezoichnen  wir  die  Coordiuatou  des  Durchschnittspunkts  ü' 
beiden  Geraden  -^li^-^lj^  und  ylM'*  durch  7o^  /',S  rj\  so  haben 
in  f'olgp  der  obigen  Gleichungen  dieser  beiden  Geraden  zar  Be* 
mung  dieser  Coordinaten  die  folgenden  Gleichungen: 

^0     —  Po  ^      Ts   ^  0    — Po   ■'  *     ■"'VI, 

/Vsin//j3+/V8iu»rj^-|-PJsin>r,„  =  ./; 
aus  denen  man  mittelst  leichter  Rechnung: 


p  i 

'0 


erhalt. 


„4      «i       '^l>o"-Po*)+VPi"8intr^  Vft 


Bezeichnen  wir  ferner  die  Coordinaten  des  Dnrchschnittspn 
n^  der  Geraden  A^'^A^^  und  A^A^  durch  Po^  ''i*.  ^%^'j  so  haben 
in  Folge  der  obigen  Gleichungen  dieser  beiden  Geraden  inr  Be& 
mung  dieser  Coordinaten  die  folgenden  Gleichungen: 

^'i'  --  Pi\    Pi^J'i^—Pi^^t^  =  0. 
aus  denen  man  mittelst  leichter  Rechnung: 


eines  KrtjeUdmitts  durch  JiinJ  geyeben6  Punkle,  541 


43  Gleichung  der  durch  die  soeben  be&timmten  Punkic  ß^  m\d 
iciden  Geraden  B^B^  ist  (a.  a.  0.  §.  6.) : 

'-lVl\^)Po+Wn'-iV^2^)PiMJVl\'-iV^o^)p,  =-  0. 
ittelst  der  vorher  für 

ns  AS  A'  und  n^  A^  n^ 

3neu  Formeln  erhält  mau  zuvörderst  sehr  leicht: 


IVPJ—F.^P.^^ 


^(Pi'''-Pi^)Pu*Pi 


2-0         -0   -2     -         jy^^p^^srnrc,^ 

Tuer  tindet  man  ohne  alle  Schwierigkeit: 

pi ps p  i  pz 

;io^;>,^siu/'',2  8inwjo 
(  ist  aber 

-Po^)(Pi'^—pi*)  +y^Vi^(i^i^-~i>i*)«i"^'''2o  +/^iVo^(/^^— i»«*)»!"«^!« 

^^(/>,»— /!,*)  8inifgo+/»i*Pa^(i'o^— V)sin  ^it 
^iy^-Po^)(Pi^-Pi^)^y^f^iii+PoW\(Po^-Po^h^^'^u'i'^^ 

Po^—Po^)  (Pi^—Pi^)  —poW(p:t^'-P2^)\  MW  «^01 
:  PiW — Po*7^2*)  --  PiW(  Po^  -  ;>o*)l  siM  ''-Ol , 

i>o''i>i**8nuri2sm/Cift 
ernach  ist  also  die  Gleichung  der  Geraden  B^B^: 
'— Ä)*)Pi*l»s*8intrij.^  +  0i,^— //iVu*/i/sin»rjK,./i,  ^  ^ 
PiHp2^Po^  —  Pi)*Pi^)-Pi^PtHpo^  —  Po*)\^^^^^'oi'Vi       i  '^ 

Igt  man  nun  durch  einen  ganz  beliebigen  Punkt,  dessen  Coor- 
\  wir  durch  W|>,  öj,  ög  bezeichnen  wollen,  eine  der  Geraden 
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B^B^  parallele  Gerade,  so  ist  die  Gleichung  dieser  paraliden  Gerades 
(a.  a.  0.  §.  9.): 

+(Pi^—pi^)PoW^^^^iO'(Pi  —  öl)  J  =1), 

—  \PiHp2^Po^ -PciW)  —Pi" PiHpo^  —  Po*)} siu ic-oi . (/>, - Öj)  ) 

oder,  weiin  wir  diese  Gleiclinng  durch  Po^Pi^Pt^  dividiren  und  dB 
Kürze  wegen 

setzen: 

(Ao  — l)8inefij.(/io  — öo)  +  (Ai— l)sinic^.(Pi— öj)  | 

oder: 

(Ao  —  1)  siu  «/',2 .  ^^ /»o  —  öo)  +  (A,  —  1)  siu tc^, .  (/»,  -  öi)  \ 

oder: 

(Ao  —  1)  sin tri5j .  (/)o  —  ö„) -f  (A,  —  1) siu tc^  .(;>,  —  öj)    \ 

—  |(^— l)(^i— 1)+A,,A,(^^  —  lj|siu*roi.(;)j  — 5,)  1 

Bezeichueu  wir  jetzt  die  Coordiuateu  des  Durchscbnittspo! 
2^,*  der  durch  den  Paukt  (OoC^jO^)  der  Geraden  B^ß^  parallel 
legten  Geraden  mit  der  Geraden  A^^A^^  durch 

A^  77/,  r/,1 ; 

so  haben  wir  zur  Bestimmung  dieser  Coordinaten  nach  dem  Vor 
gehenden  die  folgenden  Gleichungen: 

7^)»  —  öo  =  Po*—  Wo. 

(Ao—l)8in«cj3j.(72o^--öo)  +  (^i--l)sin«rjy.  (77,^  —  0,) 

-  {  ^0  {j^  - 1)  -  (^1  - 1)}  s^^  ^^«1  •  (^«'  -  Ö2) 

8in«r„ .  (7]J)»  —  5,j)  4.  sin  *f«, .  (77i^  —  öl)  +  sin  ifo, .  (71^*— ö,)  = 

und  erhalten  hieraus  mittelst  gewöhnlicher  algebraischer  Eiuniiat 

7^*  — 5o=i^*— «01 


=  1», 


eines  Keyelschnitfs  durch  JünJ  gegebene  Punkte,  343 

eichneu  wir  fenier  die  Coordiuateii  des  Durchschnittepunkts 
durch  den  Punkt  (Woöiöa)  der  Geraden  B^lß  parallel  ge- 
feraden  mit  der  Geraden  A^^A^^  durch 

T^\  n^  /7,3; 

n  wir  zur  Bestimmung  dieser  Coordinaten  nach  dem  Vorhor- 
1  die  folgenden  Gleichungen: 

l)sin/'i^.(/7o8  — öo)  +  (Ai  — l)sin./j,o.(//i3  — öl)  1 

o  (S^  -  1)  -  (A,  ~  1)  j  sin  ..Ol .  (^2^  -  «0)  (  ■"  ^' 

.(/lo^  — öo)  +  siu/r2o.(ni^  — ö,)  +  siu«roi.(rV  — Ö2)  =  0; 

alten  hieraus  wiederum  mittelst  gewöhnlicher  algehraischcr 
ion: 

/7,ä  _  ö,  —     ;),^  —  «,    oder    i/j^*  =  ;),*, 

/7j  —  Wi ..  ,  ■   .  .  (;>,»  —  v>i). 

A,(J"-l)   """"" 

die  fernere  Rechnung  zu  vereinfachen,  wollen  wir  jetzt  den 
fö^öiög),  wodurch  der  Allgemeinheit  kein  Eintrag  geschieht, 
)urchschnittspunkt  der  Parallelen  mit  B^B^  mit  der  Geraden 
erlegen;  daim  ist: 

«u  =  ;Vi    öj  =  öj,     w^  =  6)jf 
1,  und  wir  haben  also  nach  dem  Vorhergehenden  die  Formeln : 


DieGleichniigen  der  durch  die  Ponkte  ^*<Ü,  pjS  0),  il,>(l 
nud  AHpa',  0,  0),  Bi^tl^'n^^nt^)  tesämmten  Geredea  . 
A^Bj'  sind  beziobungsweiae  (».  a.  0.  §.  6.): 

und  bczdchnen  wir  nun  die  CotHtÜBaten  des  Dtorcbscbiitti 
der  Geraden  A*B,>  und  A'B,^  durch  p(,%  p,*,  ft*;  so  bal 
deren  BeadmmuBg  die  Gleicbnngeu: 


iVp,'-iVp,'  =  u, 

n,>p,'-n,>„'  =  o. 

»'"«1»  ;^.*  +  8in'^»-Pi*  +  M»"-oi-Pf'' 

=J; 

und  crbalteD  aus  der  enteu: 

Po'       Ai'      ft* 

and  aua  der  zweiten: 

p,'     n,'                       p,' 

-'      "•'      ü.        "•-"•       '"■"■   < 

..'-fi. 

also,  weil 

( V— ö«)  sin  «:,(  +  {,,,*— 5,}  sin  »^+ (j),*  —  ö,)8iB 
felglicli  lach  dtm  Obigen 

(p,*  — ö,)ain(r„ (pi*— üjBiniei, 

ist: 
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Pi^  P\ 


merken  ivir  nun,  dass 

vi  _  ?o!* .  P^ 

erhalten  wir  sogleich: 

'■""'■'I'.S-')  '■(!:-')■'■ 

r  haben  also  jetzt,  wenn  wii*  der  Kürze  wegen 


die  folgcudeu  Formeln: 


i»,* 


6 


f»!  «: 


j^ ^    ■  ^ SL 


Po*       Po* 

(■>« 

Po* 

Po* 

vr 

"pl* 

p.* 

Po*       Po*  I  ^(*i  —  ^»)  I  ^(^  — *l)  o  ) 

PI*  "^ PI*  \M*o-**)"'"ii(^-*f)    S ' 
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Pi 
Po 


H 


?• 


Die  Bcdiugangsgloicliaug  uun,  dass  die  sci'hs  Pauklc 

dereu  Coordinatcu  lu  Bezug  auf  das  Fuudauientaldreieck  A^A-A*  b 
zichuugswdsc  ilic  folgeudeu  sind: 


0, 

Pi\ 

y; 

0, 

0, 

;'»*; 

Po\ 

0, 

0; 

Po\ 

pA 

Pi   1 

P«", 

Pt\ 

p/; 

Po% 

p,S 

;>»*; 

in  einem  Kegelschnitte  liegen,  ist,  wie  ich  in  der  Abhandlung  T 
H.  3.,   wo   aber,    was   man   nicht  unbeachtet  zu   lassen  hat,  • 
Dreieck   A^A^A*^   das   Fundamentaldreieck   war,   gezeigt  habo. 
folgende: 

+Pl*Pi'(pi^Po^Pi'W'—Po^Pl'^'P/'Pu'')   )    ^*^- 
+  P2*P0*(Pi^''Pl'PlW—pl^Pi^'Po^Pl*') 

oder,  wenn  man  diese  Gleichung  durch 


dividiii,  die  folgende: 


P0*Pi^^Pl*Pl*Pt^Pi* 


=  M. 


S^'tzrn  wir  der  Kürze  wegen  im  Obigen: 


und 


so  ist  uach  den  obigeu  Formeln: 


a^lich: 
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l  hieraas: 

Pjl^pI   '\ 

•o  ist  die  obige  Bcdingungsgleiciiung : 

1  hieraus  ferucr: 

o: 

— r* 

A,A,(L-  Ä)  -  A,i,(l  -Ä)  +  Ao^id  -L)'=0, 

RÜch  * 

d  setzt  mau  unn 


=  0, 
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80  wird  diese  Gleichuug: 

Für 

ist  aber  nach  dem  Obigen: 

uud  daher  die  vursteheude  BedinguDgtglMchuug: 

Auf  dor  Stelle  ttbersiebt  luau  aber,  dass 

A,(A«-Ao)>'+WA,-A,)W  -  U. 

uud  daher  die  vursteheude  Gleichuug,  also  die  üediuguugsglcidmug. 
dass  die  sechs  Puuktc 

iu  ciuem  Kegclscbuitte  licgeu,  fOr  jedes  ^^  folglich  für  jede  mit 
der  Geraden  JB'-S*  parallel  gezogene  Gerade  i^t^B^^  erfüllt  ist 

Hiermit  ist  aber  das  merkwürdige  Newtou'scbe  Theorem,  um 
welches  es  sich  hier  handelt,  vollständig  und  in  völliger  Allgemein- 
heit bewiesen. 

Wie  mau  sich  dieses  Theoiems  zu  bedienen  hat,  um  beliebig 
viele  Punkte  des  zu  beschreibenden  Eegelscknitts  zu  bestimmen,  be- 
darf keiner  weiteren  Erläuterung. 

In  einem  besonderen  Sckolium  fügt  Newton  noch  eine  \uu 
der  aus  seinem  Theorem  unmittelbar  sich  ergebenden  Construction 
etwas  verschiedene  Construction  des  im  Vorhergehenden  durch  J^ 
bezeichneten  Punktes  bei,  die  er  ftlr  eiiifticher  hält  als  jene*). 

Nachdem  mau  nämlich  die  Gerade  B^B'^  auf  die  aus  dem  Obigen 
bekannte  Weise  gezogen  hat,  ziehe  mau  die  Linie  ^1^1^.  und  be> 
stimme  auf  derselben  den  Punkt  C  so,  dass 

\hi.     I>aun   ziehe  mau   durch  den  Puukt  C  eine   uubestiuuut  lauci' 


*)  Er  sagt:  „Constructio  prior  evartet  paulo  simplicior  jungendu  cl<*.  etc. 
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mit  A^A^  oder  A^A^^^  welche  für  das  Folgende  als  eine 
rade  zu  betrachten  ist.    Nehmen  wir  nun  an,  dass  diese 

die  Gerade  A^B^^  in  dem  Punkte  D  schneidet,  so  haben 
'Olgenden  Proportionen: 

AWiA^A^  =  A^BhA*B\ 
AWiA^A*  =  CDiA^Bj^; 


aber  : 


A*B^:A*B^  -=  CD:A*B^K 

A^B^:A*B^  =  A*B^hA*Bi\ 

CJy.A'^B^  ^  A^B^^iA^B^^, 

CD  =  A^B^. 

kann  also  den  Pankt  A!^'  auch  auf  folgende  Art  bestimmen. 

idem  man  A^A^  gezogen,  und  auf  dieser  Geraden  den  Punkt 
e  obige  Weise  bestimmt  hat,  lege  man  durch  diesen  Punkt 
estimmt  lange  Parallele  mit  A>A?^  oder  A^A^^  nehme  in  der 
A^A^  einen  beliebigen  Punkt  Bj'  an,  schneide  auf  der  Sn 
übenden  Parallele  CD^A^B^^  ab,  und  ziehe  die  Geraden 
.  ^^Bj3,  so  ist  deren  Dnrchschnittspunkt  der  Punkt  -A®. 

der  Punkt  B^^  auf  A^^Aj^  beliebig  angenommen  worden  ist, 
man  auf  diese  Weise  beliebig  viele  Punkt«  A**  des  zu  be- 
iden Kegelschnitts  bcBtimmeu. 

>ton  sagt  amSchlnss:  „Uac  methodo  puneta  trajectoriae  in- 
:  expeditissimc,  nisi  mavis  curvam,  ut  in  constructione  se- 
dcscribere  mcchanicc". 


r  meint   damit  die  organische  Beschreibung,   von  der  oben  dio  Reile 
}t. 
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XXIX. 

Qnestiou  siiv  le 

Pnr 

Georges  D 


Troaver  2h+1  nombreti  ent 
la  somme  des  carrfs  des  «+1  ] 
soit  ^galc  k  la  sommc  des  rarri 

AppclOüE  X  le  nombre  da  milien 
cini  pr^c^dcnt  r,  seront 

'-;   »-«+1,   ... 

pt  les  n  Dombres,  qui  snivant  x,  seroi 

'  +  1,    ■'  +  2 > 

Noas  avons  doDC  l'üquation 

-  (r+l)»+(x+2)«+  ...  +(t+ 
Petto  öquatiOD  doone 

a-»  ^  [(ar+l)«_(*_l)=.]+[(«+ 

+  ...+[(^+«-l)«-{x-»- 

Trausfurmant  lea  diff^rences  d(>  carr^ 

X*  — 2a>.2+2a:.4+...+: 

=  M1+2+. ..+(«- 

I.*  faelenr  ontre  crooh^ts  etanl  ö 
>Bile  qne 
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x^  ==  2ir.n(7j4-l)? 
011  tire 

a-==  2«(m+1). 

Le  Premier  de  nos  2w-j-l  nombres  entiers  cons^cutifs  est  done 

x  +  n  =  2n(n-)-l)  +  M  ==  w(2n  +  3) 

Ic  dcrnier  des  nombres  cherch^s. 

^'ous  pouvons  facilement  trouver  Texpression  du  nombre  iV,  qui 
egal  a  la  somme  des  carr^s  de  nos  n-\-l  premiers  nombres 
ers  consecutifs,  ou  egal  a  la  somme  des  carr^s  des  n  nombres 
äecutifs  saivants. 

Ce  nombre  est  övidemment  egal  ä  la  diff^rence  que  Ton  obtient, 
rctranchant  la  somme  des  carr^s  des 

«(2«+l)  — 1  =  2n2+w  — 1 

miers  nombres  entiers  de  la  somme  des  carr^s  des 

2n(n+l)  =  2n«  +  2« 

miers  nombres  entiers. 

Cr  il  est  aise  de  voir  que  la  premidre  somme  est  ^gale  ä 

A  (27*2  4-  n  —  1)  (2n«  +  n)  (4w«  +  2«  —  1 ), 

in(n  + 1)  (4n«  —  1)  {4n^+2n  —  1) ; 

dant  que  la  seconde  somme  est 

i»(w+l)(2n»+2n  +  l)(4«2+4n  +  l). 

Rctranchant  la  premiöre  somme  de  la  seconde,  on  obtient  la 
^rence  ou  le  nombre  demande 

N  =  Jln(n + 1)  (24n3+  36n2+ 14«  + 1), 

peut  s'6crire 

iV=  in(n+l)(2/i  +  l)(12««+12n-f  1). 

Ce  nombre  est  to^jours  divisible  par  la  somme  des  carr^s  des  n 
^miers  nombres  entiers. 

Si  Ton  donne  k  n  successivemeut  les  valeurs 

1*       Ä,       O^       rk       >   .  .  , 

verra  que,  pour 


he  nombre 

iV=  J!«(n+l)(2«  +  l)(12n''+12H+l), 


nm«  des  CKrrii  dei  m+I  no 
^gate  k  i*  sonme  des  cai 
ost  toujonrs   nn   mnltiple 


qiii  eiyrime  la  lo 
ticrs  consäcntifs, 
nombres  snivants, 
qac  9oit  u. 

Rept^Bentons  tont  mnltipte  de  ß  par  la  notation  nu 

1**  Si  »  —  >»&,  le  premior  facteor  de  N  sein  divisibl 

2«  Poiir  «  — ct5  +  1,  lo  factcur  12«»+12n-)-l  est 
de  Ti,  augnent^  de  la  sodudo  12-f  12+1  —  25  des  rea 
pst  aussi  nn  multiple  de  5;  dont  ce  factcnr  est  divisible 

3"  Si  n  =  mö  +  2,  le  facteur  2» + 1  prpndra  la  form« 
laqnelle  admet  le  dHsenr  h. 

4"  Ponr  «  =  «.14-3,  le  facteur  12n»+12n+l  est 
do  b,  augment^  de  la  sommc  12.3'+ 12.3+1  —  10ä+; 
laqnelle  est  divisible  par  5. 

Enfin  r)<^  Si  n  =  ni5  +  4,  le  faotenr  n  +  1  deviendn 
et  sera  un  multiple  de  5. 

Donc  le  nombre  N  est  toitjonn  diviaible  par  5. 

Ce  nombre  N  sera  mämo  divisible  par  10,  chaqw 
Ost  doublcment  pair  ob  6gal  an  miltiplo  de  4,  moiu  1: 
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XXX. 

Sommation  des  ciibea  (Vun  oertain  nombre 

d'impairs  consdcutifs. 

Par 

Georges  Dostor. 


1.  Noos  nous  proposoDs  de  d^terminer  la  somme  des  cubes 
38  2n4-l  nombros  impairs  coDs6catifs,  dont  le  premier 
it  2«+l. 

Le  nombre  impair,  qui  pr^c^de  imm^diatement  2n-f'l»  est  ^vi- 
mment  2» — 1;  celui-ci  occnpc  le  n^™«  rang  dans  la  suite  des  nom- 
cs  impairs. 

Poor  obtenir  notre  somme,   11  noas  suffira  donc   de   cherchcr 

ibord  la  somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres  impairs,  dont 

demier  est  2n — 1;  puls  de  calculer  la   somme   des   cubes  dos 

■|-(2«+l)=»3n-f-l  nombres  impairs,  dont  le  demier  est  2(3m+1)— -1 

6n-(>l-,  ensuite  de  retrancher  la  premi^re  somme  de  la  seconde. 

Cr  nous  avons  fait  voir,  dans  un  article  pr^c^dent*),  que  la 
mmo  des  cubes  des  n  premiers  nombres  impairs  est 

)  i;(2n— l)3=n«(2n2— 1); 

ms  en  concluons  que 

2:[2(3n-|-l)— 1]3  =  (3u+l)»[2(3«4-l)*-l]. 

♦)  V.  p.  318  (c). 
Teil  LXIV.  23 


3M;  Doüiori  Sommation  dt»  rmbes  (tun 

2.  Püsons  2w  +  l  =2^,  nous  ik>uvobs  ecrire 

Multiplions  d'abord  //-  par  2u*— -1,  puis  2n;)-fp-  anssi  pir 
2«*— 1,  et  faisons  CDfiii  le  prodiiit  de  »i^+^wp+i*'  par  la  partie 
rostante  4w;>+27j*  du  multiplicateur;  iious  trouvons  ainsi  qoe 

(2)  2;|  2(3/1  -I- 1 )  —  J 1  ^  ,,2(2,,:«  —  1 )  +  (2ni>+;i*) (2»i*  - 1) 

+  (;*^+ 2«p+/>*)  (4n/,  +  2p*). 

Iletrancbons  (1)  de  (2),  et  representons  par  S  la  differenceftb^ 
toniio  «u  la  somrae  chcrchec;  nous  avons 

N  ^  (2w7>  +;»«)  (2w=*  —  1 )  -f  (/i-  4-  2/j;?  +/)*)  (iup  +;i*). 

Si,  dans  Je  second  membre,  nous  mettons  en  evidence  le  fartenr 

2H;,+|,5?  =  ;,(2n  +  p), 

nous  trouverons  enfin  quo 

(I)  .S  =  p(2n-\-p){hr'\'Up  +  2p^—  1). 

Cette  formule  donne  la  somme  dos  cubes  des  p  nombre 
impairs  cons^cutifs,  qui  vionnent  h  la  suite  du  »"^ 
norabro  impair. 

3.  Dans  la  formule  (I)  restituous  ä  ;>  sa  valeur  2h+1)  ^l' 
nous  avons  fixee  au  commencement  du  n®  pr6cedent;  eile  de^iewln 

S  =x  (2n  +  l)(4n-|-l)(20»t«  +  12n  +  l). 

Mais  le  facteur  20w2+12m  +  1  s'annule  pour  n=»  — i;  cc  fect« 
ost  par  suite  divisible  par  2«+l  et  fournit  le  quotient  10«+ 
Nous  avons  done 

(II)  »S  -=  (2ri+l)>f(4«  +  l)(10M+l), 

ou 

(III)  (2n+l)a-f  (2«4.3)«4-  ...  4.($n— l)»+(6»  +  l)5 

-»  (2f»  +  l)«(4w  +  l)(10n+l). 

Teile  est  la  sommc  des  eubos  des  2if-|-l  nombres  ii 
pairs  consöcntifs,  dont  le  premier  est  2n-|-l. 

L'inspection  de  la  fomiule  (II)  nous  fait  voir  qoe; 

La   somme   des   c«bes    des    2n-|-l    nombres  impiii 

cons^cutifs,    dont  le    premier    est   2n+l,   est  toujoii 

divisible  par  le  carre  de  2ij  +  1,  quel  quo  seit  le  no 
entier  w. 
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4.  Dans  la  formale  (III)  attribaons  k  n  saccessivement  Ics  va- 
•8  cntieres  depuis  1  jusqu  k  10.    Nous  trouvons 

r  «  =  1,  p  =  2«+l  «3, 

33+53  +  73 -3«.5.11  =  495; 

ir  n  =  2,  ;>  =  2n+l  =  5, 

5^+73+93  +  113+133  -=  52.9.21  =  33.5^.7  =  675; 

ir  w  =  3,  f>  =  2m+1  =  7, 

73+93+  ...  +173+193  =  7^.13.31  =  19747; 

ir  V  =-4,  ;>  =  2//  +  l  +  9, 

93+113+  ...  +233+253  =  yi. 17.41  =  5G457; 

ir  n  =  5,  ;>  =  2«  +  l  =  11, 

+133+  ... +293+313  =  112.21.51  =  32.7. 11M7  -  129591; 

ir  n  =  G,  jo  «=  2h  +  1  =  13, 

33+153+  ...  +353+373  «  13*. 25. Gl  =  5M32.61  =  257725; 

ir  n  ^7^  p  =^  2?i+l  =  15, 

+  173+  ...  +413+433  =  152.29.71  =  32.52.29.71  =  4C3275; 

ir  ««8,  p  =  2w+l  =  17, 

73+193+  ...  +473+493  =  172.33. 81  =  3M1.172  ^  772497; 

ir  /i=t9,  ;)  —  2n+l  «  19, 
+213+  ...  +533+553  =  192.37.91  =  7.13.192.37  «  1215487; 

ir  n  =  10,  p  =  2»/  +  l  =  21, 

213+233+  ...  +593+613  =  212.41.101  =  1826181. 

5.  L'inspection  de  la  formale  (II)  nous  fait  voir  aussi  que: 

La  sommc  des  cabes  des  27)+l  nombres  impairs 
iis6cutifs,  dont  le  premicr  est  2n+l,  est  toujours 
^isible  par  9,  quand  n  n'est  pai  an  multiple  de  3;  et 
tte  somme  est  divisible  par  5  ou  par  25,  suivant  que 
^st  egal  ä  uu  multiple  de  5  plus  1,  ou  6gal  k  nn  mnlti- 
e  de  5  plus  2. 


23* 
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XXXI. 

Propri^tes  de  la  suite  naturelle  des  nombres 

iiupairs. 

Par 

Georges  Dostor. 


1.  Th^or^me  I.  Si  Ton  partage  la  suite  ascendai 
des  nombres  impairs  en  groupes  de  ;;  nombres  ch&ci 
la  sorame  des  nombres,  qui  forment  le  «*"»*'  groape,  st 
egale  k  (2n  — !);>«. 

Repr^sentons  par  Sn.p  la  somme  des  p   nombres  impairs, 
coroposent  le  «^"®  groupe. 

he  demier  nombre  de  ce  groupe  occnpe,  dans  la  suite  natnr 
des  nombres  impairs,  le  pn^"«  rang,  pendant  que  le  demi^re  nom 
du  groupe  pr^cedent  n'y  occupe  que  le  p(n — 1)^"«  rang. 

Mais  la  somme  des  pn  premiers  nombres  impairs  est 

et  Celle  des  p(n  —  1)  premiers  nombres  impairs  est 

Retranchant  la  seconde  somme  de  la  premiere,  on  tronve  qn 
(I)  .%.p=^(2t,-l)|>^ 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

2.  Coroüaire.  Si  cbaque  groupe  ne  se  compose  qae  d'nn  non 
on  aura  p  =  l,  et  Ton  retrouvera  le  w^"»«  nombre  impair  2«— l  ] 
le  ?i^"«  groupe. 
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3.  Th^ortme  II.     Si   Tou  partage   la   suite   naturelle 
8  nombres  impairs  en  gronpes,  coutciiant  le  prcmier 

nombres,  le  second  2j}  uombros,  et,  cn  general,  le  7»^>°<» 
onpe  np  nombres,  la  somme  des  uombres  de  cet  n^^^ 
oupe  sera  6gale  ä  »V^. 

D^signons  par  »S„,Mp  la  somme  des  np  nombres  impairs  du  n^"® 
>iipe.  Le  demier  des  nombres  impairs,  qui  formcnt  ce  groupe, 
;;iipe  daus  la  suite  ascendantc  des  nombres  impairs  le  rang 

p+2/»+3p+...+».p  =  (1  +  2  +  3+.. .+»*);>, 

le  rang 

demier  nombre  du  groupe  pr6cedent  occupc  dans  la  meme  suite 
rang 

iOi—i)np. 

Or  la  somme  des  iw(/*+l)/)  premiers  nombres  impaii's  est 

i/*^(n  +  l)V; 
la  somme  des  ^n(n — l)p  premiers  nombres  impairs  est 

Douc  il  vient 

quo  nous  vouUons  demontror. 

4.  Corollaire.  Si  ;>  =  1,  le  ««">«  groupe  ne  comprendra  que  » 
rubres  impairs.    Donc, 

Si  Ton  partage  la  suite  des  nombres  impairs  en 
oupes,  de  maniere  que  chaque  groupe  contienne  au- 
tit  de  nombres  qu'il  y  a  d*unit68  dans  le  rang  de  ce 
cupe,  les  sommes  des  nombres  composant  les  groupes 
ccessifs  seront  les  cubes  de  la  suite  des  nombres 
tiers. 

5.  Th^or^Bie  III.  Si  i'on  partage  lu  suite  ascendante 
8  uombres  impairs  en  groupes,  contenant  le  premier 

dombres,  le  second  *Sp  nombres.  le  troisieme  bp  nom- 
«s,  et,  en  general,  le  /i*»"«  groupe  (2w  —  l)p  nombres  im- 
irs,  la  somme  des  nombres  du  n^^^  groupe  sera  ^gale 
:2j«  — l)(2n»-2n+l)/>2. 
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Repr^sontOBB  par  SH,{2m^i)p  la  somme  des  uombres  impain 
forment  le  »!*"•  groupo. 

Lc  dernicr  des  nombres  impairs,  qoi  composent  cc  gronpc 
cupe,  dans  la  sulte  naturelle  des  nombres  impairs,  le  rang 

;j+a/)  +  5p+  ...  +(2«— l);j  =  [1  +  3+5+  ...  +(2«-l); 

oa  lo  rang 

Le  dernier  nombre  du  groupo  precedent  occupe  daas  la 
suite  le  rang 

(h-1)V 

Or  la  somme  des  n^p  premiers  nombres  impairs  est 

et  la  somme  des  (w  —  1)*^?*  premiers  nombres  impairs  est 

{n  —  1)Y' 
Retraucbant  la  äoconde  somme  de  la  premiere,  uoos  obtci 

QU 

(TU)  S^,  (o^-i)p  =  (2n  - 1)  (2,*^  —  2/^+ 1)^. 

Teile  est  la  somme  des  nombres  impairs,  qui  composent 
groupe. 

H.    (■orollaire.    Öi  lc  premier  groupe  ne  sc   composc 
Premier  nombre  impaii*  1,  le  deuxi^me  des  trois  nombres 
suivants  3,  5,  7,  lc  troisieme  des  ciuq  nombres  impairs  9. 11, 
17  qui  Yienuent  apr^s,  et  ainsi  de  suite,  il  nons  faudra  poscr 
dans  la  formnle  pröcedente  (III).    Nous  trouvons  alors  quc 

(IV)  iS„,2,*-i  =  (2«— l)(2/*^~2«  +  l). 

Ainsi  la  somme  des  nombres  du  u^^^  groupe  est 
a  la  somme  des  deux  nombres  entiers  consicutif 
et  M,  mnltipii6e  par  la  somme  {n  — 1)<+»42  des  car 
ces  nombres. 

7.  Th^or^me  IV.  Si  Ton  partage  la  suite  nat 
des  nombres  impairs  en  groupes,  formis  lo  preii 
p  nombres,  le  second  de  2^/»  nombres,  lc  troisi^ 
^^p  nombres,  et,  en  g^ueral,  lo  r*^"«  groupo  de  h^ 
bros  impairs,  la  somme  des  nombres  de  cet  »^^  g 
sera  ^gale  k  Jn*(M*+l)p*. 
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DfoigBouB  par  Su,n*p  la  sonimo  des  nombros  impairs,  qui  com- 
)8eut  le  n^™«  groupo. 

Lo  dernier  des  nombres  impairs,  qui  formcut  ce  groupe,  occupe, 
u»  i«  Sttite  asceadauto  des  uombros  impairs,  le  raug 

I  le  rang 

le  dernier   nombre  du  groupo  prccedeut  occupe  dans  la  memo 
lite  le  rang 

i(n~l)V/,. 

Or  la  sommc  des  l/i^(H+l)V  premiers  nombres  impairs  est 

la  sommo  des  i/^^(«  — 1)*|>  premiers  nombres  impaii*8  est 

Nous  trouvous  douc,  en  retrancbaut  la  seconde  somme  de  la 
emi^re, 

I 

8.    Corollaire.    Lorsque  />  =  1,  cette  somme  sc  reduit  ä 
I)  ,S,.,„. -=i/.^(/.*+l). 

0.  Theoreme  V.  Si  Ton  partage  la  suitc  asceudante 
5S  nombres  impairs  eu  groupos,  forme  le  premier  de  p 
)mbres,  le  second  de  Vv^p  nombres,  le  troisieme  de  b^p 
)mbres,  et,  en  geueral,  le  7*«'"®  groupe  de  (2w— 1)^/)  noni- 
•cs  impairs,  la  somme  des  nombres  du  w^*"®  groupo  sera 
[ale  ä  [2/i(ii  +  l)(2»---2//  +  3)  +  l][2(/i-l)(2«^--2«  +  l)  +  l]^^^ 

Representons  par  *S»,.(2»-i)>/i  la  somme  des  nombres  imi)airs, 
i  forment  cet  /f^"'*^  groupe. 

Le  dernier  dos  nombres  impairs,  qui  composent  ce  groupe,  oc- 
pe,  dans  la  suite  naturelle  des  nombres  impairs,  le  rang 

le  raug 

u^(2u^--l)p. 
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Lo  dernier  noinbrc  du  groupo  prec6doDt  occape  dans  la  meme  sdtß 
Ic  rang 

(n  -  i)«[2(w  — 1)«— l]|i  =  (»»«— 2h  +  1)(2w«— 4«+l)j>. 
Mais  la  somme  des  n*(2H^ — l)p  premiers  nombres  inipaincst 

et  la  sommc  des  («* — 2/i-f-l)(2'**— 4M-f-l)p  Premiers  nombres  in- 
pairs  est 

(h«  —  2«  +  ly  (2h^ — 4n  + 1)^*. 

Ketrancbaut  la  soconde  somme  de  la  premiere,  noas  obtenuns 

=  [ii«(2/i»  —  1) + («i — 2w  + 1)  (2m*  —  4,1  + 1 )]  X 

[M«(2a«— 1)  —  (ii»  -  2/1  + 1)  (2m* — 4m  + 1)]|>* 
=  [(2m<  — m«)+(2m*  — 8m«+11m«— Gm+I)]  X 

[(2m*  — m*)~(2/,*-.8m3+11w«— 6«  +  l)];j«, 
ou 
(VII)  /Sh,(2h-1)V  =  U'*^  — «'i^+l^''^^— 6M  +  l)(8f«3  — 12M«+6n-l)r* 

10.    Corollaire.    Poar  ;>  »»  1,  cette  somme  se  redoit  ä 
(VIII) 
/S„.(2H-ii-  -  [2m(m  — 1)(2m2— 2m+3)  +  1][2(m— 1)(4m»~2«+1)+1: 
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Somme  des  carr^s  et  Somme  des  cubes 

des  /Ä+1  nombres  entiers  cons^cutifs, 

dont  le  Premier  est  n+1. 


Pur 

Georges  Dostor. 


1.  Somme  des  earr^s.     Nous  obtiendrons  cettc  somme,  en  re- 
auchaut  la  somme  des  carr^s  des  n  premiers  uombres  entiers,  de 

somme  des   carres  des   n+C^+l)  =  2/«-{"l   premiers  nombres 
itiers. 

La  somme  des  carres  des  f*  premiers  nombres  6tant 

J>.0.  +  l)(2u+l), 

somme  des  carr6s  dos  2//  +  1  premiers  nombres  sera 

J(2H+l)(2ii+2)(4/i  +  3)  =  i0,  +  l)(2/e  +  l)(8n+6.), 

La  somme  cberehee  est  donc 

2.  Pour  n  =  2,  puis  u  =  3,  on  a 

42  4.52+6»+7*  =  2.7.9  =  126. 
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Puisquc 


il  vient 


d*üä  l'ou  tirc 


3.  8omme  des  cubes«  La  soinmc  des  cabcs  des  h  premiei 
uoiiibres  cntiers  t'tant 

ccllc  des  cubcs  des  2a +1  premiors  uombrcs  sera 

l(2/.  +  l)*(2«+2)2  =  i(4«  +  2)«('*  +  l)^. 
Ou  trouvera  doiic  pou*  la  somme  demandee 

ou 

W  *%  =  ](,i  +  l)'(3i*+2)(5«  +  2). 

Aiusi  la  somme  des  cubes  des  «  +  1  premiers  uombr« 
eutiers  cousecutifs^  dout  Ic  promier  est  /<-t-l,  est  tui 
jours  divisible  par  le  carre  de  «  +  1. 

1.    Pour  H  =  1,  ou  a 

a»+63+78  +  b3  +  9^«5».7.11  -  1925. 
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lebcr  die  freie  Bewegung   eines  Körpers  ohne 
Einwii'kung  eines   Kräftepaars. 


Von 

R.  Hoppe. 


Diese  analytisch  von  Jacobi,  coustnictiv  von  Poinsot  gelöste  Auf- 
ibe  nehme  ich  noch  einmal  aut\  weil  ihre  Lösung  an  sich,  nicht 
wa  bloss  die  ihr  gegebene  Form,  stets  als  eine  der  grossem  Lei- 
angeu,  als  eine  wirkliche  Erfindung  genannt  wird,  um  zu  zeigen, 
iss  sie  sich  im  Gegenteil  ohne  jeden  Kunstgriff  auf  dem  gar  nicht 
i  verfehlenden  analytischen  Wego  in  aller  Kürze  darbietet  So  hoch 
h  auch  die  uns  von  Poinsot  eröffneten  neuen  Gesichtspunkte  schätze, 
•  mnss  ich  doch  seiner  Behauptung  widersprechen,  jene  Lösung  sei 
n  Zeugniss  dafür,  dass  oft  schwierige  Aufgaben  durch  synthetische 
3trachtung  auf  einfache  Weise  gelöst  würden.  Viel  eher  könnte  man 
eselbe  bezüglich  auf  seine  Theorie  der  Nutation  einräumen,  wo  in 
T  Tat  eine  grössere  Leistung  vorliegt;  wiewol  sich  deren  Deducüon 
ir  unwesentlich  von  einer  analytischen  unterscheidet  und  nur  darum 
i  Anfang  in  synthetischer  Form  auftritt,  weil  diese  dem  Entdecker 
ehr  zusagt.  Was  aber  die  gegenwärtige  Aufgabe  betrifft,  so  geht 
hon  aus  dem  Umstände,  dass  Poinsot  eine  Rechnung  von  circa  20 
^iten  gebraucht  um  aus  der  Construction  die  analytischen  Bestim- 
angen  abzuleiten,  hci'vor,  dass  jene  constructive  Lösung  nicht  das- 
Ibo  praktische  Ziel  erreicht  wie  die  directe  Berechnung  und  nicht 
?r  kürzeste  Weg  zum  Ziele  einer  cxpliciten  Darstellung  der  gesuchtei^ 
rossen  ist. 
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§.    1. 

Dirccto  Lösung  der  Aufgabe  ohne  Discussion. 

Kill  Körper,  desseu  Masse  m,  desseu  IlauptträglieitsinoineuU;  .1. 
/?,  C\  sei  in  beliebiger  freier  Bewegung.  Aus  allen  Kräften,  die  cUa 
auf  ihn  wirken,  kann  nur  eine  Kraft  und  ein  Kräftepaar  resnltircn. 
lietzteros  sei  null,  wenn  wir,  was  freisteht,  erstere  durch  den  Schwer- 
punkt gehen  lassen.  Dann  sind  die  Bewegung  des  Schwerpunkts, 
allein  bedingt  durch  jene  Kraft  und  die  Masse  n^  und  die  Bewcgui;! 
des  Köq)ers  relativ  zum  Schwerpunkt  unabhängig  von  einander.  Er- 
»tero  bildet  eine  Frage  für  sich,  mit  der  wir  uns  nicht  bcschäftigeD; 
auf  letztere  wirkt  keine  Kraft.  Der  Schwerpunkt  sei  gemeinsamer 
Anfang  der  j-tfz  und  ^i^i-i,  die  Richtungen  der  erstem  uuveräDdcr- 
lich,  die  Axen  der  letztem  Haupt trägheitsaxeu,  die  Relationen  z^lscbin 
beiden  Systemen: 

Wir  gehen  von  den  LaplaivVhen  Gleichuugi'U  auM 

n* 


ii) 


^ie  ^ie  lauten,  ^cnu  nun  diis  Knituymar  null  siUt.     Die  Mnltipli- 
calorx*u  /«,  v  »  coIkmi  al>  luti^nil  die  Gleichung  der  lebendi^tQ  Kraft- 

Ap^-^H,r+tr^  -=  L 

die  Mulnplu-At^»rvu  A$i^  li,u  i-  dJk^  d^-s  FhicheuiUMUviits: 


•2! 


JY'— /'-.;*— '■*--  -=  ^" 


i:)> 


Hier  K\iea;on  «•.  .\  r  di-:  Com]K>aontes  d«'r  monienUDriL  RötiiioiK- 
^.'^«.'hiÄiudiAoit  KAvh  den  Axen  der  --j*  '.|.  r, ,  in^icii  die  Vcrtih* 
u:<Qs;dh;tu  «K>r  Kichraug^'v^inu^  drr  :i!>>meci;;&aoii  Rotanoas4x^  Ai^ 
CK'kiea  GleK-b;&B^*u  «eht  h^r^or: 


.^^    - 


t  —  .4 


t   ii  — (.  fj 


»    r     -  ■* 


-— Ifc 


.1  — i.' 


miM  oi^r  (TNCe  V«:     l    ^kbc  izükiL  Elimiucioft  voa  f.  r: 


ahn*'  Einwirhmg  eines  Kräßepaars.  3Ö5 


-  +  (C~^)/>«  j/— J- +(^--i?)l.« 


(5) 


iernach  sind  /?,  r/,  r  als  inverse  elliptische  Functionen  1.  Gattung 
»n  t  bekannt. 

Ferner  hat  man  bekanntlich  die  9  Formeln: 
id  die  analogen,  denen  zufolge  und  nach  (1) 

Äd{  pa)  =  I  Ap{br  -'Cq)  +  (B—  C)qra  \  dt 
BB  (qb)  ==  { Bq{ep  —  nr)  +  (C—  A)rpb }  dt 
Cd(rc)  =  {Cr(aq''fip)'\'(A  —  B)pqc\dt 

xd,  nebst  2  analogen  Systemen,  deren  3  Summen,  da  die  Rechte 
rsch windet,  nach  Integration  geben: 

Apa  -{-Bqb  -^Cre    =  a     \ 

Apaj^-^- Bqb^-\- CrCi  =  ß    \  (G) 

Apa^  -f-  Bqb^  -|"  ^^2  =  y     J 

le  Quadratsumme  der  Linken  ist  =  /t^  daher  sind 

a      ß      Y 

e  Uichtungscosinus  einer  Geraden,  der  Flächenaxe,  gegen  die  x,  y. 
Nimmt  man  diese  zur  Axe  der  a-,  so  wird 

id  die  Gl.  (G)  aufgelöst  nach  ;>,  (/,  r  geben: 

Nachdem  diese  3  Grössen  bekannt  sind,  sind  es  auch  die  3  unter 
ch  analogen  Grössen: 

rtj8o^ — ajda^  =  { ü'JJt^r  —  c^j) — «^(^1^ — c,^) }  dt  =  {bq  -{-  cr)dt 
:c.    Dies  dindirt  durch 

«1*  +  <'2^  =^  1  —  Ä* ;    etc. 
lebt  nach  Integration: 


nerrlcii  2  der  .'t  zu  suchenden  Fnnctioncu  gefanden,  die 
Umlaufs  winke!  um  die  Axp,  kann  nicht  auf  verschiedene  i 
norden;  denn  wie  Ol.  (B)  zeigt,  ist  sein  Differential  bekai 

§.  2. 

Discussion  nad  Eatwickelang. 

Benannt  man  A,  B,  V  nacli  ihrer  Grfissen folge,  so  dl 

J  >  Ä  >  6' 

ist,  so  folgt  aus  den  Gl.  (3)  (3),  dass  it^s 

Ak  >  k*  >  Ck 

Hiermit  sind  im  Integral  (5)  die  Vorzeichen  dreier  CoeCficit 
dem  Wurzelzeichen  feststehend,  es  bleibt  nur  zu  nntersc 
ISk  >  oder  <  A'  ist.  Diese  2  Falle  bedingeu  in  der  Tal 
lirh  verschiedene  Bewegungen,  die  nie  in  einander  Ubei^I 

Betrachten  wir  zuerst  den  Grenslall 


^-Vu- 


1 — cosft 


\/a—c  I 


t/(A  —  B)(B~C)k 
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ind  vermöge  der  Relationen  (4)  bat  mau: 


(11) 


(12) 


iomach  sind  ;)  und  r  proportional,  und  der  Grenzfall  cliarakterisirt 
ch  dadarch,  dass  die  momentane  Rotationsaxc  beständig  auf  einer 
?r  Ebenen 


'^y  B^-C  —  ^""'Ya^B 


(13) 


leibt,  längs  deren  sie  von  einer  zur  andern  nie  erreicbten,  in  un- 
idlicher  Vergangenheit  und  unendlicher  Zukunft  zu  suchenden,  ent- 
3setzt6n  Lagen  in  der  Axe  des  mittlem  Trägheitsmoments  B  in  bc- 
ändig  gleichem  Sinne  fortrückt. 

Daraus  folgt  erstlich,  dass,  wenn  die  Axe  des  mittlem  Trägheits- 
oments  einmal  Rotationsaxc  ist,  sie  es  fortwährend  bleibt.  Ob  eine 
ifängliche  kleine  Neigung  der  Rotationsaxc  gegen  die  yi  Axe  be- 
ändig  wächst  oder  abnimmt,  hängt  vom  Sinue  der  Rotation,  d.  i. 
)m  Vorzeichen  von  q  ab.  Mit  dem  Vorzeichen  von  y^-  würde  auch 
is  von  £  wechseln,  und  das  von  cos^  zweimal  (nach  (11)  und  nach 
.2)),  also  unverändert  bleiben;  daher  entspricht  einem  q  nahe  bei 
'k  ein  kleines  ^  und  eine  wachsende  Neigung,  einem  q  nahe  bei 
-yk  ein  ^  nahe  am  Ziele  2R  und  eine  abnehmende  Neigung. 

Ferner  folgt  daraus,  dass  die  Ebenen  (13)  von  der  momentanon 
otationsaxe  nie  überschritten  werden  können.  Sie  teilen  den  Körper 
i  2  Paare  von  Scheitelkeileu,  in  deren  einem  die  Axe  von  A,  im 
idem  die  Axe  von  C  liegt,  mit  der  Axe  von  B  als  Scheitelkante, 
[an  kann  daher  die  2  anfänglich  unterschiedenen  Bewegungen  be- 
dcbnea  als  die  um  die  Axe  des  grössteu  und  kleinsten  Hauptträg- 
ntsmoments. 

Nach  (7)  ist  nun 

a    ^y  -^_^  ^  smO;     b  «  COS^;     c^  y  j^^  -^^^^    (^^) 

mer  nach  (8) 

arctg^^  «  hj  p_^^a  =  y-^t 

ie  IntegratioRSCOustante  kann  wegfallen,  weil  die  y  und  z  Richtung 
illkürUch  ist.    Setzt  man 


3C8  Hoppe;   Ueher  die  freie  Bew^ung  eines  Körpers 

80  ^ird 

^1  «  sin  ^  cos  ici ;    h^  =  sin  ^  sin  %i  (15) 

woraus  anf  bekannte  Weise  gefunden  wird: 


\/a—b  C  lA— C'  a 


(16) 


<\  -"Va^C  B  sinx^-  ^/^^^  ^cos(^co8x* 

Sei  jetzt 

^-  >  Ä«  >  i/A- 

Alle  topischen  Orösssen  lassen  sich  bekanntlich  als  explicite  Foi 
tionen  von  t  mittelst  der  2  Reihensummen 

darstellen,  wo 

der  Zeit  proi>ortional  ist    Ausserdem  sei 

Sm  =  ej(i»  — R);     ^co  =  //,{«  — R) 
Im  gegenwärtigen  Falle  bestimmt  sich  r  durch  die  Gleichung: 

VÖiÖ/    ""i— BÄ«— CX 
domnilclist  das  Argument  n  durch  eine  beliebige  der  GleichungeD 

iH^ifi  ~"  e,0  ^^  M  —  6')Ä* '     //,!>  "■  ÄiO  r  M — ^)** 

und  man  hat  von  den  3  Werten 

/i    //<>  B^U^  h  ^>^.  A  gy^iil 
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\  gemäss  den  Relationen  (4)  aus  einander  hervorgehen,  nur  den 
in  die  Gl.  (5)  zu  substituiren,  um  zu  finden: 

Qtegrai  (8)  giebt: 

'  Arcus  sei  mit  q>  bezeichnet;  dann  ist 

öl  =  cos  q>Vl  —  o* ;    og  =  sin  g)"/ 1  —  a*  (21) 

lat  man  nach  (7): 


s 


,- — -  _  VH^it^e^nt+H,H(ient 
y^—''  -  HitfiSkt 

__  H^Q-^SjU  + 1»  0(1^—  »>) 
venu  man  zur  Abkürzung 


*A+''W  ^^^ 


t^'^^SiU + 1» + c-*'ö(A< — 1» 

COSQP  =  ~ — ,  — 

c«*^e(  u + *» — c-»*'e(i«— t» 

nach  Multiplication : 

_   rr  ^  c'^^^(^^ + »» + e-»>^«(A<  -- «» 


(24) 


(25) 


g  würde  man  die  4  übrigen  Richtungscosinus  finden ;  um  jedoch 
rage  über  die  Vorzeichen  und  Integrationsconstanten  zu  ver- 
n,  ist  es  besser  sie  algebraisch  aus  den  bereits  bekannten  ab- 
3n.    Dann  kommt: 

l  LUV.  24 


i 


Hill 
Bill 

Hfiy/A(B^ 

-C).     H 

«0 

./B(A  - 

-C) 

'     Bfif  C(A- 

--By   % 

VciA- 

-B) 

and 

man  hat: 

h 

Hill    H^Xt^ 

f«i»>  ext'   ^ 

h  H^ili 

B  e^iii 

HU, 
»Xt' 

r  = 

h    ß  in 

'  c  e,.> 

SU 

x  = 

''ACeH) 

ßili  Hill 
iß^ili  Hjiii 

(26) 


||?(J|  Hoppe:  üther  St  freie  Bewegung  eines  RSrpers 

,.  _      -^^  e<"J^(A«+»»-e-'>'gx(to-»» 
.^  ^  e<»<g  (^+ .»  -  e-xg  (to  -  »^) 

Sei  zweitens 

■ßi  >  A*  >  ßfc 

dann  bestimmt  sich  t  durch  die  Gleichung: 

(JOy^dz^^-^'  (27) 

and  fi  dnrch  eine  der  Gl^<^tii^^n 


(29) 


(30> 


ferner  in  gleicher  Form  wie  hn  ersten  Falle: 

^   a,  ,  »■ ,     B(kt — »u) 

WO 

so  dass  die  Gh  (24)  auch  liier  g^Hen;  dagegen  ist 

"" " ie^iii  ext'   ^ ~ 6^,»>  ext'  "" ^ e,»>  e i/       ^'^"' 

woraus : 

^7~r2      »lOVsjxt +iii)six^^iii) 

^^     ^  ^  e^iiisxt 

und  nach  Multiplication  gemäss  (21): 
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_  ^  ^e'>'e(A<-f-t»-t-e-'>'»(4f-t» 
•^ ,.  e'^rtöCi« + ia) — e-'x'eCit — »» 

"*  =  *®»<^ 2S;iÄe]iT 

ie  oben: 

;,^  =  -  ^e  0 2e;^ext 

t^^m  {u+ i'ti) + c'^'^ff  (Xt — *>) 


(33) 


(34) 


C2  =  —  J^iO 


2e,i>  öA< 


0  vorstehenden  Formeln  zeigen,  dass  sich  die  Bewegung  ans 
»discheu  zusammensetzt,  deren  Längen  einzeln 

4R        ^     4R 

=   ,      und     — 

Einfach  periodisch  ist  die  Bewegung  der  momentanen  Rota- 
e,  und  damit  zugleich  die  Elongation  der  3  Hauptträgheitsaxen 
die  Flächenaxe,  die  wir  zur  Axe  der  x  gemacht  haben.  Im  er- 
Ule  gehen  die  Axen  der  2  kleinsten,  im  zweiten  der  2  grössten 
itsmomente    abwechselnd    durch    die   unveränderliche    Ebene, 

4R 

1  in  der  Zeit  -r-,  so  dass  beim  Durchgang  der  einen  die  andre 

röistcn  Abstand  hat,  während  im  ersten  Falle  die  Axe  des  grössten, 
iten  des  kleinsten  Trägheitsmoments  beständig  auf  der  posi- 
eite  der  unveränderlichen  Ebene  bleibt.    Der  Umlauf  um  die 

laxe  hingegen  hat  nur  dann  eine  Periode,  wenn  t  rational  ist 

bleiben  noch  die  2  Grenzfälle  /*'^  =  Ak  und  ä*  =  C%  zu  be- 
D.    Im  erstem  geben  die  Gl.  (2)  (3)  nach  Elimination  yon  p: 

st 


<i  =  0;     r 


o;  P^\/j 


a  =  l-,    />  =  ()•,     c  =  0 


24* 
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Die  Axe  des  grössten  Trägheitsmoments  ist  dann  dauernde  Rotations- 
axe,  die  Rotationsgeschwindigkeit 


V7+¥+f^  =  ]/ 


^ 


Ebenso  ergiebt  sich  im  letztem  Falle: 

p«0;    5  =  0;    r-^y^ 
0  =  0;     b  =  0]    c  =  1 

und  die  Rotationsgeschwindigkeit  l/^    Demnach  können  auch  die 

2  Lagen  a  ^  1  und  c=  1  nie  momentan  eintreten;  d.  h.  die  Aien 
des  grössten  und  kleinsten  Trägheitsmoments  können  nie  durch  die 
Flächenaxe  gehen. 
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XXXIV. 

Elementarer  Beweis  für  die  Existenz  eines 
Mittelpunkts  gleich  gerichteter  Kräfte. 

Von 

R.  Hoppe. 


lu  sorgfältig  and  mit  Einsicht  bearbeiteten  Lehrbüchern  der 
echanik,  oder  der  Physik  einschliesslich  der  Mechanik,  welche  die 
1  Wendung  höherer  Rechnungen,  auch  selbst  der  Trigonometrie  aus- 
hliessen,  findet  sich  der  Satz,  dass  jeder  KOrper  einen  Schwerpunkt 
.t,  ohne  Beweis  aufgestellt  —  von  der  grossem  Zahl  minder  exacter 
zhi  zu  reden,  welche  teils  den  Satz  für  selbstverständlich  erklären, 
ils  Betrachtungen  für  dessen  Beweis  ausgeben,  die  noch  nicht  ein- 
\\  bis  zur  eigentlichen  Thosis,  bis  zur  Auffassung  des  Punktes,  der 
wiesen  wenlen  muss,  gelangen. 

Da  der  anal}1;ische  Beweis  im  Grunde  nur  algebraische  Elemente 
thält,  so  ist  die  Möglichkeit  eines  elementaren  Beweises  von  vom 
rein  gewährleistet,  und  es  kann  nur  die  Besorgniss,  ein  solcher 
öchte  zu  lang  oder  zu  complicirt  ausfallen,  der  Gmnd  sein,  warum 
an  bisher  geglaubt  hat  im  Schulunterricht  darauf  verzichten  zu 
dssen. 

Nun  wird  aber  in  den  Lehrbüchern  die  Lehre  von  den  statischen 
omenten,  wenn  auch  gewöhnlich  nur  kurz,  doch  ohne  wesentliche 
eductionslücke  vorgetragen,  und  zwar  wird  auch  darin  die  Besam- 
ung des  Schwerpunkts,  unter  Voraussetzung  seiner  Existenz,  mit 
ifgenonmien.  Dieser  Umstand  kann  als  Beleg  dafür  dienen,  dass 
T  fragliche  Beweis  das  Mass  der  Fassungskraft  nicht  übersteigt, 
slches  man  sonst  den  Schülem  zutraut     Es  zeigt  sich  nämlich, 
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dasB,  wenn  man  alles  ausführlich  darlegen  will,  der  bereits  bearbeitete 
Teil  der  Gegenstände  weit  mehr  Umständlichkeit  verursacht,  als  der, 
welcher  noch  fehlt. 

Im  folgenden  habe  ich  beide  Teile  in  2  gesonderten  Abschnitten 
behandelt.  Der  erstere  musste  noch  einmal,  und  zwar  in  grösserer 
Ausführlichkeit  entwickelt  werden,  weil  es  einer  genauen  Fonnulinwg 
der  Begriffe  bedurfte,  auf  welche  sich  der  letztere  stützt.  Ich  be- 
trachte ihn  aber  als  bereits  bekannte  Grundlage,  und  nur  den  letx- 
tcrn  als  mein  eigentliches  Thema.  Vorausgesetzt  wird  das  Gesetz 
des  einfachen  (mathematischen)  Hebels,  und  in  der  Geometrie  nameit- 
lieh  die  Lehre  von  der  algebraischen  Addition  der  Strecken,  letztere 
stets  in  dem  Sinne  benannt,  dass  AB  «=  —  BA. 


Von  den  statischen  Momenten. 

Ein  zusammengesetzter  (körperlicher)  Hebel  ist  cm.  um 
eine  feste  Gerade,  die  Hebelaxe,  drehbarer  starrer  Körper,  in  belie- 
bigen Punkten  von  parallelen  Kräften  normal  zur  Axe  angegriffen. 

Jeder  Angriffspunkt  lässt  sich  sowol  in  der  Richtung  der  Kraft 
als  auch  in  der  Richtung  der  Axe  beliebig  verschieben,  ohne  die  Wir- 
kung der  Kraft  zu  verändern.  Erstere^  ist  Grundsatz  der  Statik 
starrer  Körper,  letzteres  identisch  mit  der  Parallel  Verschiebung  der 
Kräfteparo,  und  lässt  sich  nach  deren  Muster  leicht  beweisen. 

Wir  ziehen  durch  einen  beliebigen  Punkt  A  auf  der  Axe  normal 
zu  dieser  und  zur  Kraftrichtung  eine  Gerade  X'AX  und  legen  durch 
den  Angriffspunkt  P  der  Kraft  p  nonnal  zu  der  Geraden,  also  parallel 
der  Axe  und  der  Kraft  die  Ebene  Z,  welche  AX  in  N  sdineide. 
Dann  läast  sich  der  Angriffspunkt  von  'p  längs  L  überallhin  ver- 
schieben. 

Wir  verlegen  ihn  nach  N  und  betrachten  AN  «==  x  als  erneu 
Hebelarm,  ^Ä  =  a,  nach  X*  hin  abgeschnitten,  als  den  andern. 
Eine  Kraft  g  in  gleicher  Richtung  wie  ji  auf  B  wirkend  wird  mit  p 
im  Gleichgewicht  sein,  wenn 

(tq  =px 

Durch  die  Axe  und  parallel  den  Kräften  gehe  die  Ebene  E\ 
rechts  von  A  liege  JT,  links  X\ 

Sei  angenommen,  dass  alle  Kräfte  in  einer  Bichtnng  wirimi; 
aaf  Punkte  P  rechts  von  E  wirken  Kräfte  p  mit  den  HebelanReB  s 
anfgeboben  durch  Kräfte  q  zur  Linken,  auf  Punkte  P'  liiiW  v«  £ 
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rftfto  p'  mit  den  Hebelarmen  x'  aufgehoben  dnrch  Kräfte  q'  zur 
echt^,  alle  q  und  q*  an  den  2  absolut  gleichen  Hebelarmen  a. 

Erfüllen  nun  alle  q  und  </'  die  Gleichungen 

(UJ  =>  pX'^     (iil  =  p  V  (1) 

>  ist  das  System  aller  Kräfte  im  Gleichgewicht,  weil  sie  sich  par- 
eise  aufheben.  Die  Kräfte  q  setzen  sidi  zusammen  zu  einer  Kraft 
[eich  ihrer  Summe  Zq\  ebenso  resultirt  aus  den  q  eine  Kraft  2^'. 
olglich  kann  das  System  der  p  durch  eine  Kraft  -2^^,  und  das  Sy- 
em  der  />'  durch  eine  Kraft  2^g'  im  Gleichgewicht  gehalten  werden, 
ad  beide  Systeme  werden  im  Gleichgewicht  sein,  wenn  zwischen 
'(7  und  2?g'  Gleichgewicht  besteht  Da  nun  letztere  am  gleich- 
nnigen  Hebel  wirken,  so  ist  die  Bedingung  erfüDt,  wenn 

Zq  =  Z(l 

Icr  nach  Einsetzung  der  Werte  (1),  wenn 

L 

Betrachtet  man  jede  Strecke  x'  nach  links  als  negative  Strecke 

ich  rechts,  so  geht  die  Differenz  £px--£p^'x   in  die  Summe  Spx 

»gedehnt  auf  alle  Terme  beider  Summen  über,  und  die  Gleich- 

)wichtsbedingQng  lautet: 

Zpx  =  0 

Das  Product  der  Kraft  p  und  des  Abstands  x  ihres  Angrififs- 
inkts  von  der  ihr  parallelen  Ebene  E^  positiv  oder  negativ  genom- 
en,  jonachdem  p  auf  der  einen  oder  andern  Seite  der  Ebene  vnrkt, 
üsst  das  statische  Moment  der  Kraft  j)  in  Bezug  auf  die  Ebene  E, 

Verändert  man  die  Lage  der  Axe  in  der  Ebene  £,  also  nach 
ifänglicher  Bestimmung  gleichzeitig  die  Richtung  der  Kräfte  längs 
^r  Ebene  X,  so  bleiben  alle  statischen  Momente  unverändert. 

Steht  das  System  der  p  bei  irgend  einer  festen  Axe  in  der  ESbeae 
im  Gleichgewicht,  so  heisst  E  eine  Gleichgewichtsebene. 

Der  Begriff  der  Gleichgewichtsebene  ist  demnach  allein  abhängig 
)n  den  Intensitäten  und  Angriffspunkten  der  gegebenen  gleich,  aber 
.'licbig  gerichteten  Kräfte.  Wir  können  nun  das  Ergebniss  unserer 
3trachtung  in  den  2  Sätzen  aussprechen: 

1)  Jede  Ebene,  in  Bezug  auf  welche  ein  System  gleich  gerich- 
ter Kräfte,  mit  allein  gegebenen  Intensitäten  und  Angriffspunkten, 
e  algebraische  Summe  der  statischen  Momente  null  ist,  ist  eine 
leicbgewichtsebene  dieses  Kräftesystems. 
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2)  Hat  man  eine  Gleichgewichtsebene  JS  f Qr  ein  gegebene  Sy- 
stem von  Punkten  P  und  Eraftgrössen  />,  so  steht  jedes  System  t« 
Kräften  p,  welches  in  gemeinsamer  der  Ebene  E  paralleler  Bichtnig 
auf  die  respectiven  Punkte  P  eines  starren  Körpers  mit  fester  Aie 
in  E  wirkt,  im  Oleichgewicht 

Es  ist  zn  zeigen,  dass  es  für  jede  g^ebene  Stellung  eine  Gleidi- 
gewichtsebene  giebt,  und  wie  diese  gefunden  werden  kann. 

Sei  £^  eine  beliebige,  E  eine  ihr  parallele  Ebene  rechts  tos 

jener  im  Abstände  c,  femer  x^  der  positive  oder  negative  Abstaad 

des  Punktes  P  von  £"0,  jenachdem  P  rechts  oder  links  von  E^  liegt 

Dann  ist  in  gleichem  Sinne  x^x^ — c  der  Abstand  desselben  Pimktei 

von  E^  folglich  die  Summe  der  statischen  Momente  der  unter  sich 

und  E  parallelen  auf  die  Punkte  P  wirkenden  Kräfte  p  in  Bezog 

auf  E 

£px  =»  £pXf^ — c£p 


Diese  Grösse  ist  null,  wenn 


c  = 


Ep 


ist.  Dieser  Quotient  oxistirt  stets,  weil  alle  p  nach  Voraussetzong 
positiv  sind,  und  drUckt  den  Abstand  der  gesuchten  Ebene  von  der 
beliebigen,  mithin  ihre  Lage  bei  gegebener  Stellung  aus. 


§.  2. 
Vom  Mittelpunkt  gleich  gerichteter  Kräfte. 

Seien  /J,  E^^  E^  Gloichgewichtsebenen,  welche  sich  im  Punkte  k 
unter  rechten  Winkeln  schneiden.  Es  wird  behauptet,  dass  alle  dnrdi 
M  gehenden  Ebenen  Gleichgewichtsebenen  sind. 

Wir  legen  durch  M  die  beliebige  Ebene  N  und  errichten  anf  ihr 
das  Lot  MV,    Dann  ergänzen  wir  das  rechtwinklige  ParallelepipedoB 


wo  die  Seite 


fällt,  und 


MAA^A^B^B^BP 

MA^BAi  in  E 
MA^B^A  in  E^ 
MAB2A1  in  E^ 


MA  =•  und  parallel  BP 

MAi  =  und  parallel  B^P  »  und  parallel  AfB 

MA^  «=  und  parallel  B^P 
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Parallel  N  legen  wir  durch  die  Eckpunkte  in  oben  stehender  Reihen- 
folge die  Ebenen 

^f  ^^  ^i'i  -^«1  ^«1  ^11  G^,  Jf» 

Rrekhe  Mü  in 

M,  C,  Ci,  Csj,  JDj,  JDj,  D,  Q 

schneiden.    Dann  sind 

A^,  F  äquidistant  mit  G^  K^  weil  zwischen  ihnen  MA  =  n.  par.  BP 
Nj  Fl  äquidistant  mit  F^,  6r,  weil  zwischen  ihnen  MAi  »  u.  par.  A^B 

Diese  gleichen  Abstände  werden  dircct  gemessen  durch 

MC  ==  DQ,    MC\  «  C\D 
iaher  ist 

JlfC+  MC^  +  iJfC'g  =  iVCi  +  Q/)  -|-  ÖQ  «  JlfQ  (2) 

Diese  Gleichung  g^t  ftlr  einen  beliebigen  Punkt  P.  Wir  wenden 
sie  an  auf  den  Angriffispunkt  P  der  Kraft  p  und  denken  die  gleiche 
Construction  vollzogen  mit  irgend  einem  andern  Punkte  Pq,  für 
welchen  den  A^  C  entspreche  ^,  Q.    Dann  ist 

Dreieck  AMC  ähnlich  ^iW C© 

denn  beide  sind  rechtwinklig  und  haben  einen  andern  Winkel  gcmeio. 

Setzt  man  also 

MA^  =  a\    MCq  =■  c 

80  verhält  sich 

MAiMC=a\c 

und  analog  hat  man,  wenn 


MA 

=  «; 

,    MA, 

i  =  «i; 

MA^ 

=  ar,-, 

Jl/Q=- 

u 

gesetzt 

wird: 

MC  -=^ 

ex 

3fC,  =. 

«1    ' 

A/Q 

«2 

daher  nach  Ol. 

(2): 

u  * 

ex  ^  i 

Uultiplidrt  man  mit  p^  bildet  die  analogen  Gleichungen  für  alle  Kräfte 
tind  addirt  sie,  so  kommt: 

£pu  =  ^£px+  ^  £p!ti  +  ^-^  £px^ 

Die  Summen  zur  Rechten  sind  null,  weil  E^  E^^  E^  Gleichgewichts- 
ßbenen.  Die  Summe  zur  Linken  ist  die  Summe  der  statischen  Mo- 
mente aller  Kräfte  in  Bezug  auf  P,  folglich  ist  auch  diese  null,  und 
F  Gleichgewichtsebene,  w.  z.  b.  w. 
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Der  Punkt  Jif  helest  der  Hittelpankt  der  panltelen Kräfte 

Es  ist  oino  leichte  Folgcmng  ans  dorn  Gesetz  des  eiofach 
Hobels,  dass  jedes  System  gleich  gerichteter  Kräfte  am  starren  Ki 
per  ciDe  Resultante  bat,  welche  gleich  der  Snnimc  aller  Krtfte  i 
von  gleicher  Itichtuog  ist  In  nnsenn  Falle  mnss  diese  Resulta 
ütets  durch  iV  gehen;  dcun  sonst  könnte  man  eine  dnrcli  .Vgebei 
fette  Ate  normal  zn  den  Krüftcn  anuehmcn,  welche  uch  mit 
Kcsnltaute  nicht  träfe,  und  dann  würe  kein  Gleichgewicht. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  ein  System  gleich  gerichteter  Kn 
sich  stets  im  Gleichgewicht  befindet,  wenn  der  Mittelpunkt  fest  it 

Das  Vorstehende  ist  auf  den  Fall,  wo  einige  der  Krkftc  i 
gegengcsetzte  Richtung  haben,  anwendbar,  indem  nun  deren  Im 
sitAton  als  negative  Grössen  in  Rechnung  bringt ,  mit  der  mozi 
Eimchrftnknng,  daM  £p  nicht  null  sein  darf,  in  welchem  Fidlc  i 
keine  Gltdcbgawichtsebene ,  mithin  auch  kein  Mittelpunkt  er^ 
wardo. 
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XXXV. 


Ueber  die  zweite  Si)eciallÖ8ung  einer  linearen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung. 


Von 

R.  Hoppe. 


Aas  ciucr  Speciallösung  einer   linearen  Differentialgleichung  2. 
Ordnung  crgiebt  sich  bekanntermassen  die  zweite,  oder  vielmehr  die 
vollständige  Lösung,  in  Form  eines  Integrals.     In  zwei  Arbeiten, 
Grelle  J.  LXIII.  122.  und  Schlömilch  Zschr.  IX.  56.,  kam  mir  aber 
der  Fall  zu  statten,  dass  die  zweite  Lösung  durch  Differentiation  aus 
der  ersten  gewonnen  ward.    Ich  will  nun  untersuchen,  in  welchem 
Umfange  eine  solche  Ableitung  Geltung  hat.    Im  ersten  jener  zwei 
Fälle  war  ein  Coefficient  rein  imaginär,    der  andere  constant  und 
reell,  und  die  unmittelbare  Ableitung  befriedigte  die  conjugirte  Glei- 
chung, ihr  conjugirter  Wert  war  also  die  Lösung;  im  zweiten  Falle 
Falle  waren  beide  Coefficienten  reell.    Die  umfassende  Form  wird  da- 
her die  sein,  in  der  beide  Coefficienten  complex  und  variabel  sind, 
und  die  zweite  Lösung  der  conjugirte  Wert  derjenigen  ist,  welche 
durch  Differentiation  aus  der  ersten  hervorgeht    Sie  begreift  auch 
den  Fall  in  sich,  wo  jene  Ableitung  der  Gleichung  selbst,  nicht  der 
coujugirten,  genügt;  man  braucht  nur  beide  Factoren  von  i  null  zu 
setzen,  und  für  die  reellen  Teile  complexe  Substitutionen  zu  machen. 

§.  1.    Allgemeine  Bedingung. 
Die  Differentialgleichung  sei 

y'+ip+W+r^'^'y^o  (i) 
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WO  p,  q,  r,  H  reelle  Fnnctionen  von  z,  die  Striche  die  IWerailii 
nach  X  bezeichnen.  Betrachten  wir  y  als  eine  beliebige  die  Glekl 
beledigende  Fnnclioa,  so  handelt  es  dch  danun,  nnter  weida 


die  Gleichung 

a-+(p_ig),'+rt-*-,  =  0 
erfUlt. 

GL  (1)  diflerentiirt  giebt: 
Nach  Einsetzung  des  Wertes  (2)  in  GL  (3)  erhftlt  man; 

*-+  (^''+r-'a)s"+[^+(;'-'-4)  J -1-'^-'"]*'- " 

woraus  nach  Snbtraction; 

EUnjBirt  niB  nodi  s"  mittetet  GL  (1),  so  kommt: 


man 

!  Glöchaiig  mnss 
gkichlrit«: 

^uaw. 

«m  j. 

5'  erfOUt 

sein; 

r'+V-äT9+V+ä'" 

-  +  (, 

P+3il)|- 

f 

:-=^- 

"Sr" 

T 

-T  +  (^ 

-s 

-tT 

-V-r"- 

+,-+^ 

'_ 

Dms  M4«t  t$>  dageAhit  ia  GL  (»)  gieht: 
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>raas,  sofern  p,  9,  r,  u  reell  sind,  gleichzeitig  hervorgeht: 

V-2p  ^'  +  ^'  -  ^+2qu'+u'^  =  0  (7) 

4rsinn— 2pQ  —  q pu'—ti'  - +«*"==»  0  (8) 

iininirt  man  g,  so  kommt: 

+  8ru'8inu  =  0  (9) 

Nachdem  diese  Kelationen  zwischen  p,  r,  i«  nnd  x  erfüllt  ist,  be- 
Tnmt  Gl.  (7)  den  Wert  von  q.  Es  bleiben  demnach  2  Fanctionen 
n  or  willktlrlich. 


§.  2.    Darstellung  der  Differentialgleichung. 
Die  Gl.  (9)  wird  sichtlich  integrabel,  sobald  man  substituirt: 


r 
2r 

'ann  reducirt  sie  sich  nämlich  auf 


P  =  Vnr^^  (10) 


4„'-^'2L  1  f!L!L  4.8t*'sinn  =  0 

nd  giebt  nach  Integration: 

4^-j 8cos««  =  4^;  (11) 

Wir  betrachten  nun  n  und  u  als  willkürlich;  aus  ihnen  geht 
3rvor 


«'« 


2coStt+c  —  n 

1.  (7)  geht  nach  Einführung  des  Wertes  (10)  über  in 


oraus: 


2l/^n'+23f*'+tt'««0 
n'  I  /r        ti' 


(12) 


(13) 


rttckt  man  r  in  n,  u  ans,  so  wird 


Btppt!   Veber  die  tieeile  SptöaUSn»g 

»/ 1  /  w tT       1     2tt'smw+«' 

'""2  K2C0B..  +  e-«       «'"aScosw+e-t 


'  2yn(2cOB«+c-»)       2 

Die  Differontialgleichnng  lautot  nun,  wena  man  r  als  ÄbkBmn 
braucht: 

'"+{^-r.-(i=K^+j')}''+'^'-» 

Zur  Darstellnng  der  zweiten  LöBong  findet  man  ans  GL  ((! 
das  ist 

Bezeichnen  also  yi,  =1  die  conji^rten  Werte   TOn  y,  z,  so  i 
zweite  LOanug: 


|i,,'V2tos»+.-..'"^-^>' 


g.  3.    Constaoter  Coeffieient  von  y. 

Der  Gang  der  Rechnnng  ändert  sich  in  'i  Fällen,  znuächsl 
der  CoefGcient  von  ji  constant  ist.  d.  b.  wenn  es  r  nnd  «  sind, 
verschwindet  nAmlich  der  letzte  Terra  in  Gl.  (4),  daher  mttss 
Cocffidenten  von  y"  nnd  y'  einspls  Teiscfawi«den.  nnd  man  I 
gleich: 

y  — «/;     p'+i«'— ^  — (p— "«) -+2/rsin«  =0 

worans  nach  Elimination  tob  tz 

odor  gleickzoitiii: 

llieniacli  wftrdon  anch  />  and  q  constant  sein,  ein  Fall  den  wir 
lieh  usaer  Betracht  lasscm,  wen  nicht  zn^eidi 

^  —  0;    sbi«  =  0 


einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  ^gj 

y''+ky'+ry  =  0  (18) 

ire  zweite  Lösung: 

«1  =  4c-/  «ÖXy/  (19) 

Die  Gleichung  am  angef.  0.  unterschied  sich  nur  durch  den  bo^ 
»ndem  Wert  r  =  |  von  der  gegenwärtigen,  was  von  keinem  Ein- 
Ms  ist.  Es  hat  sich  gezeigt,  dass  ein  constanter  Coefßcient  von  y 
nner  allgemeinem  Form  entsprechen  kann. 

§.  4.    Reeller  Coeffieie^t  von  /. 

Der  zweite  Fall,  welcher  den  Gang  der  Rechnung  ändert,  ist  der, 
0  q  einen  vorgeschriebenen  Wert,  z.  B.  den  Wert  0  hat.  Hier 
)nnen  die  Gl.  (7)  (8),  welche  nun  lauten 

r' 

4rsin?*— |>u'— n'  -  -|-  it"=*  0 

r 

cht  mehr  durch  Elinuuatiou  von  q  auf  eine  veduoirt  werden.  Das 
esultat  der  Elimination  (9)  und  dessen  Integral  (11)  bleiben  gültig, 
Qssen  aber  mit  einer  der  beiden  Gleichitngen  verbunden  werden, 
ie  erste,  welche  sich  auf  (12)  reducirte,  lautet  hier: 


2n'l/p^+ii'«  =  0  (20) 


id  )ä88t  sich  schreiben: 

ies  in  Gl.  (11)  eingeführt  giebt: 

n^  +  (g^y-n(2cosu+^)  (21) 

it  X  ist  also  zugleich  r  eliminirt,  und  eine  Gleichung  ohne  wülkür- 
he  Function  hervorgegangen,  derea  aUfeHieine  Integration  nicht  er- 
;htlich  ist. 

Für  constantes  u  werden  beide  Gleiclmngen  (20)  und  (11)  durch 
liebiges  constantes  n  erfüllt.    Die  Differentialgleichung  lautet  dann: 

y"+  (Vtii^-  Qy'+rc-y  =  0  (22) 

ich  Gl.  (6)  wird  hier 


daa  giebt: 

Die  zweit«  IjABung  ist  also: 


Vr 


Die  Gl.  (22)  nmfasBt  den  Fall  der  ganz  reellen  Fonn 
mit  der  zweiten  LOsong 


i.  5.    Andere  Specialf&Ile. 

Sei  bloss  M,  nicht  «ber  r  comtant;  dann  wird  Gl.  (11] 
beliebiges  (M>iistantes  m,  nnd  Gl.  (12)  ohne  Beslimmnng  vo 
Die  Differentialgleichnng  wird: 

und  nach  (6)  die  zwdte  LMong: 


Sei  staH  dessen  r  consUnt,  •>  nriabd.    Die  Gl.  (7)  {i 
mh  anf 

Erster«  int^rirt  giebt: 

V+k"— SreoSK  — 4<- 
llierass  findet  man: 


_  irnrnm+u' 

■iOü  die  TTiffrn-BtiilEifirh— g 


»r^i 


y^eoäm+lr—m'—i 


yft-eaa-+ 
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t  der  zweiten  LösuDg: 


__  0  «^     V8rC08Mf4c-fl'»       y   ' 


«j  =  —  C         "^    V  8rco8i«f  4c-fi'»     y^'  (28) 

Sei  endlich   7)  ==>  0   die  einzige  Spex;ialisirung;   dann  wird  nach 
.  (10) 

4^3       ir^Su^ 


n  =  ^.  =  T-^TT-«  ti'« 


es  eingeführt  in  Gl.  (11)  giebt: 

10  nach  Elimination  von  n'^ 

2coBu4-c 


n  = 


•+-©"' 


ffercntiirt  man  so  kommt 


dt 


+  2(2c...+.>[l-,(|)-£]g} 


her  ist 


ndu  V2C08M  +  C    l    ^^'^'^L    "^\9m/ J  aw 

+  2(2cosu+c)r[(Q'-r|5]} 
ach  Gl.  (12)  ist  nun 

I  /r  dn       u' 

90  nach  Einführung  obiger  Werte       4 
+(2coa»+.)r[(|y-l-2rg]}  (29) 

T«U  LXIT.  ** 
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Diesen  Wert  muss  also  q  in  der  Oleichnng 
haben,  damit  ihr  als  zweite  Lösang 


genügt. 
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XXXVI. 


Sur  les  s^ries  divergentes  ä  termes  positifs, 


Par 

P.  Appell. 


I. 

Soit  une  s^ric 

ie  d^signe  par  An**'  la  somme  des  termes  compris  entre  le  terme  de 
rang  n  exclasivement  et  celui  de  rang  n'  inclasivemeiit 

On  voit  imm^diatement  que  Ton  a 
äoit  une  dcuxieme  s^rie 

ie  fais  de  meme 

Cela  pos^,  supposons  que  les  s^ries  (A)  et  (B)  soient  divergentes 
H  qae  lenrs  termes  soient  tous  positifs  h  partir  d'nn  certain  rang, 
llors  les  deux  sommes  ^o'S  ^o"'  croissent  ind^finiment  en  m§me 
^iinps  qae  n  et  m;  or  il  peut  arriver  que  Ton  puisse  etablir  entre 
es  denx  nombres  n  et  m  une  relation  teile  quo  la  diff^rence  A^*^ — Bq^ 

:>u  le  rapport  -^  tende  vers  une  limite  quand  u  et  m  croissent 
nd^finiment.    Je  me  propose  d'examiner  ici  quelques  unes  de  ccs  cas. 

«5* 


3H8 


Appell:  Sur  les  siries  divergentes  h  termts  pontifs. 


Relativemcut  k  la  diff^rence  A^*"  —  B^/*  je  ne  ferai  que  dter  un 
th^orömo  de  Diricblet  dont  on  trouve  uue  d6moiistratioii  dansle  me- 
moire de  Riemanu  sur  les  series  trigonom^triques.  Ce  tWoreme  est 
lo  saivant: 

„Soient  (A)  et  (B)  deux  series  divergentes  ä  tcrmes 
positifs  dans  lesquelles  on  ct*w  tendent  vers  z^ro  quand 
n  croit  indefinimont,  on  peut  toujours  ^tablir  entre  w 
et  m  une  rolation  teile  que  la  differencc -4o*  — i^o**  tende 
vors  uu  nombro  quolconque  donne  d'avance  lorsque«et 
m  augmenteut  h  Tinfini." 

Ou  obtient  un  cas  particulier  rcniarquable  en  snpposant  la  serie 

im 

(B)  ideutiqno  h  la  serie  (A).     J'arrive  mainteuant  au  rapport  ^• 
Voici  uu  Premier  tbeoreme  analogue  h  celui  de  Diricblet: 

„Soient  (A)  et  (B)  deux  series  divergentes  k  termes 
positifs  dans  lesquelles  <im  et  />m  rcstent  finis  quand  i 
croit  indefinimont,  on  peut  toujours  etablir  entre  »  el 

AH 

m  une  relation  teile  que  le  rapport  ^—^  tende  vers  ui 

nombre  quolconque  donne  d^avance  quand  n  et  m  er  eis 
sent  indefinimeut.'' 

I^  demonstration  de  ce  tbeoreme  est  en  tons  poiuts  semblabli 
^  Celle  du  tbeoreme  de  Diricblet.  Soit  X  le  nombre  donne  d*avance 
on  commence  (tar  prendre  uu  nombre  i,  juste  assez  grand  poor  qo 

-V  ^  i;  puis  un  nombre  m,  juste  assez  grand  pour  que  -^— <C^ 

puis  »4  pour  que  -~~  >*  i,   puis  m^  pour  que  ^~-r  <C  i;   et  ains 

de  suite.    Ou  aura  de  cette  fa^on  une  suite  de  nombres  snccesave 
ment  plus  grands  et  plus  petits  que  i;  ces  nombres  ont  pour  hxuiU 

i,  car.  par  exemple.  la  difference  eatre        ,  -   et  i  est  ptas  petÄ 
^^^^  — m~  *  ^^^  ^^^  ^onc  vers  zero  avand  r  croit  indefinimeiL 

Voici  eücoK  ui  aitr?  tbeoreme  concenttnt  le  rapport  ^- 

^$i  dans  deix  s<^ries  diTergemtes  ä  termes  positiff 
(A)  et  (B).  le  rapport  j-  des  termes  de  meme  rang  umI 
>rers  ime  limite  ^  qmamd  •  croit  indefiniment^lerapH^ 
j^^  tend  Ters  cette  m^me  limite."^ 
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Pour  demontrer  ce  theoremo  je  remarque  d'abord  que  je  puis 
negliger  au  commencement  de  cbaque  s^rie  un  nombre  quelconqae 
fini  do  termes,  c'est  k  dire  qne,  p  d^siguant  un  nombre  fini  quel- 

conque,  Ic  rapport  ^^  tend  vers  la  meme  limite  que  -^-.      On    a 
en  effet 

So»*        B^P+Bp^       B^ 


^7"+^ 


d'oa  il  r^sulte 


car  —^  et  -i~  tendent  vers  zero  quand  n  augmente  k  l'infini.    Cela 
jjp'*        üp 

pose,  puisque  ^   a  pour  limite  A;,  si  Ton  d^siguc  par  l  un  nombre 

Oh 

qnelconque  plus  grand   quo  ^,   il  existe  un  cntier  p  tel  que  pour 
nZTpon   ait  constammeut  —  <  /  et  par  suite 

.^  On 

de  meme  si  Ton  d^sigue  par  h  un  nombre  plus  petit  que  la  limite  Ar, 
il  existe  un  enticr  q  tcl  que 


B, 


n>h; 


faisons  croitro  n  indefiniment,  les  rapports  ^^*   -j^   ont   la   meme 

A  " 
limite  quo  le  rapport  ^*^-;    ce   dernier  rapport  a   donc   unc    limite 

comprise  entre  l  et  h\  comme  /  et  ^  diff^rent  de  k  aussi  peu  qu'on 
lo  veut,  le  rapport  -^  a  pour  limite  k, 

Exemples.    Faisons 

1  ,         1 

*"  ^  2;r=l'       *~  ^  2n 

Bo-^i  +  i  +  i+^-^+i, 


I  - 
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£n  offet  on  a 


— log(l— «)=  j+2^+...  +--f  ... 
d'oü  en  multipliant  membre  ä  membre 


+  (l  +  l+...+J)«»+... 


Preuons  cette  derni^re  s^rie  poor  la  s^rie 
de  fa^n  qne 

On  sait  qne 

lim  r- —  «  1  pour  n  ==  X . 


d'antre  part  on  snppose 


donc 


hm , «  k. 

logn        ' 


lim  —  «=  Ä;  ponr  n  =  qo  ; 


donc,  d'apr^s  le  thdor^me  g6n6ral 


et  comme 


on  a 


hm  — TT  =  k  ponr  «  =  1 
fp{x)  *' 

^^"^  log (1-0.)=^  P^'^  «^  =  ^- 


Strasbourg  16  septembre  1879. 
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XXXVIl. 


Integration  zweier  Diiferentialgleichungen. 


Von 


Simon  Spitzer. 


1. 

Gegeben  sei  die  Gleichung: 

(aiX  +  %+Ci)»*rte+(a^+%4-<^s{)'*^y  =  ^  (1) 

iter  r^i^i«?!,  a^fC^  and  n  constante  Zahlen  verstanden. 

Um  sie  zn  integriren,  ftthre  ich  in  dieselbe  fttr  x  und  y  neue 
iriable  $  und  17  ein  mittelst  folgender  Substitutionen: 


eraus  folgt  zunächst: 


id  sodann: 


(2) 


(2) 


8y 


an  erhält  daher 


0^81  — Ojfiiy 


(3) 


|«(*,8i)  -  MÖ + '»-(«»öl  -  «iS»?)  =  0 


(4) 


icsc  Gleichung  ist  eine  homogene  Differentialgleichung,  behufs  Inte- 
"ation  derselben  setze  ich 


3!t4  Spiltir:  iHleyialioH  iietier  JjiffmittialffUkiiai/ai. 

unter  H  eine  uene  Variabio  versUndeii,  aod  erhalte  bicnlarch 
*i(«3|+|rf»)— Mä+«"[<»»''>  — »i«S|-'aiiA.]  =  U 
oder  geordnet: 

{&,u  — «,  +  a,u"  — <ij«"+')rf|  +  (*i*— «i»"?)''"  =  <> 
Trennt  man  bei  dieser  Gleichnng  die  Variablen,  so  erhält  man: 

and  dieee  GleichoBg  ist  non  leicht  zn  inl^rirea.    Int^rirt  mu 
selbe,  so  erhält  man  n  als  Function  von  i.  setzt  man  sodann 

seinen  Wert  ^'  und  schliesslich  für  |  nnd  t)  die  in  ('2)  anfgest 

Werte,   so  erhält    man  dM   Integrale  drr  rargelegten  Diffen 
gleichnng. 


In  dem  spedelten  Falle,  ii 


velchem 


ist.  i^t  die  so   eben  gelehrte  Integrationsmethode  nicht  mvt 
lu  diesem  Falle  gebt  n&mli<^  die  vorgelegte  Gleichnng.  ven 


^elbe 


^'tfi.  aber  in: 

*"tJf— ■.j-r'i"--r\-4^  ■ 
ixler  «renn  man  dieselbe  von  Brtchen  befreit,  in: 

^•(■','4-^J-|-<■,^■*if-i-(•^v-i-»l*rf^-^«=»>"''3'  - " 


Fahrt  man  unn  i 


Variable  ij  ein.  min<4«t  der  SobstitotioB 

M>  erhili  man  dnrvh  IKilere&tüm: 

mod  «i-nB  =UB  hicnss  ey  «acht,  so  etkUt  ■«■: 


Ar  die  Variable  jr  ein 
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und  diese  Gleichung  Iftsst  sich  auch  so  schreiben: 

[n  dieser  Gleichung  sind  nun  die  Variablen  gesondert.  Intogrirt  man 
di^olbe,  so  erhält  man  x  als  Function  von  %  setzt  mau  sodann  für 
]|  seinen  in  (8)  stehenden  Wert,  so  erhält  man  eine  Gleichung 
zwischen  x  und  ^,  und  diese  ist  das  Integrale  der  vorgelegten 
Gleichung. 

2. 

Gegeben  sei  die  lineare  Differentialgleichung 

xy*"  =  A{xy—  (ly)  (1) 

in  welcher  A  eine  beliebige  Constante,  und  (i  eine  ganze  positive 
Zahl  bezeichnet 

Differentiirt  man  die  Gleichung  (1)  (i  mal  nach  x^  so  erhält  man: 

xyi^+S)  ^  ^y(iU+2)  =  Axy^f^+^)  (2) 

Die  beiden  Differenüalgloichungen  (1)  und  (2)  haben  gewiss  3  parti- 
coläre  Integrale  gemeinschaftlich,  denn  dieselben  3  particulären  Inte- 
grale, welche  der  Gleichung  (1)  genügen,  genügen  auch  der  Gleichung 
(2),  weil  diese  eine  blosse  Folge  der  Gleichung  (1)  ist. 

Die  Gleichung  (2)  hat  aber  ausser  den  genannten  3  particulären 
Integralen  noch  fi  particuläre  Integrale,  die  nicht  der  Gleichung  (1) 
genügen,  und  die  blos  in  Rechnung  eingeführt  worden  sind  durch 
das  (i  malige  Differentiiren  der  Gleichung  (1). 

Es  folgt  aber  aus  (2) 

y  «  Cu«/'  +  C^_ia^-i  +  6'^-2x"-2_j_  ...  +CiX^+C^x+Co      (3) 

anter  C^u,  Ca-i,  C^-2,  ...  C^,  Q,  Cq  willkürliche  Constanten  verstan- 
den. Da  dieser  Ausdruck  fi-f-l  willkürliche  Constanten  enthält,  so 
repräsentirt  er  ^-f"l  particuläre  Integrale  der  Gleichung  (2);  eines 
dieser  particulären  Integrale  gehört  daher  der  Gleichung  (1)  an.  Um 
dieses  zu  finden,  setzen  wir  den  in  (3)  aufgestellten  Wert  von  y  in 
Cl)  und  bestimmen  die  Constanten  Cm,  C^u-i,  C'/i-2, ...  C^,  C,,  Cq  so, 
dass  der  Gleichung  (1)  identisch  Genüge  geschieht 

Aus  der  Gleichung  (3)  folgen: 


396 
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Daher  ist: 

+a^-^4.1Cp-4+{^— 2)(fA-3)(^-4)C< 

+  .  .. 
+x«[(f*-2)/l6i+4^.2.Cj 

+x  [(|ii— 1).16\+3.2.1.C3] 

Da  nun  der  2.  Teil  der  Gleichung  identisc-h  Null  sein  soll,  so  mii 
folgende  Gleichungen  stattfinden: 

ACfM  i  =  0 
2.4C^_2+f*(f*-l)(f*-2)6:„  «  0 

3.4C„^  +  (^-l)(^-2)(fi-3)Cu-i  =  0 

4.4C„-4+(^-2)(^-3)(M-4)C^-2  -  0 


(ji— 2).ir,+4.3.2.Q  =  U 
(^-l)-IC,+3.2.1.r,==0 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt 

Cu-i  =-  O 
aus  der  3len  dieser  Gleichungen  folgt  sodann 

ferner  folgen  aus  der  ölen.  Tten.  9ten  Gleichung 

C.-*  =  0 

Aus  der  Sien  der  ohigen  Glekkuugen  folget: 

^,i-l){|i-2)  ^ 


C  *-j  «  — 


2A 


M$  der  Heu  der  ol<«seu  GlekteugeB  folgt: 
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|u(ft-l)(>«-2).(ft-2)(ft-3)(ft-4)  „ 

IS  der  6ten  der  obigen  Gleichungen  folgt: 

_  _  ft(ft-l)  (>i-2)  ■  (>«-2)  (>t— 3)  (ft-4) .  (f4-4)(>t-5)(^-6)  ^ 
'-«—  -  -    2.4.6^f»  "^'' 

s.  f.   Folglich  erhalt  man,  wenn  man  darchgehcnds  den  constanten 
ictor  Cfi  weglässt: 

.  ft(^-l)(^-2).(ft-2)(f4-3)(^-4)   „  , 

_  ,i(fi-l)  (>t-2) .  (^-2)(^-3)(>t-4) .  (f,-4)(ft-f))(^-6)        , 

2.4.6^»  "  *■ 

+  ... 
ä  Integrale  der  vorgelegten  Gleichung. 


Auf  ganz  gleiche  Weise  erhält  man  für  die  Gleichung 

welcher  A  eine  beliebige  Constaute  und  fi  eine  ganze  positive  Zahl 
zeichnet,  folgendes  Integrale: 

A 

,   >t(ft-l)(f.-2).(>t-l)(ft-2)(>i-3)    „_2 
"T  1.2/1»  * 

fi(>i-l)(>i-2).(ft-l)(ft-2)(>t-3).(ft-2)(ft-3)(ft-^) 

1.2.3/1» 

+  ••  • 


Ho  =  Ol — 4,co37  —  c,cosß 

ffl  tröffe  UC  iD  .1,.    Wir  emcbteo  in  --I,  auf  BC  ein  ] 
haben  dio  ua  die  Werte: 

1     —  cos  )<     —  cos  ß 
Die  Normale  in  ^,  aaf  BC  ist  die  Gerade: 

ijcoay  +  qcosp    i.    ^, 

Die  Normale  in  B^  auf  C/1  scbDeidet  die,  welche  ib  f 
fällt  wird,  in 

-4'=V{o)iC(6)'*'W 
i(f(a)  ^  (S, — r,G0sa — o,C087)(e, — a,cosj9 — ij 

Die  AA'  treffen  sich  im  Punkte   Z=^a).    Derselbe 
folgende  Weise  coostrairt: 

Die  Gerade  ®  trifft   i*C  in  -l,.    Die  •Nonnalen 
bilden  ein  Dreieck  A'B'C.    Die  ^.1'  schneiden  sich  ii 

Denselben  Fnnkt  Z  findet  man  anch,  wenn  man  i 
Punkte  der  nncndlich  fernen  Geraden,  nach  welchem 
von  den  Ecken  .1  anf  die  Gerade  S  hinzielen,  den  reci 
constmiit. 


U  sei  der  Habenschnitt  des  Dräecks  ABC.  Wir  i 
Aber  A  bis  A'  hinans  so,  dass  AA'-^=  a'  isL  Die  dni 
Gegenseiten  gezogenen  ParaDelen  bilden  ein  dem  tJrdreii 
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a^a'    b{2F-\-aa')     c{2F+aa') 

Die  durch  B\  C'  zu  CA^  AB  gezogenen  Parallelen  treffen  sich  in 

A''=  —  hc(2F+bb'-\-cc')    ca(2F+bb')    ab{2F+cc') 

Die  Coordinaten  von  A"  entsprechen  also  den  Bedingungen  der 
Functionen  g>,  ip.    Die  AA''  treffen  sich  in 

Z  =  bc(2F+  aa') 
Für 

,       2(pF 


a 


vio  (p  eine  numerische  Constante  bezeichnet,  wird  Z  ^  bc,  der  Aehn- 
lichkeitspunkt  beider  Dreiecke  ist  der  Schwerpunkt  des  ürdreiecks. 

Setzt  man 

,  ,       2((p~l)F 

a--h^c    «-p^-j—  ==(g,-l)p, 

so  erhält  man: 

Z^bc((pa-\-b-^c) 

g>  =  0  gibt  den  Spiekcr'schen  Punkt,  das  Inkreiscentmm  des  Mitten- 
dreiecks. 

Ist  P^pa  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  des  Dreiecks,  so 
treffen  sich  die  Geraden,  welche  die  Mitten  der  Strecken  AP  und  BC 
verbinden,  in  einem  Punkte.    Die  Form  desselben  ist: 

bc{2apa  -jr  ^^  "1"  ^c) 

Derselbe  Punkt  wird  erhalten,  wenn  wir  die  AH  tlber  A  nach  Aussen 
om  die  P(a)  verlängern;  dann  ist 

2apa 

Tragen  wir  jedoch  die  a    von  A  nach  Innen  auf,  so  erhalten  wir: 

Z  ^  bc(bph  4"  cpc), 
III. 

J  sei  das  Inkreiscontrum  des  Dreiecks  ABC.  AJ  werde  über  A 
bis  A'  verlängert,  so  dass  AA^ -=  o'  ist.    Die  Figur  gibt: 

2F+a'(Ä+<?)sin| 
A'(a)  = 

A'(b)==A'(c)  =  — a'sin| 

Teil  IXIV.  26 


Die  durch  fi',  C  zn  CA^  AB  parallel  gezogenen  Gt 
sich  in 

Die  A^'  begegnen  sich  also  im  Pnnkte 

Z  =  hc  \%F-\-  a'(6+ e)Bin  |j 
8«Uen  wir 

o  -  f -<y ^ ^ 

"»2        (a+»4-e)sin^ 
•0  ist 


IV. 

J  1^  daa  InkreiBcentniin  de«  Dreiecks  ABC.  y 
Jf,  dem  Schnittpunkte  der  BC  mit  ^7,  eine  Nonn 
tragen  anf  ihr  anf  der  das  Dreieck  enthaltenden  Seil 
Die  Ftgnr  gibt: 


A\h)  - 


2y— a'(6+c)c08y 
6+c 


^'(c)  = 


2f— a'(i 


A'~a'{h'\-c)    2F— a'(6-f-*)c09r    2r— «'(* 
Die  ^^'  treffen  BC  in 

Ä  =  0    2/*— <i'(6+e>coi/     2F— «'(*+«] 
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Z^  (l+9C08/3)(l  +  9C08y) 

er  Punkt  Z  wird  sonach  auf  folgende  Weise  construirt: 

J  sei  das  Inkreiscentrum  des  Dreiecks  ABC.  AJ  treffe  BC  in 
I.  Ja{f>)  sei  die  Normale  von  Ja  auf  AC.  Man  mache  auf  der  in 
(  auf  BC  errichteten  Senkrechten  nach  Aussen  über  Ja  hinaus 
i-<4'=  q>Ja{h),    Die  AA'  treffen  sich  in  Z. 

Für  za  =  (l-}-9COsß)(l+9>cosy)  ist 

-^(cos  ß — cos  y)zbZe  =  0 

ie  Punkte  Z  liegen  auf  dem  Kegelschnitte 

-2'(cos  ß  —  cos  y)xhXe  =  0, 

clcher  dem  Fundamentaldreieckc  umschrieben  ist  und  durch  den 
öhcnschnitt  desselben  geht.  Die  Punkte  Z  liegen  also  auf  einer 
'm  Urdrcieck  umschriebenen  gleichseitigen  Hyperbel.  Diese  geht 
irch  das  Inkreiscentrum  und  ist  die  konische  Polare  des  Punktes 
•s/? — cosy,  in  welchem  sich  die  Harmonikaien  des  Inkreiscentrums 
id  Höhenschnittes  treffen. 

Die  Yerbindungsgorade  zweier  Punkte   +9   und   — q>   hat  die 

Drm 

(1  —  q>^  COS*«)  (cos  ß — cos  y) 

id  geht  durch  den  Punkt 

cos/5+cosy  ^  (Ä  +  c)  {a-\-h-'c){a-\-C'-b) 

io  Geraden 

(+9>,  —  ^),    (— 9^>  +^) 

ihnciden  sich  im  Punkte 

l+g)if;cosj5cosy 

iese  Punkte  liegen  in  der  Geraden 

cos  «(cos  |5  —  cosy)  ^  a{h — c)(ä+<? — a){h^'\'C^ — «*) 

iese  verbindet  das  Inkreiscentrum  mit  dem  Höhenschnitte  und  ist 
e  Polare  des  Punktes  cos /3+ cosy  bezüglich  der  gleichseitigen  Hy- 
jrbel.    Die  Punkte  (+g?,  — qp)  derselben  bilden  also  eine  Involution. 

Zu  bemerken  ist,  dass  für  a'=  q>a  die  Schwerpunkte  der  Drei- 
ko  A'B*C'  zusammenfallen  und  zwar  in  dem  Schwerpunkte  des 
^JhJe^  dem  Punkte  (&-j-c)(2a-j-c-j-^)-    I^iös  gibt  den  Satz: 

Wenn  man  in  den  Schnittpunkten  der  inneren  Winkelhalbirenden 
nes  Dreiecks  mit  dessen  Seiten  Lote  errichtet  and  auf  diesen  ent- 

86  • 


ft(i)  = 


bpb-i-epc' 


^"i')  =  z:tx^ 


2Fpt 


Wir  erriehten  io  Pa  auf  iJC  ein  Lot  nnd  trsi 
Dreieck  enthaltendeu  Seite  die  Strecke  ia<J'^n,  a 
nuu  von  Pa  Dod  A'  auf  AC,  von  ^'  auf  die  Gerade 
malen.  In  dem  so  erhaltenen  rechtitinkligen  Dreieckt 
Kathete 

P4b)~A'(.b) 

mit  der  Hj-potennse  PaA'  den  Winkel  y.    Es  ist  als 

Fm(b}-A'(b)  —  a'cosj 


-<'=a'<ipt+c;>e)   2Fy»— o'(*p*+<y,)coS7)    iFpt— 

Zn  einer  specietlen  Fanctionsform  der  p  kann  fOr  .>4 
cbende  Wahl  der  a'  die  Form 

V(a)    Ü'(6)    *<<■) 
hergestellt  werden. 

Für  P  =  S  =  4r  wird 

^'=  a'Jr    «i-*" — a'bcosj)    HF — a'eooa 

Par  «'=  TA  treffen  sich  die  AA'  in 

Z  =  M/'— 4KaCOsJl){.F— ^otcos/) 

(Watmn,  Edoc.  TiiMs  XIX.} 
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also  folgende: 

In  den  Mitten  der  Seiten  eines  Dreiecks  zieht  man  anf  dieselben 
ch  Innen  Lote,  von  gleicher  Länge  mit  den  halben  Dreieckhöhen, 
e  Yerbindungsgeraden  der  Endpunkte  dieser  Lote  mit  den  Gegen- 
kon treffen  sich  in  Z. 

VI. 

Die  Ecktransversalen  jIP  eines  beliebigen  Punktes  P  in  der  Ebene 
ics  Dreiecks  ABC  treffen  die  Seiten  BC  in  Pa.  Die  Parallelen 
rch  Pa  zu  -4B,  AC  schneiden  die  AC\  AB  in  Ahy  Ae,  Die  AbA^ 
^ffen  die  BC  in  Punkten  Sa  einer  Geraden. 

Die  Parallelen  durch  Pa  zu  AB,  AC  sind  die  Geraden: 

apc  bpc  —  hph^     apb  —  cpe  cph 
inn  ist: 

Ah  ^  hpb  0  opc     Ac  ^  cpe  apb  0 
AhAc^  —  apbpc  cpc^  hpb^ 

e  AbAe  treffen  BC  in 

Sa  =  0     bpb^     —cpc^ 

?r  zu  Sa  bezüglich  BC  vierte  harmonische  Punkt  ist 

-Yfl  =  0     bpb^     cpe^ 

ie  AXa  begegnen  sich  in  A'  ^  ap^. 

Durch  Centralprojectiou  erhalten  wir: 

Trifft  eine  Gerade  ®  die  BC  in  A^,  PaB^  die  AB  in  Ae,  PaC^ 
e  -4C  in  -4^;  so  schneiden  die  AbAc  BC  in  Punkten  einer  Geraden. 

Die  Gleichung  der  @  sei: 

a^Xa'\'bjäCb'\'CiXc  =  0 
ann  ist: 

^1=       0         q     — *i      PaB^^a^pb     —c^Pe        Ciph 
B^^  —  e^         0         Oj,     PaCy^^a^pe         hpe     -—bipb 

ie  ^JTa  schneiden  sich  in  X^a^pa'^* 

Bestimmen  wir  für  eine  zweite  Gerade  die  AbAcy  so  hat  der 
urchschnitt  A'  der  Geraden 
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— o^pbfe     c^pe^     h^pb^ 

die  Form: 

—pbPcihi  Cj  —  ig  Cj)    jp6*(fli  *2 — öj  ^)     Jp«*(c,  a^  —  CiO^) 

Die  .^L<1'  treffen  sich  in 

Bestimmen  wir  statt  für  eine  zweite  Gerade  für  einen  zweiten 
Punkt  Q^qa  die  AbAc^  so  ist  der  Schnittpunkt  A'  der  beiden  Ge- 
raden 

von  der  Form: 

Die  A^'  treffen  sich  im  Punkte  a^paqa. 

Sind  die  Punkte  F^pa^  Q^qa  und  die  Gerade  @  =  o^  ge- 
geben; so  wird  die  Construction  des  Punktes  Z^a^paqn  lineal  auf 
folgende  Weise  ausgeführt: 

®  trifft  BC  in  Aj^.  Die  Schnittpunkte  von  PaB^  mit  AB,  to& 
Pd  C|  mit  ^C  seien  Paey  Pub*  Ebenso  construire  man  f&r  Q  die  Punkte 
Qacy  Qäb.  Die  Gerade  PtaPac  schneidet  die  Qa6  in  A\  Die  AA'  be- 
gegnen sich  in  Z, 

Wien,  August  1879. 
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.  XXXIX. 

Surface  des  triangles 
ont  les  sommets  sont  les  pieds  des  bissectrices 

d'un  triangle  doBn^. 

Par 

Georges  Doetor. 


1.    D^flnilions.    Soient  (Fig.  1.) 

BC=a^     CA  =  b^    AB  =  c 

8  trois  cöt6s  d'un  triangle  ABC,  dans  lequel  nons  suppoBons  le  cbiA 

9  Sorte  qne  Tangle 

A>B>a 

Menons  les  bissectrices  AA\  BB\  CC'  de  ces  angles;  elles  ren- 
mtrent  les  cdt^s  oppos^s  BC,  CA,  AB  aox  points 

A\  B\  C\ 

ne  noiur  appellerons  les  pieds  des  bissectrices  intärienret 
a  triangle. 

Tirons  aussi  les  bissectrices  AA'\  BÖ\  CC"  des  angles  ext6- 
eurs  TT— -4,  n — B,  n — C  du  triangle;  elles  conpent  les  cdt6s 
ppos^s  BC,  CA,  AB  anx  points 

Ä\  Bt\  e\ 

ne  nons  nommerons  les  pieds  des  bissectrices  extdrienres 
1  triangle. 


3"  (inelquca  rclaüoDs,  ansiiuelle?  donno  lien  la  nj 
bissGctrices  (n"  ä  et  8). 

Afin  de  aimpbtier  lo  langagc,  nons  poserons  los  bis 
Urienres 

AA'  =  «',    BB'  =  ß',     CC  =  /  ; 

les  bissectrices  ext^riemes 

AA"  -  o",     BB"  -  jr,     CC"  =  f\ 

ot   Ics   distances    entrv  les  pieds  des   bissectrices   issac 
sonimet 

A'A-  -  o,    B'B'  =  ^.    C*«?"  =  y. 

Afin  de  donner  plos  de  darte  ä  notre  mlactioii,  no 
d'abord  qaelqnes  propositions  fort  simples,  coniiaes,  m 
sables  poar  notre  siyet 

2.  Determinons  la  position  do  point  de  rCBContn 
bissectric«  «ilerieiire  arec  le  cöt^  oppose. 

Kons  disOQE  qne 

Cbaqne  bissectrice  esterienre  rencontre 
genent  dn  cdte  oppose  en  od  point,  qni  es 
cüte  dn  plns  grand  des  deax  angles.  qni,  d) 
angle,  soot  adjacents  i  ce  cdte  prolonge. 

En  effel.   conäderons  U  btssectiice  A^  de   Fan) 
Pniaqse  nooa  arou  Tangle  £>■  C  3  ncns  ncnt 
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^oas  on  d^doisons 


n  s'ensnit  qae 


«>(«-Ä)+(|-~) 


La  somme  des  deux  angles,  quo  forment,  avec  le  c6t6  ABy  le 
•rolongement  du  cötd  BC  et  la  bissectricc  AA^'  de  Tanglo  n — A^ 
st  moindre  que  deux  angles  droits;  douc  la  bissectricc  exterieure 
iji*'  rencontre  le  c6t6  BC  prolonge  eu  un  point,  qui  est  plus  rap- 
irocb^  du  sommet  B  que  du  sommct  C. 

3.    Segments  d^termin^s  par  les  bissectrices  int^rienres  sur  les 

dt^s  oppos^s.    La  bissectrice  AA^  d^terminc  sur  le  cöt6  opposd  BC 

3S  deux  Segments  CA'  et  BA\    Or  la  propri^td  connue  des  bissec- 

rices  donne 

CA'       BjT 

CA   ^  BA' 
L*oii  11  vlent 

CA'       BA'       CA'+BA'  a 

h  c  b-\-c  b-\-c 

)n  en  tire 

I)  C^'==-,-.     BA'  = 


b-{-c  b-^c 

On  trouve  de  meme,  pour  les  segments  detormin^s  par  les  picds 
les  doux  autres  bissectrices  sur  les  c6t^s  opposös, 


ni)  Bc'  =  -^,,  AC      *" 


4.     Segments  d^termin^s  par  les   bissectrices  ext^rieures   sur 
es  e6t^s  oppos^s.    Puisque  Ton  a,  pour  la  bissectricc  exterieure  AA"^ 

CA'  _  BA" 

CA   ~^BA  ' 
1  vient 

CA"       BÄ"       Cr—BÄ"  a 


b  c  b — c  b —  € 

Voh  on  tire 

IV)  CA"  =.'*-.    BA"=    "• 


b  —  c  b  —  c 

On  trouve  de  memc  que 


1 
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1 

et 

^M 

(VI)                             BC-=^^.     iC"=^. 

^H 

S.     DiHlMice  entre  le«  pledB  des  bbseetrlees  Iwacs  da 

^^H 

Mmmet.    Nons  avonB 

^H 

J'-*"  —  Si'+BA"  =  CA!'—CA'\ 

H 

rcmpliKons  BA'  et  i(^"  par  leara  Taleura  (I)  et  (IT),  oo  CAT  i 
p«r  Icurs  valeere  (IV)  et  (I);  ü  noas  vient  rexpression 

H 

ra     ,     o.           ^          o»           2»fc 

^H 

Nous  obtouonB  doBi;  )ea  valeors 

H 

•iahe 

H 

,  =  ^^. 

H 

3.^ 

^H 

fi.    RHHlian  reraan(uble  e»tre  e«  distuees.    Prenon»  1 

^H 

vcrscs  des  valeors  preeedentes  (TII);  nons  avoas  les  ^galites 

H 

1       J'-H 

H 

1       e'-o» 

H 

1       ^—If 

^B 

qu-ü  saffit  d'ajoaler.  poor  voir  que 

H 

1™"                      s-J+J-" 

■ 

JW  aoBS  doaaeat 

■ 

1 

c«.  ea  a<«at  <«acd  a«x  iak«n  (D  et  iITX 

sont  Us  pieds  des  bissectrices  d'un  triangle  donn€,  411 

,          CO  sin B  „  ca^nB 

AA  =* 7»     AA   = 


s,  paisque 

asin^  =»  h^mA  =»  2Ä8in2  cosä» 

exprossions  deviennent 

AA    ^=       ;;    i  *  A.A.     =       ;  • 

ö-j-c  b  —  c 

Les  longnoors  des  bissectrices  iuterieores  sont  donc 

2^»ccos  ^ 

b-^-c 

B 

2trtC0S^y 

ß'  ^  —r--. 
*^  c-\-a 

C 

2ab  COS  ;r 

dies  des  bissectrices  extericurcs  sont 

2bc  sin  rt 

«"=-r ?. 

& — c 

2ca  Sinn 


^'-'^=: 


y" -. 

'  a—b 


Ces  valcnrs  penvent  encore  s'^crire 


,       2y6cp(p— g)  „      2yMp— ft)(p— c) 

=*»  ; — i f         ß    =  7  1 


2yca;?(p— &)                    2Vco(/>--c)(p  — g) 
p  = j f        p    =■ 1 


^,  _  2Vabp(p'-c)  „  ^  2Vab(p—a)(p-b),^ 

a-J-J        '  a^~b 
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oü  2p  repr^sento  le  perimetrc  a-\-b-\-c  da  triaagle  ABC. 

H.    Prodnit  des  deax  blssectrieeB  Issies  d'nn  ■■(■•  hi 

Los  premi^rcs  des  formulcs  (IX)  et  (X),  dtant  maltipliees  cntrc 
nous  donnent 


nons  GD  lirons, 


1  rcpreBCnUnt  par  .5  la  surfacc  dn  triuiglc  i. 
4l>cS 


CcB  prodoits  ciprimeut  los  doublos  surfaces  des  triaDgles  j 
BH'B",  CC'C",  <iiii  out  lenrs  soramets  ä  un  sommct  du  ti 
duuuc  Gt  aox  dcax  pieda  des  bissectrices  issnes  de  ce  sommcL 

NoQS  avons  donc 


ABC 

(b-\-c){h- 

-■■)' 

BB'e' 

2ri 

ABC    ~ 

<H-«)(i- 

-c) 

CC'C" 

2oA 

Mnltiplious  Igs  troia  oipreBBions  (XII)  respectivement  pv  a 
e  et  prenous  Ics  iovcrscs  des  prodnits;  noas  obteaons  les  egali 

_1 &»— r* 

am'tt"        4abeS 

_     1      _f*— a' 
bß'ß"  ~  iabeS' 

_1 «i'— f 

c  yY'        iabeS ' 

qai,  4tuit  ajontees,  foarnissent  la  relation 


oV'     bß'ßr+cy;' 
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9.  Produit  des  trois  bisseetrices  int6rieiires.    Multiplions  cntre 
elles  les  premi^rcs  des  rclations  (XI);  nous  obtenons  Tegalite 

,  ,  __  8a^>cp^/y(p  — q)(y-— ^)(p— c) 
«Py-  ijb^c)(c+a){a+b) 

qni  revient  ä 

(XV)  u'ßy  =  ,,  .    ,f1?u  -u;^V 

10.  Produit  des  trois  bisseetrices  ext^rieures.    Eu  multipliant 
entre  clles  les  deuxi^mes  des  relatious  (XI),  il  nous  vient  Fegalit^ 

fffffn      Sabcjp  —  g)  (y  —  b)  (p  —  c) 
"*  P  y   -       (h  —  c)(a-'c)(a-b)      * 
qai  revient  ä 

Nous  avous  donc,  on  divisant  (XV)  par  (XVI), 

oü  r  est  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  le  tnangle  ABC, 

11.  Xombre  des  triangles,  ayant  pour  sommets  les  pieds  des 
bisseetrices.  Les  pieds  des  six  bisseetrices  d'un  triangle  ABC  peu- 
vent  etre  pris,  trois  par  trois,  commo  sommets  do  triangles.  Or  les 
combinaisons ,  trois  ä  trois,   de  six  poiuts  difi'6rents  sont  au  nombre 

de  ^ '     Q   ou  de  20;  par  suito  il  existe  20  triangles  ayant  los  pieds 
des  six  bisseetrices  pour  sommets. 

12.  Qoatre  des  triangrles,  ayant  pour  sommets  les  pieds  des 
bisseetrices,  se  r<^duiseut  ä  nne  droit  e  et  ont  une  surfaee  nulle. 

Eu  effet  ou  sait  quo  1^  les  pieds  de  deux  bisseetrices  iut^rieures 
et  celui  de  la  bissectrico  ext^rieure,  qui  est  issue  du  troisiöme  som- 
met,  sont  en  lignc  droite;  et  que  2^  les  pieds  des  trois  bisseetrices 
exterieures  sont  aussi  en  ligne  droite  *). 

Ainsi  les  quatre  triangles 

B'C'A",    C'Ali\    A'B'C",    Ä'B^'C" 

se  r6duisent  chacnn  ä  uno  ligne  droite. 


•)  C  AdAiilM»    Die  Lehre  von  den  Transversalen,  Winterthur 
184»,  pages  30  et  31. 


AB'.CA!'.BC'     et    AC'.DA".CB'. 
Los  valeore  (II),  (IV)  et  (UI)  nons  donnent 

AB'.CA".BC' --       *'        ~''        " 


c  +  « 


a+6 


AB'.  CA".  BC'  =  j. 


a%V 


-(i_e)(c+a)(a-l-6)" 
Ou  trouveru  de  möme,  an  moyen  des  valcnn  (UI] 


AC.  DA".  CB'  =  - 


Nos  deax  prodnits  sont  donc  egaai;  par  Boite  lea 
A"  sont  aar  nne  mdme  droite. 

14.    II  est  anssi  aisä  de  proaver  qae 

Los  pieds  des  trois  bisBcctricos  ext^riei 
tiennent  &  nne  mSme  droite. 

Car,  Bi,  dans  les  dem  prodnits 

AB".CA''.BC"    et    AC".BA".Cff' 

on   irmplaco  Ics  facteors  par  teors  Taleora   (IT),  (V 
tronvera  qn'ils  se  changent  tona  les  denx  dans  la  mem< 
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d'oü  noQ8  tirons,  en  divisant  par  S  »  ABC^ 

S        ~'    ABC  "*"  ABC  ' 

Hais  les  denx  triangles  AB^C*  et  ABC^  ayant  un  angle  commun  A^ 
sont  entre  eux  comme  les  prodoits 

ACAB'  ^  /    I    x/     I  M    et    AC.AB^hc 

des  cöt^s,  qoi  comprennent  l'angle  commun,  c'est-ä-dire  que 

AB'C'  hc    

ABC   ^  {c+a){a+h) 

Les  denx  triangles  AB'C"  et  ABC^  ayant  deux  angles  8uppl6- 
mentaires  CAC*'  et  CAB^  sont  entre  eux  comme  les  produits 

AC".AB'= ,    .     ,, TT     et    AC.AB^bc 

des  cöt^s,  qoi  comprennent  ces  angles,  c'est-ä-dire  que 

AB'C" hc 

ABC   ^  (c+a)(a— i)* 

Nons  avons  donc 

B'C'C" he  hc 2ahc 

S        "^  (<;-}_a)(a+Ä)  +  (c+a)(a-6)  "~  (c  +  a)(a^  —  h*y 

Nous  obtenons  ainsi,  pour  les  surface  de  nos  six  triangles,  les 
expressions  suivantes: 

S'C'C"  =  .     ■   ^^"f    ....        C'B'B"  =  2"*"^ 


(o+i)(6«— c*)'         ■"  (J+c)(a*  — i*)' 

.    .    ..  2€tbcS  .    .   ..  2a^c^ 


Cest  riangles  ont  pour  sommets  les  pieds  de  deux  bissectrices 
reetangulaires  et  le  pied  de  l'une  des  deux  autres  bissectrices  in- 
tärieures. 

16.  SurfiMe  des  sIx  triangles,  tels  qae  B'B^'C'\  qoi  ont  pour 
•aniaetB  I«  pied  B'  d*une  Mssectriee  Interieure,  et  les  pleds  Bf  et 
C"  de  deux  Msseetrices  ext^rieures  BB^'  et  CC\  La  figure  nous 
donne 


B'B"C" 


dti  lrian^l4  doni  Iti  1' 


Nous   vcnons   do   tronver   (|ne 
membre  08t  egal  ä 


^  ABC 
Premier   rapi>ort  da  s 


(c+o)(a-6>' 


iraillrura  il  est  üvidcnt  qao 


AB"C" 
ABC 


AC'.Ali" 
'    AC.AB    ' 


donc  il  nous  vieot 
B'If'C" 


'.\'^(a~h\(a~ 


(o_J)(»>-^)' 

-  -  ■-        („-0(.' 

•iat^S 

{l-rt(a'  -»>)■ 

(..-.■Hii-r-T 

--"=i^t: 

Nons  obtonons  aiiisi  les  eipressious  suivantes: 

C'C"A"  ~ 

Ces  six  triaugles  ont  ulutL-nn  poar  sommets  les  pieds  d< 
l>i^$oi'trii-es  nrtangiilaiivs  et  le  pied  de  I'nne  des  deax  antn 
set'trirt's  exterienres 

17.  Sirhpe  At^  tnrf»  triansrin  A'lTC".  li'C"Ä\  C 
qmt  «Bt  ftmr  üOMvets  le  ple4  fm^r  bin«Ttrire  iBteiiewr  et  1« 
des  4eax  blmeetrtee«  exIMeires.  ■•■  perpendl^IaJres  i  U  pre 

I'n>iio«ous-noas  de  calcttler  la  sarfai-e  da  trianglc  A'B^C". 

Nons  a\i>Ds  eTidemmeut  le  triangie 

AB"C"  =  Jfi"C'4-  BC"A'+CA'Br—  ABC, 
et,  en  divisant  par  S  =  .-LßC. 


U) 


ABrc 


ABTC-  ,  Br'J'  ,  CA'^ 


ABC 


ABC 


-+ 


Jßt- 


Mais  les  deax  triaugles  JB"C  et  ABC,  mjn*  n  u^  i 
soBt  eatie  e«x  comoe  les  prodaits  A^.AC"  et  AC.AB,  ^ 
imBnenl  cet  ai^  egaL  U  niws  Tient.  pv  OMKqMBl  et  a 
«*«  egalitw  (^")  et  (H). 
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ABC    ^  («  — c)(a  — 6)' 

Les  deux  triangles  BC"A'  et  ABC  ont  aussi  un  angle  egal  B. 
par  snitc  nous  avons,  en  6gard  aux  ägalit^s  (I)  et  (YI). 

BC"A'       BA'.BC"  ea 


ABC   "~  BA,BC   —  (Ä-(-c)(a  — &) 
On  verrait  de  meme  qae 

CA'jr ab 

ABC  "~  (&+c)(a-c)' 

Substituons  toutes  ces  valeurs  dans  la  relation  (1),  nous  obtenons 
r6qaatiou 

A'J^'C' hc  ca ab 

S        ^  iu  —  c){a—b)'^(b+c)(a  —  b)'^(b+c){a-'C)      ^' 

ou 

A'Bf'C"       M^^  +  g)  +  gq(q-~c)  +  a&(a— &)  — (^+c)(a  — g)(a  — &) 
S     '  ""  (/>+<?)(«  — o)(a  —  &) 

Mais  il  est  facile  de  voir,  cn  effectuant,  qae  le  Duin6ratefir  da  secoad 
membre  se  r^dait  ä  2abc,    II  nous  vient  donc 

A^B^C"  2abc 


S       ""(A+c)(a  — c)(a-Ä) 
Noas  obtenons  ainsi  Texpression 

(XX)  A'Bf'C'  =  TTÄ-^-^Tt rv 

^       '  {b-\-c)[a  —  c){a  —  b) 

et,  par  analogic 

,    „    „  2ahcS 


(c+a)(o— ^)(Z»  — c/ 
(XXI) 

^  (a  +  b)(b—c){a-c)' 

18.     Surfacc  du  triangrle  ^'/^'C\  ayant  [^oar  somnets  les  piedft 
des  trois  bissectrices  int^rieures.    Kons  avons 

A'B'C  =  ABC—{AB'C*  +  BC'A'  +  CA*B'), 

et,  cn  divisant  par  S  =  ABC^ 

A'B'C*  _     __  /AB'C'      BC'A'      CjVB*\ 

^^^  s~    —  ^  —  \ABc  +  Abc  +  abc  ) 

Los  deux  triauglcs  AB'C'  et  AB(\  ayant  Tanglc  A  commun. 
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un  verraii  u 


IIC-A' 

ABC  ' 


ABC   ~  ib  +  c){c  +  ny 
Nous  ohtonons  ainsi  l'^golitä 


■  AltC~^~ÄNc  "  {i-|-c)(p+"){ 

Relranchuit  ces  denx  quantit^s  egales  de  l'nnili  et 

(/.+^)(r+n)(a+b)-br(b+c)-Mc+'>)-aHc 

noQS  troavons  enfio,  en  Terta  de  r^qnation  (2),  que 

A'B'C  'labe     


d'oit  noas  tirons 

(XXH)  A'»C'  = 


ponr  rexpression  de  U  snrface  dn  trüngle,  dost  1 
les  pieds  des  trois  bissectrices  intörieores. 

IV.    L'iospoctioii  direcle  de  U  fignre  dornte  imi 

A'trc'—A'BTC  =  Bf<rjir—c'ArB 

Kons  avoos  donc  I'^galite 

A'BTC  =  A'ff'C—B'trA'+C'A''B 

SnbsUtwHks  4  ces  letmes  les  expressioas  (XXD), 
acHU  obtenoBs  l'idaitit^ 
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qm  rovient  h. 

+  (c+a)(b  +  c)(a-^b), 

CoUe-ci  peut  encore  s'ecrire 

(XXni)     (/>  —  e)(c~a)(a -/.)  +  (&  — c)(c+o)(a+&) 

+  (c--a)(a  +  b)(b  +  c) 
+  (a-'b)(h+€){c+a)  =  0. 

20.  Distanees  du  ceulre  du  cerclc  iuscrit  aux  centres  des  eer- 
cles  ex-iiiscrits.  Soieüt  O  le  ceutre  du  ccrclo  inscrit  dans  le  triangle 
ABC]  0\  O",  O'"  les  centres  des  cerclcs  ex-inscrits,  qui  sont  com- 
pris  respectivement  dans  les  angles  ii,  Ä,  C.  Les  trois  points  ii, 
O,  O'  sont  situ^s  en  liguc  droite. 

11  est  facile  de  voir  quc  Ton  a 

cVofi  Ton  tirc,  cn  preuaut  la  ditf6rence, 

i5— (t? — a)  =  {AO'-'AO)  cos  ^ , 
ou 

a  ===  OO'cos  2  • 
On  a  donr  les  relations 

(XXIY)        or/=-^,     oo'f^Ji-^    OO"' _._£_. 

cos  2  cos  2  cos  2 

21.  Surface  des  triangrles,  ayant  pour  sommets  le  centre  du 
eerele  inserit  et  les  ecntreK  de  deux  eereles  ex-inscrits«    On  a  la 

surface  du  triangle 

0(r(f*^  ^00'\00"',smO"00"\ 

ou,  cu  vertu  des  ^galit^s  (XXIV), 

OC/'O^^  ^bc .  — ^ ^' 

cos  ö  cos  o" 
Mais  il  est  ais6  de  voir  que 

rangle  (^00'" «  BOC==^  J+  2  ' 
d'oü 

27* 
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par  Balte  il  vicnt 

COBg 

(XXV)  Olfir-  jte . g— g- 

CO!  2  CO!  j 
On  sait  qnc 

CO  qui  donne 


C0.2 

=  ">/.> 

-■■) 

On  troavc  donc  »jae 

'"'. 

et,  pnisqne 

a6c 

-2Ä, 

oü  /(  est  1p  ravon  da  cercle  circonscrit  ao  triangle  ABC.  il  ^ 
gen^ral. 


-  "Mp~*) 


wrcl»  «x-lMSfrilK.    Lo  triangle  O'fTC/'  est  la  sommedes  iro« 
anglM 

o<ft]^,   oc^fy,   oo'cr. 

On  a.  par  soite,  U  sniäwe  ds  triai^c 


soni  Its  pieds  dei  bUsectricet  ifun  triangle  domi€.  42  1 

Ainsi  l'airo  dn  trianglc,  qni  a  ses  aommets  anx  con- 
tros  des  cerclcs  ox-inscrits,  est  dgale  au  produit  do 
ptirim^tre  du  trianglo  doniieA0C,multipliä  par  lo  rayon 
du  curclo  circouscrit  ft  cc  triangle. 

23.  D£t«niilnatiOD  dlreet«  de  l'expression  prJeedent«.  Nons 
avona 

p — c  =  AO"8iE2'    P — *  =  AifwafC 

d'OQ 

ou 

Od  a  donc,  en  gen^ral, 

(XXVin)        0"0"=  -^,     (TO- *^,      0'O"=  -^^ 

aiag  sing  aia  g 

La  Borface  da  trisogle 

n'a'ty»'^  \0'O'.  CO^.sinC/'O'O" 
est,  en  vorta  des  valeurs  (XXYIII)  et  de 

~C 

DIU  2  »tu  2 

Mais  on  sait  qne 


(XXIX)  na'ir^  j6o  .  — ^ 

sin-  sin 


2       r         *c  2        r  ca 


,i   g_l/(p-")tp-A) 
d'oä 

^i-.-„\/ p-...-~. 

.  B .  c-"y  (p-'')(p-*)(p-c) 

siu  ä  sin  ^ 
Donu  ii  vicnt,  par  la  Substitution  daus  (XXIX), 
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comme  plus  haot 

24.    Rapport  des  triansrles  A'B'C  et  CC/'O^.   Divisous,  merabre 
h  membre,  les  ^galites 

2abcS 


Ä'B'C'^ 


(&+c)(c+a)(a+^) 
abcp  ^ 


uous  obtenons  le  rapport 

/vvYN  ^'^'^'         jh+c-a)  (c+a-&)  (a+h^c) 

(äää;  o'C/'Cr^  2(h  +  c){c-\-a)(a+b) 

25.    Rapport  des  triangles  Ä'^'C   et   00''(/".     Nous   avons 
(no  17) 

et  no  (21) 

par  saite,  nous  obtenons,  en  divisant. 


Ofy'Cy"        (;)  — a)(&  +  c)(a  — c)(a— ?>)' 
OU 

(ÄAAi;  OO^O"'"  2(Ä  +  c)(a-r)(a— Ä) 

On  trouverait  de  meme  que 

B'C'Ä"  _  (a4-^>  +  c)(&  +  c  — a)(fl+&  — c) 

OÖ'^O'  ~  2(c4-a)(a— Ä)(6— c) 

(XXXH) 

C^A'^^^  _  (a+^>+e)(&+c  — g)(e+g  — /Q 

26.  Snrface  des  qnadrilat^rcs  OBO'C,  OCO"Ä,  OÄffB.  Lc 
quadrilat^re  OBO'C  est  la  somme  des  deux  triangles  OBC  et  O'BC, 
dont  les  surfaces  ont  pour  mesure 

r'  etant  le  rayoo  du  cercle  cx-inscrit,  qui  est  situe  dans  Tangle  J. 
Mais  on  sait  que 

dou  on  üre 


sont  les  pieds  des  bisatctrices  d^xtn  triangle  donn€,  423 


r  =  — >        r  — 


p  p  —  a 

II  vient  par  cons^quent 

a(b+c)S 


OBO'C==ias(l  +  ^-) 


2p{p—a) 
Nous  avons  donc 

OBO'C    =  '''^*+^>^ 


{a+b  +  c){b+c  —  a)' 
(XXXIII)         j     oC(rA" 2Hc+a)S_ 


6>A0'"Ä 


•2o(a  +  Ä)^ 


(rt+Z»+c)  (a+h  —  c)' 
Si  uous  faisous  le  produit  de  ces  trois  surfaces,  nous  verrons  que 

(XXXIV)     OBO'C.  OCO"A  .  OAfJ"'B  =  "^<t^±^P±)P. 

27.  ExpreHsiou  de  la  hurface  du  triangle  A*B'C\  dont  les  soni- 
mdts  sont  les  pieds  A'^  B'^  C  des  trois  bissectrices  IntMemres,  en 
valcar  des  lougucurs  «',  j3',  y'  de  ces  bissectrices«  Nous  avous 
trouv6  (XXII)  quo  la  surface  de  cc  triangle  est 

^  -(/>+,,)  (c  +  «)(a+Ä)' 

niais  la  formule  (XY)  uous  donuo 

2ahcS a^'y* , 

11  nous  vient  donc 


(XXXV)  A'B'C*  =  i, 


2p 


Aiusi  la  surface  du  triangle  A!VC^  est  egale  au  demi- 
produit  des  trois  bissectrices  int^rieures,  divise  par 
le  perim^trc  du  triangle  donn6  ABC, 

Puisque  S  =  pr^  cette  fomiule  revient  ä 
(XXXVI)  A'B'C'^-^' 

28.  Expressions  de  la  surface  des  triaugles  A!tt*C\  ßC*Ä\ 
C'Ä'B'\  dont  les  sommets  sont  les  pieds  A\  ff\  C";  B\  C'\  A"; 
C,  i4",  B"  d'une  bissectrice  Interieure  et  des  deux  bissectrices  ex- 
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t^rienres  issnes  des  deux  avtres  sommeti,     La    surfacc    du   triaugk* 
Ä'B"C"  est  (XX) 

mais  les  valeare  (XI)  noos  donnent 


il  noas  vient  donc,  en  g^n^ral 


4(p  —  a) 


(xxxvn)  }  ß^c^r^p^,, 

4(p  — 4) 

4(p  —  c) 

Puisquo     S^{p  —  ay  «  (/)  —  &)r"  =•  (j)  —  c)r*',     ccs    formulc! 
Feriennent  aux  saiyantes 

^^^  45      • 


(xxxvni)  <  ffC'A''^  ^i^-** 


4S~' 


29.    Les  6galites  (XXXYII)  nons  donnent 


4'Ä"(7"  "*■  ÄT^il"  "'■  (7'i4"Ä"  "■  ^ ' 


mais  nons  lavons,  par  l'egalit^  (XXXV). 

A'B'C  ""  ^5 
par  saito  nons  trouvons  que 

30.    Des  formules  (XXXVIII)  nous  tirons 
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cuinnic  la  formule  (XXXVIl)  uous  doune 


,_  ABC 


iious  vicnt  la  relatiou 


R     A'B"c"     B'C'A"     c'a;;^     A'B'  C" 

^'  S~   tt'ß'Y  "*"   ß'fa"  "•"   yV'/J"  ~    a'ß'y'   ' 

observant  quo 

r'-f»-"H-r'"-r  =  4J8. 


Distance»  iiiiituelles  ontre  los  pindi 
l)is.sectrices  d'un  triangle. 


Georges  Doetor. 


1.    IHstoMCK  entre  les  pleds  ic%  blsKctrlM«  1 

piifls  Jes   trois    bissectrices   iotericnres    sont  .r,   . 
Posons 

AT'  =  «',     CA-  =  4',     ^'ii'  =  e: 

Noas  uon$  proposons  de  calcnler  l'oxtuväsiun  iJ 
dos  WtM 

BC  =  <i.     CJ  —  />.     AB  "  r 

dn  triangle  doune  .40^'. 

Lc  trian^c  .LB'C'  noos  donnt.- 

BT**  =  jä-'+HC**—  25f^  .  ^iC* .  CO! 

Müs  Dons  viOBs  troov^  noe 

dailK'ors  OD  stit  qae 
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hc 

Mettons  hc  en  6vidence  dans  Ic  facteur  cntre  crochets;  ce  facteur 
vient 

:a*+2aÄ+Ä»+c2+2ca+o*+«'^  — 6^  — c2) 

+ (a»  —  &2  —  (^)  (a2+ o* + oo), 
i 

M3o^ + 2aZ»  +  2<?a)  +  (a^ — /^^ — c^)  (a« + a* + oc), 

5st-ä-dire 

a%C'\-a{a-\-h-\-c)(2bc-\-a^  —  h^—c^). 
Puisque 

=  (a-f- i  —  c){c-\-  a  —  />), 

>tre  facteur  entre  crochets  est  douc  egal  ä 

a[aJc-f-  {a'\'b-\-  c)  {c-\-  a  —  b){a-\-b  —  c)] 

Nous  trouvons  ainsi  que 

Ou  sait  que 

aÄc  =  4Ä5,     p(p-b)(p--c)  =  -~-^  =  Äfr', 

1  S  d6signe  lasurface  du  triaugle  ABC\  R  Ic  rayon  du  cerclo  cir- 
)nscrit,  r'  le  rayon  du  cercle  ox-inscrit,  qui  est  compris  dans  Fau- 
le A, 

Nous  avons  donc  enfin 
t,  par  pcrrautation  circulaire, 


^.2=  *''*^^  /"    1    o_»»1 


1  r"  et  r"'  sont  les  rayous  des  ccrcles  ex-inscrits,  qui  so  trouvent 
•mpris  respectivemcnt  daos  les  auglcs  B  et  C. 
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2.  Distaiicos  eiitre  los  picds  des  bisseetrices  extörieores,  h^ 
piods  do  CCS  trois  bisscctriecs  sont  Ä\  -ß",  C";  ils  se  trouvcut  situis 
en  ligne  droite-,  et,  puisque  le  cöte  h  est  compris  entre  «  et  r,  le 
point  -ö"  est  situe  entro  A"  et  C". 

Nons  poserons 

Calculons  la  longaour  de  la  droite  B''C*\ 
Par  le  triangle  AB"C''  nous  avons 

W'C'~'*  =  ÄÄ''*+^^"''  — 2jjB^  .  Ää\  cosA, 
et  comme 

a  —  c  a  —  A  2hc 

cotto  6galit6  rovient  h 

ou  ii 

Le  facteur  entre  crochets  6galo 
/.c{a»— 2a^4-Ä«^-rt«— 2rtc+c?5L|.a^— Ä^»--c»)+(a*— i^5t_^ 

ou 

n-^/jc — Sii(p  —  a)(p  —  b)  (p  —  c) 

La  valeur  do  a"^  sera  douc 

„^  (ibc 

Puisque 

il  uous  vicut  euliu,  et  par  pernmtatioii  circulaire, 
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iabcS 


a"2  = 


(a-Ä)2(a  — c')-^^"^^*'^' 


II)  <      //'2_ ^^? (n^2r) 


AaöcS 


On  en  tire 


a  o  c 


h — c        n — e       a  —  h 


3.    Kemarque.    Au  luoyeu  do  ccs  valeurs,  ou  pout  reconnaitre 
le  les  trois  poiiits  A'\  B'\  C"  sout  situes  on  lignc  droito,    et  que 
Ton  a  6r  >  Ä  >  c,  le  point  B"  est  situ^»  entre  Ä'  et  C, 

Eu  effet,  posons 

»ns  avons,  dans  nos  hypothöses, 

a    = 


//'=    7,— - 


(« — b){a — c)* 
F 


o" 


)us  eu  tirons 


(*-^)(«-^)' 


{a^c){h'-c) 


r  p  p 

^a'*A-h"—r'  == " 1 -—■     -  -4- 

^  (c— rt)(a— /;)  ^  («  — />)(A— r)    "^  (h  —  c)(c~a) 

P{b  —  c+c  —  a-|-a — Ä) 
r  siiite  il  vieiit 

qui  prouvo  que  Ics  trois  points  Ä\  Bf\  C"  sont  situes  en  ligne 
)ite,  et  que  le  point  1?"  se  trouvc  place  entre  A"  et  C*\ 

4.  Distance  entre  ies  picds  et  de  denx  bisseetrices,  Pnne  inte- 
nre  et  Pautre  ext^rienre.  Nous  supposons  que  ccs  deux  bissec- 
;es  ne  partent  pas  du  meme  sommet  du  triaugle  ABC. 

Posons 


CA"  ^  ..^  ,      CB  = 
untre  öf^alitü  deviout 


'{/>-")- ^   {<•+«)* 


10SC'= TT 


Si  uous  devclopiious  le  fartenr  eiitro  crochcts,  a 
iju'iL  revient  it 

-  fl6(3r»+2ra— 2'--)+(n«-f-6»— <^(<-H^— M 


<inif+8p(p  — i)(;)-*)]. 


Nons  avous  donr 
Si  l'oD  observc  iino 


--T.["*<-+«P<I'-*)(P- 
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(V)  <^  =  (^if|^,y.(Ä+2r'). 

On  en  ddduit,  par  permutation  circnlaire, 


(VI) 


^^=(^+^^.7(^^+20, 


V-^-7;:_i_X:^.^.(^+2r-); 


pms 


(vn) 


Faisons  le  produit  des  6galit6s  (IV)  et  (V),  et  prenous  la  racine 
carr^e  des  deux  membrcs  de  Pögalit^  resultante;  nous  trouvons  quo 

Divisons  cetto  relation  par  Tegalit^  (I);  nous  obtenons  T^quation 

«1' W;  _  {c+a)(a+h) 
«'2      —        (&— c)«      ' 

de  laquelle  nous  tirons  1a  relation  remarquablc 

«<2  ^.  "  ^  " 

(VIII)  ^-^ 


(''-«)='        (a4-J)(«+c)- 
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1. 

Kurze  Replik 

an  Ilorm  Dr.  T.  Zebrawski,  Mitglied  der  Akademie  der 

Wissenschaften  zu  Krakau 

von 

Maximilian  Gnrtze, 

Oberlehrer  am  Königl.  Gymnasium  zu  Thom. 
Correspondent  der  Akademie  zu  Padua. 

Im  neuesten  Hefte  des  BuUettino  Boncompagni  (Ms^ 
1879,  S.  135—137)  hat  Herr  T.  Zebrawski,  Mitglied  der  Akadeoif 
der  Wissenschaften  zu  Krakau,  einige  Ausstellungen  an  einem  Auf- 
sätze gemacht,  den  ich  im  Februarheft  dcssclbcu  Bullettino  vom  Jahre 
1871  unter  dem  Titel  veröffentlicht  habe:  „Sur  rorthograpbe 
du  nom  et  sur  la  patrie  de  Witolo  (Vitcllion)";  er  hat  il» 
acht  Jahre  gebraucht  um  dieselben  herauszuündcu.  Ich  würde  ih» 
an  derselben  Stelle  antworten,  an  welcher  seine  Bemerkungen  ä^ 
gcdnickt  sind,  wenn  nicht  inzwischen  Verhältnisse  eingetreten  virw. 
welche  eine  Mitarbeiterschaft  am  Bullettino  ftir  mich  zur  UniDöf- 
lichkeit  machen ,  und  so  erlaube  ich  mir  denn ,  hier  meine  Geg«" 
bemerkungen  zu  verüffentlichen.  damit  es  nicht  scheinen  möge,  ?>* 
tacet,  consentire  videtur. 

Die  erste  Ausstellung  des  Herrn  T.  Zebrawski,  M.  d.  A.  d.^- 
z.  K.,  dass  ich  den  Anfang  des  Vaticanmanuscriptes  Codex  Urbiw« 
205  in  folgender  Weise  habe  abdrucken  lassen: 

,,Veritatis  amatori  fratri  Woilhelmo  de  morbeka  voytelo" 
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obwohl  nach  einer  in  seinem  Besitze  befindlichen  Photographie  darin 
zu  lesen  sei  „Wilhelme"  und  „wytelo"  fällt  nicht  auf  mich,  son- 
dern auf  denjenigen  zurück,  der  mir  die  fragliche  Lesart  übermittelte, 
das  ist  auf  den  Fürsten  Don  Balthasar  Boncompagni  selbst,  aus  dessen 
an  mich  gerichteten  Briefe  vom  18.  Februar  1869  dieselbe  entnommen 
ist.  Fürst  Boncompagni  steht  als  Handschriftenkenner  und  in  Bezug 
auf  Exactheit  von  Angaben  in  der  wissenschaftlichen  Welt  so  hoch, 
dass  gewiss  jeder  andere  als  Herr  T.  Zebrawski,  M.  d.  A.  d.  W.  z.  K., 
die  auf  seine  Autorität  hin  begangenen  Fehler  entschuldigen  würde. 

Wenn  aber  Herr  T.  Zebrawski,  M.  d.  A.  d.  W.  z.  K.,  weiter  die 
Original-Lesarten  des  Namens  nicht  aus  den  Handschriften,  sondern 
aus  Conjecturen  entnehmen  will,  ohne  daran  zu  denken,  vielmehr 
absichtlich  verschweigend,  dass  Witelo  sich  ebensowohl  — 
und  zwar  an  erster  Stelle  —  einen  Thüringer  nennt,  als  einen 
Polen,  so  mnss  ich  ihm  dafür  die  Verantwortung  ganz  allein  über- 
lassen. Mag  der  Name  Witck  in  polnischen  Urkunden  noch  so  oft 
vorkommen,  wir  wissen  bestimmt,  dass  Witelo  als  Priester  im  Klo- 
ster Vigogne  im  Hennegau  gelebt  hat,  wo  gewöhnlich  polnische  Ur- 
kunden sich  nicht  finden  dürften,  und  wir  haben  als  sichere  Form 
des  Namens  aus  den  ältesten  Handschriften  Witelo.  Wem  soll  man 
denn  glauben,  den  vorhandenen  Handschriften,  welche  naturgemäss 
sämmtlich  auf  die  Originalhandschrift  des  Verfassers  zurückgehen, 
von  denen  es  aber  Herrn  T.  Zebrawski,  M.  d.  A.  d.  W.  z.  K.,  schwer 
werden  sollte,  nachzuweisen,  dass  z.  B.  eine,  etwa  die  obige  Vatican- 
bandschrift,  die  Quelle  aller  gewesen,  der  Lesefehler  der  ersten  sich 
demgemäss  auf  alle  übertragen  hätte,  und  die  sämmtlich  das  Witelo 
an  entscheidender  Stelle  haben,  oder  Herrn  T.  Zebrawski,  M.  d.  A. 
d.  W.  z.  K.,  der  genau  weiss,  dass  in  der  Originalhandschrift  Witek 
stand  —  wahrscheinlich  hat  sie  ihm  selbst  vorgelegen  —  und  dass 
also  jene  Verwechselung  von  k  und  lo  wirklich  stattfand.  Freilich 
meint  Herr  T.  Zebrawski,  M.  d.  A.  d.  W.  z.  K.,  es  habe  dem  Priester 
schlecht  angestanden  sich  mit  einem  Diminutivnamen  Witelo  von 
Wito  zu  benennen,  aber  Witelo  hängt  zwar  als  Diminutivname  mit 
Wito  zusammen ,  kommt  jedoch  als  eigener  Taufuame  und  selbst  als 
Name  von  Priestern  in  Thüringer  Urkunden  oft  genug  vor. 

Herr  T.  Zebrawski,  M.  d.  A.  d.  W.  z.  K.,  zieht  femer  aus  den 
Worten  des  Witelo  (Do  optica,  üb.  X.  §74)  „in  nostra  terra» 
Bcilicet  Poloniae^'  den  Schluss,  dass  Jemand,  der  so  sage,  not- 
wendig ein  Pole  habe  sein  müssen.  Nötig  ist  das  wohl,  absolut  ge- 
nommen, nicht,  besonders  im  Zusammenhange  mit  den  wohlweislich 
verschwiegenen  Worten  „Witelo  filius  Thuringorum  et  Polo- 
no rnm^^;  das  habe  ich  von  jeher  zugestanden  und  ist  wohl  von 
niemand,  am  wenigsten  von  mir,  jemals  bezweifelt  worden,  dass  Wi- 
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telo  in  Polen  geboren  ist,  jedoch,  nnd  das  sagen  die  absichtlich  unter- 
drückten Worte  deutlich  genug,  von  einem  deutschen  Vater  oid 
einer  polnischen  Mutter;  Polen  musste  er  also  als  terra  nostri, 
sein  Geburtsland,  nennen  ohne  deshalb  seine  Nationalität  als  Pole 
bestimmen  zu  wollen.  Ebenso  kann  heute  noch  jeder  deutsche  Unter- 
tlian,  der  in  Polen  von  deutschem  Vater  und  polnischer  Mutter,  ja 
selbst  von  deutscher  Mutter,  geboren  ist,  uud^solchcr  giebt  es  tauscid- 
fach,  von  Polen,  als  seinem  Geburtslande  sagen  ., terra  nostra. 
scilicet  Poloniae"  und  wenn  ihn  deshalb  Herr  T.  ZebrawskL 
M.  d.  A.  d.  W.  z.  K.,  zu  einem  Polen  machen  will .  so  mag  er  es 
tun,  der  Bot  rottende  würde  aber  heute  wohl  lebhaft  protestiron. 

Fttr  den  Nachweis  einer  Stelle,  an  welcher  der  Name  Boret. 
nicht  Borek,  erwähnt  wird,  Herrn  T.  Zebrawski,  M.  d,  A.  d.  W. 
z.  K.,  meinen  aufrichtigen  Dank.  Das  sind  also  die  vielen  Stel- 
len, von  welchen  die  Biographie  universelle  sagt:  „il  parle 
(nftmlich  Witelo)  sonvcnt  de  Borek,  qui  est  eucore  an- 
jourdMiui  un  petit  village,  situe  pres  fl«»  Craoovic  et 
precis^ment  ä  la  latitude  dessiguee  de  5o  degrcs". 
nnd  unglücklicher  Weise  liegt  das  von  Witelo  ein  einziresaal 
erwähnte  Boret  nicht  l»ei  Krakau.  sondern  l>ei  Breslau«  denn  Witelo 
sagt:  „et  huius  simile  accidit  iuxta  civitatem  Vratls- 
laviae  apud  nemns  villae  Boret*\  Das  Ganze  heisst  fraozö- 
sische  Gründlichkeit«  oder  hat  der  Originalcodex  des  Herrn  T.  Ze- 
bra wski,  M.  d.  A.  d.  W.  z.  K..  auch  hier  etwa  Cracoviae  gelesi'nv 

Thom,  3.  September  1679.  M.  Curtze, 


BemerlEmBr  Iber  tri|r«BOBietri«eke  Reihen. 

Auf  S.  iV"^  im  W.  Teil  dieser  Ztitsohrift  versucht  Herr  Appell 
für  einen  von  mir  in  Rorchardts  Journal  Bd.  72  K-wieseaen  Satz 
einen  einfioberon  Beweis  zu  ceben. 

Es  handelt  sich  damai  ju  zeigen«  dass.  venn  filr  jeden  einzdnen 
Wert  \oa  r  in  einea  Iniomlle  :c  . . .  fSz 

.1.  iä:>i  -^  Ei;  vacii«<eihka  «  maeadlkJi  kka  verdes. 


HefT  AfF^ll  versnekt  vM^r  B.  dm  atooStf  püatf  Wert  to 
rmctM«  A,v\«<x-*>^5u«ff  fir  ^  W«nr  TOB  x  !■  i r if  irtf  f*r 
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iralle  and  sagt:   „cctte  valcnr  Bn  tend  ^galement  sur  0  quand   n 
augmentc  iudefinimont^^ 

Diese  Behauptung  jedocb,  auf  welche  sich  der  ganze  Beweis  des 
Herrn  Appell  stützt,  ist  eine  unzulässige  und  gleichbedeutend 
mit  der  Annahme,  dass  die  Function  anCO^nx'\-bH^\xinx  für  alle 
Werte  von  x  im  Intervalle  («  . . .  /5)  in  gleichem  Grade  gegen  0 
convergirt,  wenn  n  in  das  Unendliche  wächst 

Dass  mit  Hinzuziehung  dieser  Annahme  der  Beweis  des  Satzes 
leicht  geftlhrt  werden  kann,  ist  bereits  von  Herrn  Heine  in  Borchardts 
Journal  Bd.  71.  pag.  357.  gezeigt  worden. 

Ucbrigcns  habe  ich  eine  etwas  vereinfachende  Darstellung  meines, 
auf  die  Annahme  der  Couvorgenz  iu  gleichem  Grade  sich  in  keiner 
Weise  stützenden  Beweises  in  den  Mathematischen  Annalen  Bd.  4. 
pag.  139.  gegeben.  Eine  noch  grössere  Vereinfachung  lässt  sich, 
meines  Erachtens,  bei  der  Natur  des  Gegenstandes  nicht  erreichen. 

Halle  a/S.,  den  23.  Sept.  1879.  G.  Cantor. 


3. 
Bemerkung'  Über  trigonometrische  Reihen. 

Den  Gegenstand  der  vorigen  Bemerkung  nehme  ich  noch  einmal 
auf  aus  Anlass  der  Aeusserung  des  Herrn  Cantor,  der  Schluss,  wel- 
chen Herr  Appell  aus  dem  Verschwinden  der  Function 

An  =  «ti  cos  waj -f- *M  sin  7/a:  =  ^n  cos  («x -f- t^n) 

für  n  =>  CO  bei  coustantem  x  auf  das  Verschwinden  von  Bn  macht, 
sei  unzulässig;  mit  Bezugnahme  auf  die  zuletzt  ausgesprochene 
Ueberzeugung,  dass  eine  grössere  Vereinfachung  des  Beweises  für  das 
Verschwinden  von  ot.  und  hn  als  die  in  der  letzt  citirten  Arbeit  von 
ihm  gegebene  nicht  zu  erreichen  sei. 

Eine  leichte  Betrachtung  ergiebt,  dass  in  Bezug  auf  eine  belie- 
bige Function  Au(x),  deren  Maximum  Bn,  der  Schluss  nicht  richtig 
sein  würde,  zugleich  aber,  dass  nur  besondere  Eigentümlichkeiten  der 
Function  Ausnahmen  von  der  gefolgerten  Sache  bewirken,  während 
das  Besultat  des  Schlusses  im  allgemeinen  zutrifift.  An  diese  All- 
gemeinheit war  natürlich  Appell  nicht  gebunden,  indem  er  die  Be- 
gründung als  leicht  zu  durchschauen  unterliess;  er  konnte  sich  an 
die  vorliegende  Function  halten. 
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Vergegenwärtigt  man  sich  letztere,  so  scheinen  der  Annahme, 
dass  sie  jene  Eigentümlichkeit  besitze,  Widersprüclie  im  üeberflnss 
entgegen  zu  stehen,  während  die  Abstraction  von  vielen  Umständen, 
die  nichts  zur  Sache  beitragen,  einige  redactionelle  Schwierigkeiten 
verursacht.  Welcher  dann  der  beste  Weg  ist,  einen  Widerspruch 
nachzuweisen,  muss  dahingestellt  bleiben. 

Der  folgende  Versuch  macht  daher  keinen  Anspruch  auf  irgend 
welchen  Vorzug ;  jeder  neue  wird  sich  wahrscheinlich  auf  andre  Paukte 
richten ;  ich  habe  einen  Weg  gewählt,  welcher  direct  zur  Behauptaug 
von  Appell  ftlhrt. 

Bezeichnet  c  eine  beliebige  positive  Constante,  und  c — d^  eine 
kleinere  desgleichen,  so  muss  es  nach  Voraussetzung  für  jedes  x  einen 
Wert  7i  =  »x  geben,  derart  dass  für  n  >  nx 

Au  <,c  —  fl^ 

wird.    Für  ein  beliebiges  w  unterscheiden  sich  die  ar,  jonachdera 

fix  <^n     oder     nx  :—  n 

ist.  Beide  Classen  können  nur  in  abwechselnden  Intervallen  existiren, 
und  zwar  gehören  die  Grenzpunkte  stets  zur  letztern  Classe;  aus  die- 
sem Grunde  ist  ein  Einzelwert  ersterer  Classe  nicht  möglich. 

Die  Summe  der  Intervalle  letzterer  Classe  sei  =  Wm.  Sie  kann 
sich  bei  wachsendem  n  nur  vermindern  oder  gleich  bleiben,  folglich 
muss  sie  für  w  =»  oo  einen  Grenzwert  haben,  der  entweder  null  oder 
positiv  ist.  Der  Fall  lim.  w„  =  0  schliesst  auch  den  Fall  o)«  =  0 
für  endliches  n  in  sich ,  welcher  dem  Zutreffen  unserer  Thesis  ent- 
spricht, den  wir  jedoch  nicht  ausschliessen  wollen. 

Der  Fall  lim.  cö,,  =  y  —  «  ]>  0  widerspricht  der  Voraussetzung. 
Sollte  dies,  sofern  co,,  für  n  =-  oc  aus  unendlich  vielen  Teilen  besteht 
nicht  sofort  deutlich  sein,  so  denke  man  für  jedes  n  alle  Bestand- 
teile zusammengeschoben  und  die  untere  Grenze  nach  o  gerficiit 
Diese  eindeutige  Bewegung  muss  auch  finaliter  ein  eindeutiges  Re- 
sultat haben,  d.  h.  es  muss  jede  Grösse  zwischen  a  und  y  Grenzwert 
eines  oder  mehrerer  x  sein,  und  allen  diesen  r  entspricht  kein  «i. 
gegen  die  Voraussetzung. 

Es  bleibt  nur  der  Fall  übrig: 

lim.  (ü„  =  0  (1) 

Demgemäss  kann  man  für  hinreichend  grosses  n  setzen: 


X 
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w»  <  §y2^     ^^  CODSt.) 
unter  R  oiaen  Hechten  verstanden.    Sei 

=  "«+!■-?   Hb<,.<2I<) 

dann  gehören  zur  Classe  nx-^n  alle  «,  für  welche 

An  =  i^„  COS^n  ^  C  —  rf*  (2) 

daher  ist  die  Länge  des  stetig  zusammenhangenden  Intervalls,  wenn 
man 

/^»cosi;«  =  c  — rf^  (3) 

setzt, 

2 

n  ' 

oder,  wenn  Bh  <ic—€l^  ist,  =  0.    Die  Anzahl  dieser  gleichen  Inter- 
valle wird  bestimmt  durch 

»«  ^  4ä;R  +  ^n  — t?n  ^  n/3 

ist  also  bis  auf  einen  echten  Bruch 

ihre  Summe,  welche  nicht  grösser  als  das  Gesammtintervall  sein  kann, 

ß  —  Ä       =  ß  —  a 

woraus: 

^H^^u<Z>V2  (4) 

also  nach  (2): 

.4„  >  i^„  cos  (Z>y  2) 

Nachdem  hiermit  ersichtlich  ist,  dass  Bn  nicht  ins  unendliche  wachsen 
kann,  dass  also  zu  setzen  gestattet  ist 

^n  <C  e^     {e  const.)  (5) 

bestimmen  wir  nun  näher 

d 

e 
dann  ergiebt  die  Ungl.  (4): 
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woraus  folgt: 

1— COBl?n<il?«'^<   ^j 

c 

nnd  nach  (5): 

^h(1  — C081?„)  <rf- 

DazQ  addirt,  uach  (3), 

Bn  cos  fln=^  c — (t^ 

giebt: 

i5„  <  (7  (6) 

Hiermit  ist  die  Richtigkeit  von  AppoU's  Schluss  bewiesen.  Es 
folgt  dann  weiter,  dass  auch  für  jedes  x 

An  <  c  (7) 

wird ;  auch  ist  umgekehrt  (♦>)  Folge  von  (7),  weil  B^  Specialwert  vou 
An  ist,  wie  es  von  Cantor  ausgesprochen  ward. 

Wir  brauchen  nun  bloss  n  so  gross  zu  nehmen,  dass  für  irgend 
eine  ganze  Zahl  k 

4A;R       (4Hil.)R  ^  ^ 
wird;  dann  folgt  sofort: 

weil,  nach  Substitution  der  2  Mittelglieder  für  ar.  An  bzhw.  in  öm  und 
hn  übergeht. 

In  Betreff  der  von  Herrn  Cantor  am  Schlüsse  kund  gegebenen 
Meinung  will  ich  auf  eine  Vergleichung,  welcher  Beweis  der  ein- 
fachere sei,  nicht  eingehen,  wol  aber  Gewicht  darauf  legen,  dass  der 
Appell'sche  Weg  überhaupt  ein  möglicher  ist,  was  Herr  Cantor  offen- 
bar bezweifelt,  da  er  nur  Vereinfachung  in  der  von  ihm  eingeschla- 
genen Richtung  in  Betracht  zieht.  Die  Menge  der  in  den  fraglichen 
Schluss  eingeschalteten  Zwischenglieder  ist  nur  eine  scheinbare.  Die 
Vorbetrachtungen  bis  zur  Aufstellung  der  Gl.  (1)  enthalten  nur,  was 
sich  von  Anfang  überschauen  Hess ;  die  dann  folgende  Rechnimg  ist 
eine  blosse  Ausführung  des  leicht  ersichtlichen  Umstandes,  dass  die 
Bn  die  kleinere  Constante  c — tf^  nur  unendlich  wenig,  nämlich  nm 
die  Höhe  eines  sich  unendlich  verengenden  Segments,  übersteigen 
können,  und  enthält  nicht  den  geringsten  Kunstgriff,  so  dass  sich  das 
Gesammte  als  Interpretation  des  angefochtenen  Schlusses  aaffasses 
lässt.  R  Hoppe. 
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4. 

Schwerpunkt  eines  Ylelecks. 

Die  folgeudc  coustructivo  Auffinduug  des  Schwerpunkts  eines 
beliebig  gcgebeueu  Vielecks  beruht  auf  einer  einfachen  Methode  den 
Schwerpunkt  des  Vierecks  zu  finden,  welche  mir  nicht  so  bekannt  zu 
sein  scheint,  als  ich  früher  glaubte  annehmen  zu  dürfen,  weil  sie  sich 
so  leicht  darbietet. 

A.    Schwerpunkt  des  Vierecks. 

Seien  A  und  B  die  Schwerpunkte  der  2  Dreiecke,  in  welche 
eine  Diagonale  das  gegebene  Viereck  teilt.  Die  Gerade  AB  schneide 
die  Diagonale  in  C\  Man  trage  CA  auf  AB  nach  BE\  dann  ist  E 
der  Schwerpunkt  des  Vierecks. 

Den  Beweis  werden  Schüler  leicht  linden. 

B.    Schwerpunkt  des  7iecks. 

Man  teile  das  gegebene  /«eck  durch  Diagonalen  von  einer  Ecke 
aus  in  Dreiecke,  nach  der  Folge  des  Angrenzens  ylj,  -4,,  ...  .4,4-2, 
mit  den  Schwerpunkten  M^ ,  M^,  ...  JV/„_2.  Hieraus  orgeben  sich 
nach  obiger  Methode  die  Schwerpunkte  N^^  i\^g,  ...  N^^^  der  Vier- 
ecke 2^1,  i^2,  ...  iiu-3,  welche  durch  Anfügung  der  successiTon  Drei- 
ecke {Bh  =*  Ak-\-Ak-{-i)  entstehen.    Zieht  man  nun  die  Geraden 

MsNi,     M^N^^  .  . .  iViM-2iVn-4 

iiud  schneiden  sich  die  über  einander  geschriebenen  in  Pj,  P21  •••  -P»-4, 
so  sind  letztere  die  Schwerpunkte  der  Fünfecke  Cj,  Q,  ...  Cn-i,  wo 
C^=jit+-4jt+i-[-i4ifc+2.    Zieht  man  ferner  die  Geradon 

iV/ji^jj,      JWiPs,    .  .  .   3/n-öPn-4 
A/^Pl,      JV/5P2,   .  .  .    Mn-2Pti-.5 

SO  geben  die  Durchschnitte  der  über  einander  stehenden  Q^,  Q2,  . . . 
Qn-5  die  Schwerpunkte  der  Sechsecke  Z>i,  Dg,  ...  />n-ö,  wo 
Dl  ==  ^jt  +  ^*+i+-4it+2+-4jt+3.  So  kann  man  fortfahren  bis  zum 
ueck. 

Zur  Construction  sind  ei-forderlich  die  Halbirung  von  n  —  1  Ge- 
raden, nämlich  der  Anfangs-  und  Endseite  und  den  n — 3  Diagonalen, 
ferner  2(?«  —  2)  Verbindungen  für  die  Dreiecke,  /*  —  3  für  die  Vier- 
ecke, 2(w— 4),  2(w  — 5),  ...  2.1  bzhw.  für  die  Fünfecke,  Sechsecke, 
u.  s.  w.,  zusammen  mit  den  Diagonalen  (/t  — l)(w— -2)  Vwbindungen, 
ausserdem  »  —  3  Abtragungen  von  Linien.  R.  Hoppe. 
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5. 

Planimetrlsehe  Uebunirsaafirabe. 

Von  2  gegebenen  Punkten  ausserhalb  eines  gegebenen  Kreises 
2  gleiche  Secanten  zu  ziehen,  deren  Endpunkte  einen  gegebenen  Bo- 
gen begrenzen. 

Die  Formulimng  der  Aufgabe  enthält  2  unnötige  Beschränkungen, 
welche  zur  Fixirung  der  Vorstellungen  dienen  sollen,  weil  sonst  die 
Anzahl  der  verschiedenen  Lagen  übermässig  gross  sein  würde,  die 
sich  aber  leicht  heben  lassen,  wenn  man  die  Aufgabe  in  voller  All- 
gemeinheit auffassen  will. 

Die  Aufgabe  eignet  sich  besonders  für  trigonometrische  lidsnng 
mit  nachfolgender  Construction,  namentlich  da  sich  bei  ersterer  durch 
angemessene  Einführung  jede  Irrationalität  vermeiden  lässt. 

Seien  ^,  /^  die  2  gegebenen  Punkte,  C  der  Mittelpunkt  des 
Kreises,  ÄM^  BN  die  gesuchten  Secanten.    Bekannt  sind 

CM'^  CN=  r,     CA  =«  r^,     CB  =  r„ 
Wkl.  MCN  =  «,    Wkl.  ACB  -=  ß 

Man  setze,  für  den  Fall  wo  sich  die  Secanten  nicht  schneiden, 

a-{-/3  =  2y,    Wkl.  -ACM  =  a;  —  y 
ttCOsy  =  (rj  — rj)cosA;    nsiny  =  (r^  +  rg)  sini 

dann  wird  x  bestimmt  durch 

2rcos(a; — k)  =  u  (1) 

Hierbei  ist  vorausgesetzt  r^  ^  r^.  Schneiden  sich  die  Secanten,  so 
ist  a  als  negativ  zu  betrachten. 

Zur  Construction  verlängere  man  AC  über  C  hinaus  und  tnge 
CB  von  C  aus  nach  beiden  Seiten  auf  die  Gerade,  so  dass 

AD^  rj— r^;     u4J5;  =  ri  +  »*f 

wird.    Nun  mache  man 

Wkl.  CAF=y 

und  ziehe  die  Lote  DF,  EG  auf  AE  und  AG  auf  AF^  wodurch  &A 
die  Schnittpunkte  F,  G,  bestimmen.  Dann  beschreibe  man  2  Kreisef 
deren  Durchmesser  AF  und  AG\  diese  schneiden  sich  in  H,    Jetit  ist 

AH=u 

und  bildet  mit  AC  den  Winkel  A.  Nachdem  u  und  l  bekannt  sioi 
construirt  man  x  nach  Gl.  (1)  und  trägt  x — y  an  CA,  jj+y  ^  ^^ 
um  als  zweite  Schenkel  CM  und  CN  zu  finden.  R.  Hoppe. 
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6. 

Rationales  Dreieck,  dessen  Seiten  anf  einander  folsrende 

^anze  Zahlen  sind. 

Sind  die  Seiten  eines  Dreiecks 

=  n — 1,    fi,    «+1 
id  H  ganze  Zahl,  so  ist  der  Inhalt 

tional,  wenn 

„2—4  =  3w« 

id  7/i  rational  ist    Es  folgt  dann: 

^  =  'jmn 

agerade  n  können  wir  sogleich  ausschliessen,  denn  jPtlr  den  Modul  4 

irdc 

m2— 4  =  1;     3m»  =  3 
in.    Sei  also 

n  ■—  2p ;     m  =*  2g 

inn  wird  die  Bedingangsgleichung: 

|>«-3g««l  (1) 

id 

^  =«  3pq 

;  immer  ganze  Zahl. 

Setzt  man  für  jede  ganze  Zahl  k 

i>*+i  =  2p*+3gk;    g*+i  =  i>*+2gk  (2) 

wird 

ph^\  — 3g*jk+i  =  ph  —  3g** 

id  pt+i,  g*+i  eine  Lösung  von  (1),  wenn  7)*,  g*  eine  solche  ist. 
IS  (2)  erhält  man: 

jp*+i  —  2f)jk  —  3g*  =  0  g*+i  — pk  —  2g*  ==  0 

—  2/)*  +  4;)*- 1  +  6g*-i  «  0  —  2g* + 2p*-i + 4g*-i  =  0 

3g*  —  3p*-i  —  6g*  «=  0  pk—  2p*-i  —  3g*-i  =  0 

)raus  durch  Addition: 

p*+i  — 4p*+p*-i  =  ü;     g*+i  — 4g*-f-g*-i  =  0 
3mnach  sind  p*  und  g*  Lösungen  derselben  Gleichung.    Nun  ist 

4  =  (2+ V3)+(2-y3)  =  2+y3+24^ 
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Iti'm  üubstituirt  gk-Iit : 


P*+,-(2+V%i 


•tlllT 


2+V3 


Si'txt  iLiiLii  t'lir  L  iiacli  ciiiiiijdLT  1,  2.  . .  .  k  und  adtlirt,  su  erball  i 

lliurviiii  iiiac)ii'ii  wir  Anwendung  auf  dio  p  und  die  ij,  indcni  nii 
(THl  ;i|  ■-•  "J;  ;)„  "  I.  iiatliluT  ft  "  l;  ;>,i  "--'  U  sot/eu.  Nach  Di» 
itiiruli  (J+  ^';i)=*'''  kunitnt: 

Uii'a  »uiiiiiiii't  tun  £-  ^-  U  l)is  jt  — 1  »icbt: 


rt(ü+i'':i)  ' 


-M^-|-^:()- 


-(-*+i;i) 


,,„Ci+l  ;!)-{:!+ v'y)    - 


i3(:;_+>:J)-- 


Uiirmtiii  liitlx-ii  uir  toIgi'uiU'  inufiuh  nu^BiUicIu.'  UeÜu:  \im: 

;  —  0.  1.  2. ... 

l>iv  kU'ilutou  Z«lilt.'D  lUraus  stml: 

1  S-tti'Q  Inhalt 

V)  3  t  -"•  2.3 

l  Ui  U  !■'•  l«3.7 

;         ii         öi         :o  ä.3*.5.i3 

;!         lyS         IM         1«  Si.3.7.97 

i  7:23  Ti4  7£»  a.3.19.H»l 

;.       SiOl        271-2       i7i,"3  ?:.*ä.7. 13.198 

«     I0t.«3     iLil.^     1\M>J  ä.3.-U.Tl.:ä21 
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Es  bleibt  zu  beweisen,  dass  es  andere  Lösungen  nicht  giebt. 
irch  Elimination  von  «7*,  dann  von  jtk  zwischen  den  Gl.  (2)  und 
ibstitution  von  k  —  \  für  k  findet  man: 

Ich  Gl.  (1)  ist^  wenn  p  und  q  nicht  negativ  sein  sollen, 
ärc  aber  p  ^  2^,  so  wäre 

Iglich  ist  der  Fall  nur  möglich  für  fy  =  Ü  und  */  =  1.  Demnach 
it  mau: 

/)i-i  =  i?* + (p* — 2(/jt)  —  qk  <C  ;>* 

f^jk-l  =  fZ*  —  (pk  —  qk)  <C  (/* 

iederholt  man  also  die  Eeduction,  so  bilden  pu^  p^-u  ...  und 
r  qk^]f  . . .  zwei  beständig  abnehmende  Reihen,  und  q  nmss  schlicss- 
h  =^1  werden,  so  dass  ihm  2>  =  2  entspricht.  Folglich  gehou 
irch  die  aufsteigende  Ableitung  alle  Lösungen  aus  />  ^  2,  q  =^  1 
rvor. 

Bemerkung.     Soll  die  Seitendifferenz  nicht  notwendig  —  1  sein, 
ndem  die  Seiten   überhaupt  eine  arithmetische  Progression  bilden, 
geht  Gl.  (1)  über  in 

id  lässt  sich  zerlegen  in 

H(p  +  r)  =-  3Xq ;     k(p  —  r)  =  fir/ 

^raus : 

p  __  3AH- ji« 

an  erhält  also  die  doppelt  unendliche  Reihe  von  Lösungen 

p  =,  3A2+^i5 

it  der  entsprechenden  Seitendifferenz 

r  ==  3A«  — fi*^ 

)  k  und  fi  alle  relativen  Primzahlen  zu  durchlaufen  haben.  Die 
•iteu  sind  dann: 

3(^2+^2)^    2(3A^+,i«),    n^+(i' 

id  der  Inhalt: 

^  =  |V(3A2+^») 

R.  Hoppe. 


444  Miscelfen. 

7. 

.  Ueber  einige  priueipielle  Punkte  der  Inflnitesimaltiieorie. 

Gegen  die  in  T.  LV.  p.  49.  aufgestellten  Principien  der  Infini- 
tesimaltheorie  ist  zwar  von  keiner  Seite  ein  Einwand  erhoben  wordei, 
doch  deuten  manche  erhaltene  Aeusserungeu  darauf,  dass  es  noch 
Hintertüren  giebt  um  auf  den  alten  unklaren  Standpunkt  wieder  ein- 
zulenken. Das  folgende  hat  den  Zweck  solche  Hintertüren  zu  Ter- 
scbliessen. 

Manche,  die  der  gegebenen  Definition  der  Unendlichkleinen  nnd 
Unendlichgrossen  sofort  beistimmen,  wie  denn  auch  dieselbe  schon 
vorher  gegolten  hat,  wenn  gleich  häufig  die  wesentliche  Bestimmung 
als  Variable  zu  beachten  vergessen  ward,  wollen  eine,  wie  sie  meinen, 
unerhebliche  Verbesserung  im  Ausdruck  anbringen.  Statt  zu  sagen: 
Eine  Variabele,  die  über  jede  Constante  hinaus  wachsen  kann,  ist 
unendlich  gross  —  soll  es  heissen:  kann  unendlich  gross  werden, 
oder:  wenn  sie  über  jede  Constante  hinaus  wächst,  wird  sie  unend- 
lich gross. 

Diese  Abänderung  ist  nun,  wie  ich  erklären  muss,  gar  nicht  nn- 
erheblich;  sie  wirft  die  ganze  Theorie  über  den  Haufen  und  Idscht 
das  angezündete  Licht  aus. 

Wenn  eine  Variabele  unendlich  gross  wird,  was  wird  sie  dann? 
Der  Sinn  des  Prädicats  bleibt  bei  einer  solchen  Formulirung  undetinirt 
Sagen  wir  nicht,  was  unendlich  gross  (oder  klein)  ist,  so  haben  wir 
wieder  einen  rätselhaften  Begriff,  und  die  ganzon  Schwierigkeiten, 
an  deren  Lösung  man  Jahrhundert^^  lang  verzweifelte,  stellen  sieb 
wieder  ein. 


Zunächst  ist  ein  unüberlegter  Einwand  abzuweisen,  welcher 
Abänderung  motiviren  soll.  Man  sagt,  es  sei  gegen  den  Sprach- 
gebrauch und  darum  unverständlich,  dass  ein  dauerndes  Sein  dnrcli 
ein  Können  definirt  würde.  Das  ist  aber  nicht  der  Fall.  In  der  Ma- 
thematik und  auch  sonst  werden  Fähigkeiten  Sachen  als  dauerode 
Eigenschaften  zugeschrieben,  die  also  durch  ein  Können  definirt  siai 
Variabel  ist,  was  variiren  kann,  nicht  bloss  während  es  varürt 

In  der  Tat  kann  mau  bei  dem  Begriff  variabeler  Grössen  steba 
bleiben  und  die  unendlichen  Grössen  als  blosse  Specialitäten  derselbe! 
betrachten.  Variabel  kann  eine  Grösse  sein  ohne  Grenzen,  ohne  obere, 
ohne  untere  Grenze,  zwischen  2  Grenzen.  Der  zweite  Fall  ist  oW 
weiteres  der  der  Unendlichgrossen,  der  dritte,  nur  angewandt  auf  dei 
absoluten  Wert,  der  Fall  der  Unendlichkleinen. 
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Dass  hiermit  das  Gebiet  der  Unendlicheu  ganz  den  gewöhulichen, 
bekannten  Begriffen  untergeordnet  wird,  und  der  letzte  Anschein  des 
Transcendentalen  schwindet,  leuchtet  ein;  desgleichen,  dass  dies  nicht 
der  Fall  1  wäre,  wenn  man  jene  veränderte  Formulirung  der  Definition 
nnterschieben  wollte. 

Während  aber  so  das  Unendliche  seines  Nimbus  gänzlich  beraubt 
wird,  macht  es  leicht  den  Eindruck,  als  könnten  wir  damit  keinen 
Schritt  weiter  gelangt  sein,  als  wäre  eine  Fruchtbarkeit  des  Begriffs, 
eine  Anwendung,  die  uns  das  grosse  Gebiet  der  höhern  Analysis  er- 
schliesst,  undenkbar.  Es  entsteht  also  die  Frage:  Welche  Folgen  hat 
die  Aussonderung  dieses  Teilbegriffs,  dass  wir  ihn  als  wesentlich  neues 
Element  der  Mathematik  mit  dem  besondern  Namen  unendliche  Grösse 
belegen  können? 

Diese  Frage  beantwortet  mit  einem  Schlage  vollständig  der  a.  a.  0. 
80  benannte  Hauptsatz  der  Infinitesimaltheorie:  Zwei  Constante 
sind  einander  gleich,  wenn  sie  von  einer  Yariabeln  un- 
endlich wenig  differiren.  Ihm  zufolge  geht  die  Gleichheit 
zweier  Grössen  wirklich  aus  dem  blossen  Nichtvorhandensein  zweier 
untern  Grenzen  von  Variationen  hervor,  eine  Schlussweise  die  der 
Mathematik  ein  neues  Organ  verleiht  und  durch  dasselbe  ein  neues, 
unbegrenztes  Gebiet  aufschliesst. 

So  ist  die  Fruchtbarkeit  der  Einführung  der  unendlichen  Grössen 
als  blosser  Yariabeln  mit  Negiruug  der  einen  Yariationsgrenzo  nach- 
gewiesen, noch  ehe  die  Theorie  principiell  ihre  Gestalt  gewonnen  hat. 
Es  bleibt  noch  ein  Punkt  nachzuholen,  der  Manchen  bedenklich  machen 
kann,  nämlich  die  Möglichkeit  widersprechender  Bestimmung. 

Niemand  nennt  es  einen  Mangel  der  Theorie  der  Gleichungen, 
dass  sich  widersprechende  Gleichungen  aufstellen  lassen.  Wider- 
sprechen sich  2  Gleichungen,  so  ist  entweder  die  eine  oder  die  andre 
unzulässig,  oder  drittens,  wenn  beide  für  eine  Aufgabe  notwendig  sind, 
so  gicbt  es  keine  Lösung.  Dasselbe  gilt  von  Ungleichungen.  Sei  nun 
X  anendlich  gross,  habe  also  keine  obere  Grenze  der  Variation,  durch 
eine  hinzukommende  Gleichung  oder  Ungleichung  werde  aber  eine 
obere  Grenze  bewirkt.  Dann  findet  der  herbeigeführte  Widerspruch 
seine  Erledigung  in  einer  der  genannten  3  Weisen;  dennoch  würden 
Verwickelungen  entstehen,  wenn  man  nicht  festsetzte,  dass,  wenn  ein- 
mal x  =  <x>  feststehende  Bestimmung  sein  soll  ,^  das  Zeichen  x  für 
keine  gleichwertige  Variable  gebraucht  werden  darf,  deren  Begrenzung 
vorbehalten  bleibt  Hieraus  ergiebt  sich  der  Gebrauch  besonderer 
Zeichen  für  die  unendlichen  Grössen,  welcher  Unkundige  leicht  zu 
dem  Misverständniss  verleitet,  als  lägen  die  Unendlichen  ausserhalb 
des  Gebietes  der  Endlichen. 
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Miseiütn. 


^P 

Dann  wird: 

o       P       2'               ^       2'       ^       ^       2 

oder: 

a,  =  180^ — a  u.  8.  w. 

flf,  =  180^  —  a  u.  8.  w. 

© 


Ich  fand  dieso  Auflösung  aus  der  Transformation  zweiter  On 
nung  der  sphärischen  Dreiecke. 

Ist  nämlich  ein  sphärisches  Dreieck  gegeben  mit  den  Elemente 
a,  &,  c;  a,  ß,  /;  80  oxistirt  stets  ein  zweites  sphärisches  Dreieck  n 
den  Elementen  Oj,  ^,,  r^;  a,,  /J„  y^,  wo 


«1 


jr  +  a  —  o  jr-j-&  —  /? 


Yl 


Ä+c  — y 


.«■(?) --i^  «'©-" 


•«© 


«©• 


•.(Ö'  "'^^'^"-«(1) 


Zu  bemorkon  ist  noch,  dass  das  transformirte  Dreieck  dasscl 
bleibt,  wenn  man  statt  des  Grunddreiecks  das  Supplementardreie 
setzt. 

Meissel. 
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Technik. 

Die  Telegraphen -Technik  der  Praxis  im  ganzen  Umfange  ?nm 
Gebrauch  für  den  Unterricht,  für  Bau-  und  Maschinen -Ingenieure, 
Telegraphen-  und  Eisenbahn-Techniker,  Mechaniker,  Militär-Ingenieure 
und  fdr  die  der  Militär-Telegraphie  nahestehenden  Personen  bearbeitet 
von  A.  Merling,  Kaiserl.  Provinzial- Telegraphen -Director  z.  D. 
(Oberregierungsrath),  ordentl.  Lehrer  der  electrischen  Telegraphie  am 
Königlichen  Polytechnikum  zu  Hannover.  Mit  einer  Karte  zu  Seite  13, 
zwei  lithographirten  Tafeln  und  530  in  den  Text  eingedruckten  Holz- 
schnitten.   Hannover  1879.    Carl  Meyer.    764  S. 

Das  Buch  besteht  aus  3  Teilen;  der  erste  handelt  von  der  Triebkraft, 
der  zweite  von  den  Telegraphenlinien  und  Leitungen,  der  dritte  von  den 
Telegraphenapparaten.  Die  Theorie  wird  im  Allgemeinen  als  bekannt 
vorausgesetzt.  Neben  den  Erinnerungen  an  die  notwendigsten  Theorien 
werden  alle  Zweige  der  praktischen  Telegraphie  in  gleichmässiger 
Ausdehnung  und  in  streng  systematischer  Ordnung  sowie  gehöriger 
Begründung  vom  praktischen  Standpunkte  in  solcher  Weise  behan- 
delt, dass  dasselbe  ein  vollkommen  geschlossenes  Granze  bildet,  dessen 
Umüang  aus  nachstehendem  Programm  der  Vorträge  über  elektrische 
Telegraphie  am  Polytechnikum  im  allgemeinen  zu  erkennen  ist.  Haupt- 
richtung:  EinfQhrung  in  das  Wesen  aller  praktischen  Fragen  zur 
Bildung  eines  selbständigen  Urteils  über  die  zweckmässigsten  Ein- 
richtungen. Allgemeines:  Einleitung.  Bedingungen  und  Oesetze  der 
Entstehung  des  galvanischen  Stromes  und  seiner  Wirkung.  Verhalten 
ler  offenen  und  geschlossenen  Säule.    Elektrochemie.    Anforderung 

T«u  Lxnr.  H«ft  1.  \ 
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der  Praxis.  Ermittelung  der  zweckmässigsten  Constmction  und  Combi- 
nation  der  Batterie  für  den  Telegraphonbetrieb.  Bestimmung  und 
Gesetze  der  elektromotorischen  Kräfte  und  Stromstärken  und  speciellc 
Betrachtungen  über  praktische  Combinationen.  Princip,  Constmction 
und  Gesetze  der  Elektromagnete.  Praktische  Messinstmmente  und 
deren  Constmction  und  allseitiger  Gebrauch.  Gesetze  der  Ladnngs- 
und  Inductionserscheinungen  und  deren  Nutzen  in  der  Praxis.  Linien 
und  Leitungen:  Entwicklung  sämmtlicher  Constructionen,  Forderung 
der  Praxis,  ConstrucHonsprincipien  und  Berechnung  der  Festigkeit 
und  des  Widerstandes  der  verbundenen  und  der  einzelnen  Teile, 
Feststellung  der  zweckmässigsten  Constructioncu  und  Abmessungen, 
Bauausführung  im  ganzen  Umfange,  Verhältniss  der  Bahn-  und  Strassen- 
Verwaltungen  zur  Telegraphie,  Schutz  der  Telegraphen-Anlagen,  Uo- 
terhaltung  und  Reparatur,  abweichende  Constructionen  und  Bau  m 
Kriege.  Stationen :  Einrichtung,  Unterhaltung,  Verbindungen  ftlr  ge- 
bräuchliche Correspondenzarteu;  Entwicklungsgeschichte  der  Appa- 
rate ;  Constructionsprincipien  der  namhaftesten  Apparate  älterer  und 
neuerer  Zeit.  Praktische  Forderungen.  Speciellc  Anwendung  imd 
Behandlung.  Ambulante  Stationen  und  transportable  Einrichtungen. 
Entwerfen  telegraphischer  Combinationen  für  gegebene  Bedingungen. 
Ursache,  Ermittelung  und  Beseitigung  von  Betriebsstörungen.  Be- 
handlung der  Betriebsmittel  im  Kriege.  Kleine  Telegraphie:  Sicher- 
heitsdienst für  Eisenbahnen  und  für  die  Schifffahrt,  Signaldiotft, 
Semaphoren,  Telephonic,  Zeitballstationcn,  Einrichtungen  kleiner  Ver- 
bindungen zu  vei-schiedenen  Zwecken.  H. 


Neuere  Apparate  für  Naturwissenschaftliche  Schulen  und  For- 
schung. Gesammelt  von  M.  Th.  Edelmann,  Priratdocent  an  der 
technischen  Hochschule  und  Inhaber  des  physical-mechanischen  In- 
stituts in  München.  L  Lieferung.  Mit  10  lithographirten  Tafeln. 
Stuttgart  1879.    Meyer  u.  Zcller.    96  S. 

Die  Instrumente,  welche  hier  einzeln  beschrieben  werden,  sind 
folgende.  Scalen-  uud  Ableseferurohre,  Maguetomet4>r  mit  constanteB 
Ablenkungswinkeln.  Neues  Hygrometer.  Absolutes  Galvanometer. 
V.  Beetz's  Vibratious-Chronoskop.  Apparat  zur  Zeitbestimmang  dei 
freien  Falles.  Transi)ortables  Magnetometer.  Weber*s  BifilaigilTi* 
nomet«r.  Spectrailampe.  v.  Beetz's  Vorlesungs-Elektroskop.  See* 
Sonde,  v.  Beetz's  Vorlesungsgalvanometer.  luclinometer.  Conq)«- 
sationsgalvanometer.  Dieselben  sind,  wo  es  nicht  anders  angegeben 
ist,  vom  Verfasser  construirt.    Die  meisten  sind  abgebildet     E 
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Elasticität,  Akustik  und  Optik. 

UntersuchuDgen  über  das  Gleichgewicht  des  elastischen  Stabes. 
Von  Dr.  L.  Pochhammer,  ord.  Professor  der  Mathematik  a.  d. 
Universität  Kiel.    Kiel  1879.    Paul  Toeche.    184  S. 

Die  vorliegende  Bearbeitung  dieses  viel  behandelten  Gegenstan- 
des gehört  zn  demjenigen,  welche  nicht,  wie  es  gewöhnlich  geschieht, 
die  Unverftnderlichkeit  des  Querschnitts  und  seiner  normalen  Stellang 
zur  Oberfl&che  zur  Yoraassetzung  machen,  wodurch  alle  Deformation 
auf  Längendehnung  reducirt  wird,  sondern  die  Elasticitätsgesetze 
nach  allen  Dimensionen  in  Anwendung  bringen.  Es  zeigt  sich  als- 
dann und  erhält  somit  seine  Begründung,  dass  in  der  Tat  jene  (Na- 
vier^sche)  Voraussetzung  in  erster  Näherung  richtig  ist.  Als  Vor- 
gänger nennt  der  Verfasser  de  Saint- Venaut  und  Kirchhof.  Während 
indes  diese  die  äussern  Kräfte  nur  auf  die  Endflächen  des  Stabes 
wirken  Hessen,  nimmt  er  auch  solche  an,  die  auf  die  Mantelfläche 
wirken.  Ausserdem  ist  eine  geringe  Variation  der  Dicke  des  Stabes 
nicht  ausgeschlossen.  Die  Dicke  wird  als  klein  1.  Ordnung  gegen  die 
Länge  .betrachtet,  alle  Bestandteile  der  Ausdrücke  in  Ordnungen 
gesondert,  und  die  Approximation  der  Lösung  in  der  Weise  voll- 
zogen, dass  die  Gleichungen  von  jeder  Ordnung  für  sich  erfüllt  wer- 
den. Der  Untersuchung  geht  als  Einleitung  eine  ausführliche  Er- 
örterung der  Priucipien  der  Elasticitätstheorie  voraus.  In  4  Ab- 
schnitten werden  alsdann  behandelt:  die  angenäherten  Differential- 
gleichnngen  für  das  Gleichgewicht  des  cylindrischen  Stabes;  das 
Oleichgewicht  des  cylindrischen  vollen  Stabes  mit  kreisförmigem 
Qnerschnitt;  der  Hohlcylinder  mit  kreisförmigem  Querschnitt;  die 
angenäherten  Differentialgleichungen  für  gewisse  Fälle  des  ursprüng- 
lich gekrtUnmten  Stabes.  H. 

Zur  Lere  von  den  Kläpgeu  der  Konsonanten.  Von  Prof.  Dr. 
O.  Michaelis.    Berlin  1879.    Barthel  u.  Co.    63  S. 

Die  Bestimmung  der  Tonhöhe  der  Laute,  welche  von  der  Vibra- 
tion der  Stimmbänder  unberührt  besteht,  ist  eins  der  Mittel,  wodurch 
man  versuchen  kann  die  Laute  in  ihrer  Eigenheit  objectiv  zu  fixiren ; 
and  so  wird  sie  auch  in  der  vorliegenden  Schrift  aufgefasst,  welche 
flieh  durchaus  nicht  auf  den  angekündigten  Gegenstand  beschränkt, 
sondern  von  der  Frage  der  objectiven  Unterscheidung  der  Laute  im 
ganzen  handelt  Jene  Tonhöhe  mag  ein  secundär  begleitendes  Acd- 
dens  sein,  von  welchem  bei  festgestalteter  Theorie  nicht  die  Rede 
sein  würde;  jetzt  aber,  wo  die  Untersuchung  noch  sehr  neu  und  zu 
keinem  sichern  Resultate  gelangt  ist,  lässt  sich  ihre  Zuziehung  nicht 
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abweisen.    Die  Tonhöhen  der  Consonanten ,  welche  sich  ans  den  Be- 
obachtungen verschiedener  genannter  Aatoren  nnd  des  Verfassers  er- 
geben haben,  sind   in  zwiefacher  Ilinsicht   nicht  ganz   feststdiend: 
einesteils  variiren  sie  innerhalb  eines  Infervalls  von  1,  2,  3  halben 
Tönen,  andernteils  ist  oft  schwer  zu  entscheiden,  in  welcher  Octave 
der  Ton  liegt.    Die  Vorgänger  in  der  Untersuchung,  deren  Beobach- 
tungen und  Ansichten,  und  zwar  zum  Teil  recht  ausfähriich,  erörtert 
werden,  sind  Holder,  v.  Kempelcn,  Brücke,  Merkel,   £.  Sieren, 
0.  Wolf,    G.  Engel,   Kräuter,   v.  Raumer,   G.  A.   Btti^ger,   Max 
Müller,   Heyse,   Radlof,    Schleicher,    Wilmanns,    Wackemagel, 
Rumpelt,  Weinhold,  Hippauf,  Wolke,  W.  Menzel,  de  Vries,  Scherer^ 
Henze,  Benecke,  Trautmann  u.  A.    Vor  dem  eigentlichen  Cregenstaiide 
wird  noch  einiges  über  die  Eigentöne  der  Vocale  nach  Helmholtz  nid 
Merkel  gesagt^  aber  auch  hier  die  Organstellung  als  erstes,  die  Ton- 
höhe als  zweites  Merkmal  behandelt     Erstere  betreffend  werden  die 
Vocale  in  ein-  und  zwcitönige  geschieden,  jenachdem  der  MundrauD 
ungeteilt  oder  durch  Erhebung  der  Zunge  in  2  Räume  getdlt  ist 
Warum  fehlt  aber  hier  die  ergänzende  Unterscheidung,  nämlich  ob 
der  Ausgang  verengt  ist  oder  nicht,  wodurch  sich  auf  einfache  Weise 
die  3  Vocalreihen  orgeben?  Wir  haben  dann  durch  Combination  4 
Gestalten  der  Mundhöhle,  die  genau  den  Extremen  der  Vocale  ent- 
sprechen: Trichter  a,  Flasche  (ohne  Hals)  n,  Flasche  mit  Trichter- 
ansatz t,  zweibauchige  FLaschc  iL    Unter  den  Consonanten,  zu  denoi 
die  Schrift  nun  übergeht,  werden  zunächst  die  stimmlosen  Spiranten 
vorausgenommen,  und  die  Tabelle  der  Resultate  der  vom  Verfasser 
angestellten  Prüfung  der  Tonhöhe  durch  Vergleichung  mit  3  musika- 
lischen Instrumenten  mitgeteilt.    Die  Spiranten  werden  in  eine  grössere 
Anzahl  von  Abstufungen  geschieden,  als  es  zu  geschehen  pflegt;  ^ 
sind  in  frühem  Schriften  erklärt  und  durch  Bezeichnung  fixiit  nd 
werden  hier  als  bekannt  vorausgesetzt.    Die  nun  folgende  ExplicatioD 
und  Kritik   der  Ansichten  der  einzelnen  Autoren  nimmt  indes  seHes 
Bezug  auf  die  Tonhöhe,  betrifft  vielmehr  fast  allein  die  Stellung  nnd 
Anwendung  der  Organe.    Bei  der  grossen  Mannichfialtigkeit  der  be- 
rührten Gegenstände,  die,  auch  wo  sie  auf  den  Unterschied  der  ZdtcB 
und  Länder  eingehen,  dem  physikalischen  Gesichtspunkt  ein  mittel- 
bares Interesse  bieten,  müssen  wir  uns  doch  hier  auf  Hervorhebipg 
gewisser  priucipieller  Punkte  beschränken.    Gleich  von  Anfnng  tritt 
die  Tendenz  hervor  die  Teilnahme  der  Stimmbänder  bei  der  Untff- 
Scheidung  der  Laute  in   erste  Linie  zu  stellen.    Da  die  daraus  ^ 
vorgehenden  Lehren  mit   den  vulgären  und  von   frühem  Gelelsfa 
geteilten  Ansichten  in  schroifem  Widerspruche  stehen,  so  dnrite  atf 
wol  eingehendere  Rechtfertigung,  vor  allem  aber  unzweideutige  Ai^ 
Stellung  der  Behauptungen  und  ihrer  Gonsequenzen  erwarten.   Ktck 
(gegenwärtiger  Darstellung  scheint  die  neue  Ansicht,  bloss  weil  m  (Be 
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neaere  ist,  den  Vorzug  zn  beanspruchen-,  die  alte  wird  als  abgetan 
betrachtet.  Nach  unmittelbarer  Erfahrung  und  Beobachtung  werden 
bei  intonirter  und  nicht  intonirter  Rede  alle  Laute  mit  gleichem  6e- 
branch  der  Organe,  soweit  wir  davon  Bewusstsein  haben,  ausgespro- 
chen und  als  dieselben  Laute  gehört  In  Betreff  der  Yocale  ist  dies 
aach  unbestritten.  Sollte  es  bei  den  Consonanten  nicht  der  Fall 
sein,  so  musste  es  entschieden  gcläugnet  werden,  und  selbst  dann 
Hess  die  neue  Lehre  noch  in  sehr  vielen  Punkten  Zweifel,  wie  sie 
gemeint  sei.  Es  ist  sehr  wol  annehmbar,  dass  manche  feinere  Unter- 
scbicde,  die  bei  Intonation  gehört  werden,  bei  stimmloser  Rede  ver- 
schwinden; doch  dies  würde  noch  durchaus  nicht  berechtigen  die  In- 
tonation zum  massgebenden  Merkmal  des  unterschiedlichen  Lautbe- 
griffes  zn  machen,  um  so  weniger  als  das  Verschwinden  des  Unter- 
schiedes gar  nicht  von  Allen  eingeräumt  wird,  namentlich  aber,  weil 
eino  solche  Distinguirung  des  Begriffs  unvereinbar  ist  mit  der  tat- 
sächlichen Absicht  eines  Jeden  beim  Leisesprechen  in  gleichen  Sinne 
verstanden  zu  werden  wie  beim  Lautsprechen.  Manche  erklären 
zwischen  Tennis  und  Media  ohne  Intonation  keinen  Unterschied  zu 
hören.  Zunächst  ist  noch  ein  doppelter  Grund  eines  möglicherweise 
vernehmbaren  Unterschieds  vorhanden :  die  graduell  verschiedene 
Lnftcompression  und  die  Verschiedenheit  der  Borahrungsstello  des 
Yerschlussorgans.  Ausserdem  beruht  die  behauptete  Intonationsfähig- 
keit der  Mediä  wol  kaum  auf  etwas  anderm,  als  auf  einem  nebenbei 
tönenden  Nasal,  der  offenbar  nicht  zum  Laute  gehört.  Näher  als 
dieses  Beispiel  liegt  der  Beobachtung  der  Unterschied  zwischen  w 
nnd  /i  die,  wenn  man  nur  auf  das  Gefühl  des  Ortes  der  Luftreibung 
achtet,  dadurch  allein  so  deutlich  getrennt  sind,  dass  man  sie  nicht 
verwechseln  kann,  indem  beim  w  die  Reibung  zwischen  beiden  Lip- 
pen, beim  J  zwischen  Zähneu  und  Unterlippe  empfunden  wird.  Letz- 
tere dämpft  augenblicklich  die  Vibration  der  Stimmbänder,  so  dass 
dieselbe  nur  durch  dauernd  angestrengte  Erregung  erhalten  werden 
kann,  was  beim  Lippenverschluss  nicht  der  Fall  ist.  Wir  sprechen 
ans  diesem  Grunde  bei  intonirter  Rede  das  f  stimmlos,  hören  aber 
anch  bei  nicht  intonirter  Rede  beide  Laute  so  entfernt  verschieden 
als  irgend  zwei  andre.  Dem  gegenüber  behauptet  nun  der  Verfasser, 
das  w  werde  nur  hinter  Consonanten  «c/t,  z  u.  s.  w.  bilabial,  im  An- 
laut und  zwischen  Vocalen,  ganz  gleich  dem  /,  labiodental  gesprochen; 
den  wesentlichen  Uuterscliicd  mache  die  Intonation.  Da  sich  die 
voransgehende  Darlegung  fremder  Ansichten  nur  auf  zwei  andre 
Fragen,  die  Unterscheidung  des  /  und  w,  dann  des  w  und  romani- 
schen V  bezieht,  so  ist  daraus  nicht  zu  ersehen,  in  wie  weit  seine 
Ansicht  über  f  und  w  von  Andern  geteilt  wird.  Warum  wir  den 
Versuch  einer  solchen  Erklärung  von  vorn  herein  als  verfehlt  be- 
trachten  müssen,  ist   oben   ausgesprochen.     Noch  ist  dabei  zu  be- 
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achten,  dass  wir  zwar  das  /  auch  bei  Berühnmg  der  Lippen  sprechen 
können ;  dann  aber  findet  zwischen  den  Zähnen  nnd  dem  herangezoge- 
nen antern  Teile  der  Unterlippe  eine  überwiegende  Reibung  statt, 
gegen  welche  die  Reibung  am  Lippenrand  anmerklich  wird.  Viel- 
leicht entspricht  dieser  Fall  dem  dritten  Laute,  welchen  der  Yerüasser 
dem  w  und  /  zuschreibt,  und  den  er  den  labiointerdentalen  nennt. 
Vielleicht  auch  erklärt  sich  daraus  die  Behauptung  Einiger,  der 
gleiche  Laut  mit  dem  /  könne  mit  den  blossen  Lippen  gesprochen 
werden,  und  zwar  als  eine  Täuschung:  die  Lippen  berühren  sich  ohne 
zum  /  Laut  mitzuwirken.  Zum  Schluss  werden  die  Tonhöhen  einiger 
Consonanten  nach  Wolf  und  Kräuter  angegeben,  im  letzten  Abschnitt 
die  tönenden  Spiranten,  die  Verschlusslaute,  die  Liquida  und  Nasalen 
kurz  behandelt.  H. 


P  h  V  8  i  k. 


On  the  cquilibrium  of  heterogeneous  substancos.  Second  pari 
By  J.  Willard  Gibbs,  Professor  of  mathematical  physics  in  Yalo 
College,  New  Haven,  Connecticut.  (Transactions  of  the  Connectical 
Academy  of  Arts  and  Sciences.    Vol.  IIL    Part  2.).    182  S. 

Der  erste  Teil  ist  im  243.  litt.  Bericht  S.  34.  35.  besprochen. 
Der  gegenwärtige  zweite  ist  dessen  Fortsetzung.  Seine  G^nstände 
sind:  Die  Bedingungen  des  innem  und  äussern  Gleichgewichts  für 
feste  Körper  in  Berührung  mit  Flüssigkelten  mit  Rücksicht  auf  alle 
möglichen  Spannungszustände  der  erstem.  Fundamentalgleichungen 
für  feste  Körper.  Körper^welche  Flüssigkeiten  absorbiren.  Einfloss 
von  Unstetigkeitsflächen  auf  das  Gleichgewicht  heterogener  Massen. 
Theorie  der  CapiUarität  Fundamentalgleichungen  für  Unstetigkeits- 
flächen. Deren  experimentelle  Bestimmung.  Ihre  Stabilität  Die 
Möglichkeit  der  Bildung  einer  Flüssigkeit  von  verschiedener  Phise 
innerhalb  einer  homogenenJFlüssigkeit  oder  zwischen  2  verschiedenen 
homogenen  Flüssigkeiten.  Substitution  von  Druckkräften  für  Poten- 
tiale in  Fundamentalgleichungen  für  Oberflächen.  Thermische  nsd 
mechanische  Relationen  bei  der  Ausdehnung  einer  Unstetigkeitsfllche. 
Undurchdringliche  Häutchen.  Die  Bedingungen  des  innem  Gleich- 
gewichts fOr  ein  System  heterogener  flüssiger  Massen  ohne  Vermdi* 
lässigung  des  Einflusses  der  Unstetigkeitsflächen  oder  der  Schwere. 
Möglichkeit  der  Bildung  neuer  Unstetigkeitsflächen,  wo  mehrere  Ffi- 
stetigkeitsflächeu  sich  treffen.  Bedingungen  der  Stabilität  für  Flüssig- 
keiton  in  Bezug  auf  die  Bildung  einer  neuen  Phase  in  der  Durch- 
schnittslinic  dreier  Unstetigkeitsflächen,  femer  wo  die  Scheitel  von 
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4  verschiedenen  Massen  zusammentreffen.  Liquide  Häutchen.  Un- 
Btetigkeitsflächen  zwischen  festen  Körpern  und  Flüssigkeiten.  Modi- 
fication  der  Gleichgowichtsbedingungen  durch  elektromotive  Kraft. 
Theorie  eines  vollkommenen  elektrochemischen  Apparats.  Dessen 
allgemeine  Eigenschaften.  H. 


Die  Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1875.  Dargestellt  von  der 
physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  XXXI.  Jahrgang.  Redigirt 
von  Prof.  Dr.  Neesen.    Berlin.    Druck  und  Verlag  von  G.  Reimer. 

Um  in  den  Fortschritten  der  Physik  eine  möglichst  grosse 
Vollständigkeit  zu  erzielen  und  um  deren  Erscheinen  möglichst  be- 
schleunigen zu  können,  werden  die  geschätzten  Herreu  Verfasser 
von  Arbeiten  aus  der  Physik,  Metereologie  und  Physik 
der  Erde  dringend  gebeten,  der  physikalischen  Gesellschaft  zu 
Berlin  Separatabdrücke  Ihrer  Abhandlungen  einzusenden  und 
an  den  Schriftführer  der  Gesellschaft  Herrn  Professor  Rttdorff, 
Berlin,  Niederwallstr.  12   zu  adressiren. 

G.  Reimer. 


Vermischte  Schriften. 

Zeitschrift  für  angewandte  Elektricitätslehre  mit  besonderer  Be- 
rücksichtigung der  Telegraphie,  des  elektrischen  Beleuchtungswesens, 
der  Galvanoplastik  und  verwandter  Zweige.  Herausgegeben  von  Dr. 
Ph.  Carl,  Professor  der  Physik  an  der  königl.  Kriegs- Akademie  in 
München,  Herausgeber  des  „Repertorium  für  Experimental-Physik." 
München  1879.    Rudolph  Oldenbourg. 

Von  dieser  neuen  Zeitschrift  erscheint  monatlich  wenigstens  1 
Nummer.  12  Nummern  bilden  einen  Band.  Die  erste  Nummer  ent- 
hält auf  36  Seiten  gr.  8*^  folgende  Artikel.  Rundschau.  Die  Tan- 
gentenbussole zum  Messen  starker  Ströme,  mit  Fig.  Taf.  Eine  neue 
Form  des  telegraphischen  Blitzableiters.  Die  Gramme'sche  Maschine 
für  Wechselströme  und  die  Jablochkoff'sche  Kerze,  mit  Fig.  Taf. 
Werdermann's  elektrisches  Licht.  Regnier's  elektrische  Lampe, 
lieber  die  Kosten  der  elektrischen  Belenchtung  mit  Jablochkoff'schen 
Kerzen,  lieber  ein  auf  Distanz  hörbares  Telephon.  Das  Telephon 
als  Prüfungsmittel  für  den  guten  Zustand  unter  Wasser  liegender 
Torpedos.  Bibliographie.  Patenterteilungen.  Viele  Abbildungen  sind 
in  den  Text  eingelegt.  H. 
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Nonvelle  Correspondance  Mathimatiqae  r^ig^e  par  Engine 
Catalan,  anden  dl^ve  d'£lcole  Polytechniqae ,  Doctcor  ^b  Sdences, 
Profcssour  k  T  Universum  de  Liege,  etc.  avec  la  collaboration  de  MM. 
Mansion,  Laisant,  Brocard,  Neuberg  et  Edoaard  Lncai. 
Tome  cinqui^me.    Li^ge  1879.    E.  Decq. 

Der  Inhalt  der  ersten  6  Hefte  au  Abhandlungen  ist  folgender: 

H.  Brocard:  Ueber  die  Frequenz  und  Totalität  der  Primzah- 
len. —  S.  Realis:  Note  über  einige  unbestimmte  Oleichongen 
(Schluss).  —  E.  Lucas:  Fragen  aus  der  elementaren  Greometrie.  — 
A.  Laisaut:  Ueber  den  Polarplanimcter  von  Amsler.  —  P.  Man- 
sion: Elementarer  Beweis  der  Stirling'schen  Formel,  nach  J.  W. 
L.  Glaisher.  —  C.  Le  Paige:  Ueber  die  Multiplication  der  Deter- 
minanten. —  H.  Van  Anbei:  Ueber  die  Curven  3.  Grades.  — 
P.  Mansion:  Bemerkungen  über  die  arithmetischen  Sätze  von  Fer- 
mat  —  E.  Catalau:  Einige  Identitäten.  —  Bombled:  Ueber  die 
Reihe  l  +  2Pa;+3P«*+  ...  —  Desboves:  Auflösung  gewisser  an- 
bestimmter Gleichungen  von  höherm  als  2.  Grade.  —  S.  Realis: 
Eine  Frage  unbestimmter  Analytik.  —  £.  Catalan:  Ueber  eine 
Reihe  ungerader  Zahlen.  —  G.  de  Longchamps:  Ueber  die  Con- 
choidalen.  —  S.  Realis:  Arithmetische  Sätze.  —  Jamet:  Ueber  die 
Geometrie  der  Kugel.  —  Laisant  und  Beaujeux:  Einige  Con- 
Sequenzen  der  Sätze  von  Format  und  Wilson.  —  E.  Lucas:  Auf- 
gaben über  die  Normalen  der  Ellipse.  —  E.  Lucas:  Ueber  die 
biquadratische  unbestimmte  Analytik.  —  G.  Dostor:  Schwerpunkt 
der  Fläche  eines  beliebigen  Vierecks.  -—  G.  Oltramare:  Trans- 
formation der  linearen  Formen  der  Primzahlen  in  quadratische  (Am- 
zug).  H. 


Bulletins  de  TAcadömie  Royale  des  sciences,  des  lettre«  et  des 
beaux-arts  de  Belgique.    2™«  s6ric.    BruxeUes.    F.  Hayez. 

Der  Inhalt  der  letzten  15  Bände,  beginnend  1871  mit  dem  40. 
Jahrgang  und  dem  31.  Bande,  an  mathematischen  Abhandlungen  ist 
folgender. 

31.  Catalan:  Ueber  die  Riccati'sche  Gleichung. 

32.  De  Tilly:  Note  über  das  Rollen  der  Walzen  und  BIder 
auf  unterstützender  Ebene. 

33.  Orloff:  Ueber  die  rcciproken  Differentialgleichungen.  — 
Gilbert:  Ueber  die  Anwendung  der  Imaginären  in  der  Untersuchnng 
der  Differentialgleichungen  beliebiger  Ordnung.  —  Folie:  ücb«  die 
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Berechnang  der  mittlem  Dichtigkeit  der*  Erde  nach  Beobachtungen 
von  Airy.  —  Meereus:  Die  Stimmgabel  und  die  vereinfachte  musi- 
kalische Notation.  —  Gilbert:  Ueber  einen  von  Catalan  erhobenen 
Einwand. 

34.  Mansion:  Note  über  die  singolaren  Lösungen.  —  Cata- 
lan: Note  über  eine  Formel  von  Botesu.  —  Saltel:  Ueber  einige 
geometrische  Fragen. 

35.  De  Tilly:  Note  über  die  Formel.',  welche  die  Summe  der 
hyperbolischen  Logarithmen  der  x  —  1  ersten  Zahlen  in  convergenter 
Reihe  darstellt.  —  Saltel:  Sätze  betreffend  die  Curven  4.  Ordnung 
mit  3  Doppelpunkten,  deren  2  die  circularen  Punkte  sind,  und  die 
Elasticitätsfläche.  —  De  Tilly:  Note  über  die  gleitenden  momenta- 
nen Azen  und  die  Centralaxen  in  einem  festen  Körper.  —  Saltel: 
Ueber  die  osculirende  Kugel  und  über  die  Flächen  mit  vielfachen 
Punkten.  —  Gilbert:  Berichtigung  in  Betreff  einer  früheren  Ab- 
handlung: „Ueber  die  Existenz  der  Derivirten  bei  den  stetigen 
Functionen/' 

36.  Gilbert:  Untersuchungen  über  die  Entwickelung  der  Func- 
tion r.  —  Geuocchi:  Brief  an  Ad.  Quetelet,  Secretär  der  Akademie, 
über  verschiedene  mathematische  Fragen.  —  Gilbert:  Bemerkungen 
über  2  Noten  von  Genocchi  bezüglich  auf  die  Entwickelung  der 
Function  logFo;.  —  De  Tilly:  Note  über  die  mechanische  Aehn- 
lichkeit  in  der  Bewegung  der  festen  Körper  überhaupt  und  insbeson- 
dere in  der  Bewegung  der  von  gezogenen  Geschützen  geworfenen 
Geschosse.  —  Mansion:  Note  über  SalteFs  arguesianische  Trans- 
formationen. —  Folie:  Note  über  einige  geometrische  Sätze. 

37.  Catalan:  Bemerkungen  über  die  Curven-  und  Flächen- 
theorie. —  Folie:  Erweiterung  der  dem  Pascal'schen  analogen  Sätze 
auf  Curven,  die  auf  beliebige  Flächen  gezeichnet  sind. 

38.  Saltel:  Allgemeine  Betrachtungen  über  die  Bestimmung 
der  Ordnung  eines  geometrischen  Ortes  ohne  Rechnung.  —  Folie: 
Einige  neue  Sätze  über  die  doppelt  gekrümmten  Curven  3.  Grades. 

—  De  Tilly:  Ueber  die  Verallgemeinerung  der  Binet'schen  Formel. 

—  Simons:   Einige  Betrachtungen  über  das  Malfatti'sche  Problem. 

—  Mansion:  Beweis  der  charakteristischen  Eigenschaft  der  linearen 
Differentialgleichungen.  —  Folie:  Einige  neue  Sätze  über  die  dop- 
pelt gekrümmten  Curven  4.  Ordnung. —  Plateau:  Ueber  eine  arith- 
metische Belustigung.  —  Catalan:  Note  über  das  Mal&tti'sche 
Problem. 

39.  Reinemund:  Ueber  die  Gleichung  der  Epicykloide.  — : 
Ho  uze  au:  Fragmente  über  die  numerische  Rechnung. 
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40.  Saltel:  Ueber  die  Bestimmung  der  SingolaritfttPii  der 
Schnittcurve  zweier  Flächen,   die  ^  Punkte  gemein  haben  ( fi^l). 

—  Rcinemund:  Sätze  über  die  regelmässigen  Vielecke  und  Sam- 
mation  einiger  trigonometrischer  Reihen. 

41.  Folie.  Note  über  die  Transformation  der  Ck)ordinat6n  imd 
über  die  Vorzeichen  der  Winkel  und  Distanzen  in  der  analytischen 
Geometrie.  —  Saltel:  Verallgemeinemng  des  Satzes  von  Desargnes. 

—  Namur:  Logarithmentafeln  zu  12  Dedmalen  bis  434  IfillioDcn. 
Nebst  Einleitung  von  Mansion.  —  Le  Paige:  Note  über  die  Glei- 
chung i^y'+^•y'— y  =  0. 

42.  Saltel:  Neue  Methode  zur  Bestimmung  der  Ordnung  eines 
geometrischen  Ortes  definirt  durch  algebraische  Gleichungen.  —  An- 
vrendung  des  Zerlegungsgesetzes.  —  Ueber  die  Formel,  welche  die 
Anzahl  der  Kegelschnitte  eines  Systems  angiebt,  das  einer  fllniteD 
Bedingung  genügt.  —  Lc  Paige:  Note  über  die  Transformation  der 
Coordinaten  in  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes. 

43.  Plateau:  Einige  Beispiele  merkwürdiger  ünstetigkeiten  in 
der  Analysis.  —  Saltel:  Anwendungen  der  Methode  der  analytischen 
Correspondenz  und  der  Zerlegung  auf  gewisse  doppelt  gekrümmte 
Curven,  namentlich  auf  die  Bestimmung  der  Singularitäten  des  Ortes 
der  Mittelpunkte  der  osculirenden  Kugeln  einer  gegebenen  Corve.  — 
Ueber  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  gemeinsamen  Punkte  zweier 
Curven.  —  Mansion:  Note  über  die  homogenen  Differentialglei- 
chungen und  über  die  Clairaufsche  Gleichung.  —  Le  Paige:  Be- 
merkung über  die  Theorie  der  periodischen  Kettenbrüche.  — 
Ghysens:  Ueber  die  polaren  Subnormaleu  und  die  Krümmungs- 
radien der  ebenen  Linien.  —  Boset:  Sätze  betreffend  die  Brenn- 
punkte der  Kegelschnitte.  —  Folie:  Ueber  die  Evolution,  oder 
neuer  Fundamentalsatz  in  der  Theorie  der  K^elschnitte  und  Fliehen 
2.  Grades,  und  dessen  Erweiterung  auf  höhere  Curven  und  Fl&chen. 

44.  Lagrange:  Vom  Einflnss  der  Gestalt  der  Körper  auf  ihre 
Anziehung.  —  Le  Paige:  Ueber  einige  Punkte  der  hohem  Geo- 
metrie. —  Ueber  einige  Eigenschaften  der  simultanen  quadratischen 
Invarianten  zweier  bin&rer  Formen.  —  Note  über  Erweiterung  der 
Theorie  der  Involution  und  Uomographie.  —  Mansion:  Note  über 
eine  Differentialgleichung  von  Jacobi.  —  Ghysens:  Ueber  die  Be- 
stimmung der  Volumina  und  Areale.  —  Catalan:  Ein  neues  Wahr- 
scheinlichkeitsprincip.  —  Folie:  Erweiterung  des  B€^;riffiB  des  la- 
harmonischen  Verhältnisses. 

45.  Ghysens:   Ueber  einige  geometrische  Formeln  vnd  deres 
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Anwcndnng  auf  algebraische  Cnrvon.  —  Catalaoi  Bemerkaogen  über 
die  Thcorio  der  kleinsten  Quadrate.  —  Le  Paigc:  Ueber  eioigDAn- 
weDdungeD  dur  Theorie  der  algebraischen  Formen  auf  die  Geometrie. 
—  Saltel:  Note  über  die  neuen  EutwicklungoD,  zu  ircIcheD  die  An- 
weudung  der  Methode  der  analytischen  CorrcspondeDZ  Fahrt.  — 
Sautrcanx:  Beweis  zweier,  dem  Pascal'echea  planimetrischon  Satz 
analoger  stereo metrischer  Sätze.  H. 


Nienw  Archief  voor  WiakuDdc.  Deel  V.  Amsterdam  1879. 
Weytingb   en   Brave. 

Der  Inhalt  ist  folgender. 

H.  Ounen:  Bemerkongen  betreffend  die  wesentlichen  Gleichnngon 
der  ebenen  Cnrven  (Forts).  —  D.  J.  A.  Samot:  Frincip  der  Lebens- 
vcrsichemugswissenschaft.  —  F.  J.  van  den  Berg:  Beitrag  zur 
Lösung  einer  Frage  ans  der  Zahlenlehre.  —  H.  Kamerliugh 
OnncB:  Ueber  die  relative  Bewegung.  —  A.  W.  Gravelaar:  Die 
Grundformeln  der  Goniometrie.  —  P.  C."  F.  Frowcin:  Eine  be- 
kannte Formel  von  Clausius.  —  G.  Scheuten:  Einiges  über  die 
Anzahl  der  ZifFem  in  den  Repeteiidun.  —  C.  L.  Landrä:  Ein  Wort 
4ber  die  EinhUllende  eines  Systems  krummer  Linien.  —  D.  Biorens 
de  Haan;  Entwickelung  gleichnamiger  Potenzen. 

Ausserdem  erhält  dieser  Band  ein  Verzcichuiss  von  mathemati- 
schen Journal-Artikeln  nach  Gegenständen  geordnet  (leider  mit  sehr 
vielen  Dmckfehlem).  H. 
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Qcr.    5  Hk. 
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graphic.    Halle,  Ncbcrt.     12  Mk. 
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Bnltzor,  H,  d.  ElomoDto  d.  Mathem&tik.  1.  Bd.  6.  AS.  Lei 
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Unterricht  in  d.  Algebra.    2.  Thl.    Essen,  Büdeker.    1  Hk.  30  PI 

Logarithmen  a.  Antilogarilhmon.    Heidelberg,  Köster.    60  Pf. 

Ribi,  D.,  Aafgabeo  Ob.  d.  Eiern,  d.  Algebra.  4.  Uft.  4.  i 
Born,  Dalp.    50  Pf. 

Weisbach,  J.,  Taf.  d.  vielf.  Sinns  n.  Cosinns.  3.  Asg.  Berl 
Weidmann.    1  Mk. 

Arltluietlk,  Algebra  mai  reime  Analjtta. 

Winckicr,  A.,  ältere  a.  ncaero  Methoden  linearer  Diffcrcnti 
gleich,  durch  ciuf.  best  Integrale  anfznl.  Wien,  Holder.   3  Mk.  SO 


Englor,  W.,   d.  Geometrie  in  d.  Fortbitdangsschnlen.    Leipi 
L.  Senf.    2  Mk.  50  Pf. 


Kantor,  S.,  metr.  Formeln  f.  d.  Kegelschnittbüschel  m.  4  re- 
eilen  Grundpunkten.    Wien,  Gerold's  S.    30  Pf. 

Leesekamp,  A.,  d.  Element«  d.  ebenen  Geometrie.  Cassel, 
Bacmeister.    1  Mk.  80  Pf. 

Peschka,  G.  A.  V.,  element.  Beweis  d.  Pohlke'schen  Funda- 
roentalsatzes  d.  Axonometrie.    Wien,  Gerold's  S.    60  Pf. 

Reim,  H.,  Wie  müssen  zwei  project.  Punktfelder  auf  einander 
gelegt  werden,  damit  ontsprech.  congruente  Polygone  cyklisch  zu- 
sammen fallen?  Breslau,  Koebner.    1  Mk. 

Reye,  Th.,  synthet.  Geom.  d.  Kugel  u.  lin.  Kugelsyst.  Leipzig, 
Teubner.    2  Mk.  40  Pf. 

Schüler,  W.  F.,  n.  Theorie  d.  Imag.  in  d.  Functionsrechng. 
n.  d.  analyt.  Geometrie.    4.    München,  Th.  Ackermann.    4  Mk. 

Simon,  M.  u.  A.  Milinowski,  d.  Kegelschnitte.  2.  Abth. 
Berlin,  Calvary  &  Co.    1  Mk.  50  Pf. 

Speicker,  Th.,  Lehrbuch  d.  ebenen  Geometrie  m.  Uebungsatt%. 
14.  Afl.    Potsdam,  Stein.    2  Mk.  50  Pf. 

Villicus,  F.,  d.  Formenlehre  u.  Geometrie  in  Verbindung  m. 
d.  Geometralzeichn.    1.  u.  2.  Abth.    Wien,  Seidel  &  S.    2  Mk. 

Praktische  Geometrie,  Geodäsie« 

Baur,  F.,  Lehrb.  d.  niederen  Geodäsie.  3.  Afl.  Wien,  Brau- 
müller.   10  Mk. 

Choura,  J.,  Lehrb.  d.  Geometralzeichnens.  2.  Bd.  Darst.  Geo- 
metrie.   3.  Tbl.    Wien,  Seidel  <fe  S.    3  Mk. 

Verhandlungen  der  v.  4.  bis  8.  Septbr.  1878  in  Hamburg  verein, 
perman.  Commission  d.  europ.  Gradmessung,  red.  v.  G.  Bruhns  u. 
A.  Hirsch.    Berlin,  G.  Reimer.    8  Mk. 

Mechanik« 

Huber,  Ph.,  Mechanik.  4.  Afl.    Stuttgart,  Engelhorn.    6  Mk. 

Koppe,  H.,  d.  Jacob.  Multiplicator  f.  d.  Differentialgleich,  d. 
Mechanik.    Jena,  Neuenhahn.    1  Mk.  50  Pf. 

Schwirkus,  G.,  üb.  d.  Differentialgleichgn.  d.  rel.  Bewegg.  e. 
schweren  Punktes  auf  e.  rotir.  Curve.    Berlin,  Mayer  &  M.    1  Mk. 

Teelinik. 

Goodeve,  T.  M.,  u.  C.  P.  B.  Shelley,  d.  Messmaschine  v. 
Whitworth.  In  dtschr.  Bearbeitg.  v.  M.  Schröter.  Jena,  Costenoble. 
4  Mk. 

Prüsker,  A.,  d.  Tangentometer.   Wien,  Lehmann  &  W.    IMk. 

60  Pf. 


Rosenkranz,  P.  H.,  d.  Indicator  u.  s.  Anwendg.  3.  Afl.  6^- 
ÜD,  Gärtner.    4  Mk. 

Astronomie  und  Meteorologe. 

Diesterweg's,  A.,  popnl.  Himmelsk;  a.  astronom.  Geographie. 
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Jahrbuch,  Berliner  astronom.,  f.  1881  m.  Ephemeriden  d.  Pla- 
neten (1)  — (187)  f.  1879.  Red.  v.  W.  Förster  u.  F.  Tietjen. 
Berlin,  Dammler.    12  Mk. 

Jahrbücher  d.  k.  k.  Central- Anstalt  f.  Meteorologie  u.  Erdmagne- 
tismus.   J.  1876.    Neue  Folge.    13.  Bd.    Wien,  Braomüller.     6  Mk. 

Opelt,  0.  M.,  der  Mond.    Mit  1  Karte.    Leipzig,  Barth.  6Mk. 

Physiognomie  d.,  d.  Mondes.  Von  Asterios.  Nördlingen,  Beck. 
2  Mk. 

Sternfrennd's,  G.,  astronom.  Führer.  Allg.  Tbl.  München, 
Liter.-artist.  Anstalt    1  Mk. 

Yierteljahrsschrift  d.  astronom.  Gesellschaft.  Hrsg.  v.  E.  Schön- 
feld u.  A.  Winnccke.    14.  J.    1.  Hft    Leipzig,  Engelmann.  2Mk. 

Pfeil,  L.  Graf  v.,  komet.  Strömungen  auf  d.  Erdoberfläche. 
Berlin,  Hempel.    6  Mk. 
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Ballauf,  L.,  d.  Gmndlehren  d.  Physik.  2.  Lfg.  Langensalza, 
Beyer  &  S.    1  Mk. 

Crüger,  J.,  Grundzüge  d.  Physik.  19.  Afl.  Leipzig,  G.  W. 
Kömer.    2  Mk.  10  Pf. 

Riecke,  E.,  üb.  d.  ponderomotorische  Elementargesetz  d.  Elek- 
trodynamik.   Göttingen,  Dieterich.    2  Mk.  40  Pf. 

Riess,  P.  Tb.,  Abhandl.  z.  d.  Lehre  v.  d.  Reibungselektric 
2.  Bd.    Berlin,  Hirschwald.    5  Mk. 

Wrobel,  E.,  d.  Physik.    Rostock,  Werther.    2  Mk.  40  Pf. 

Wüllner,  A.,  Compend.  d.  Physik.  2  Bde.  Leipzig,  Teobncr. 
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Berichte  üb.  d.  Yerhandl.  d.  k.  sächs.  Gesellsch.  d.  Wies,  zo 
Leipzig.    Matb.-phys.  Gl.  1878.    Leipzig,  Hirzel.    1  Mk. 


Müller,  J.  B.,  Anleitg.  z.  Flächen-,  Körper-  u.  Festigkeits-Be- 
rechng.    Aarau,  Sauerläuder.    2  Mk. 

Sitzungsberichte  d.  math.-physik.  Cl.  der  k.  b.  Akad.  d.  Wissensch. 
zu  München.    1879.    1.  Hft.    München,  Franz.    1  Mk.  20  Pf. 

Sitzungsberichte  d.  k.  Akad.  d.  Wissensch.  Mathemat-uaturw. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Nicolans  Coppcrnicus  aus  Thorn  ttbor  die  Kreisbewegungen 
3r  Weltkörper.  Uebersetzt  und  mit  Anmerkungen  von  Dr.  C.  L. 
[enzzer.  Durchgesehen  und  mit  einem  Vorwort  von  Dr.  Moritz 
antor.  Herausgegeben  von  dem  Coppernicus- Verein  für  Wissen- 
;baft  und  Kunst  zu  Thorn.    Thorn  1879.    Ernst  Lambeck.    429  S. 

Bei  Gelegenheit  der  vierten  Säcularfeier  der  Geburt  von  Copper- 
icus  ist  diese  erste  deutsche  Uebersetzung  seines  Hauptwerks:  ,,De 
?volutionibus  orbium  caelcstium"  —  von  dem  genannten  Vorein  ver- 
Qstaltet  worden.  Was  durch  die  Ausgabe  geleistet  ist,  hat  die  Vor- 
lade eher  noch  zu  schwach  betont  als  übertrieben.  Wenn  dieselbe 
Igt :  „Man  erwarte  von  uns  keine  Auseinandersetzung  des  Zustandes 
er  Sternkunde,  wie  er  vor,  wie  er  nach  Coppernicus  sich  zeigte. 
iTir  mahnen  nur  an  die  Notwendigkeit,  dieser  Veränderung  eingedenk 
a  sein.  Wir  fordern  unsere  Leser  auf  sich  selbst  die  Frage  zu 
oantworton,  ob  ohne  Coppernicus  ein  Kepler,  ein  Galilei,  ein  Newton, 
in  Laplace,  ein  Gauss  möglich  gewesen  wären''  —  so  entspricht  dies 
er  Vorstellung,  als  liesse  sich  der  zu  einer  Zeit  stattfindende  Zu- 
tand  der  Astronomie  in  einen  Gedanken  zusammenfassen,  den  man 
ich  nur  zu  vergegenwärtigen  hätte,  und  den  eine  Vorrede  hätte  dar- 
igen können.  Durch  das  Werk  selbst,  dessen  Verständniss  die 
febersetzung  sehr  erleichtert,  ist  die  Epoche  in  der  Entwickelung 
er  Wissenschaft  in  reichster  Entfaltung  vor  Augen  gestellt-,  keine 
feschichte  vermöchte  sie  so  deutlich  zu  charakterisiren ,  als  sie  der 
icser  hier  charakterisirt  vorfindet.  So  leicht  es  auch  ist  anzugeben, 
ass  Coppernicus  die  Bewegung  der  Gestirne  durch  eine  dreifache 
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Bewegung  der  Erde,  die  Präcession  durch  eine  Bewegung  der  Erdaxe 
erklärte  (d.  h.  objectivirte),  und  welcher  Art  diese  Bewegung  war, 
so  bleiben  noch  soviel  Fragen  übrig,  zu  denen  er  sich  ohne  Kennt- 
niss  der  Mechanik  auf  die  verschiedenste  Art  verhalten  konnte,  dass 
ziemlich  das  ganze  Buch  dazu  gehört  darüber  Auskunft  zu  geben. 
Dem  Buche  geht  im  Original,  hier  in  deutscher  Sprache,  voraus  eine 
anonjrme  Vorrede  an  den  Leser  über  die  Hypothesen  dieses  Werkes; 
dann  ein  Brief  von  Nicolaus  Schonberg,  Cardinal  von  Capua,  an 
Nicolaus  Copemicus,  aus  Kom,  worin  er  diesen  ermuntert,  das  seit 
vielen  Jahren  fertige  Werk  zu  veröffentlichen ;  dann  die  Vorrede  von 
Nicolaus  Copemicus  zu  den  Büchern  der  Kreisbewegung  an  den 
Heiligsten  Herrn,  Papst  Paul  III.,  eine  Widmungsschrift,  in  welcher 
er  seine  Motive  ausspricht:  er  habe  gezweifelt,  ob  es  nicht  ratsamer 
sei,  gleich  Pythagoras  seine  Lehre  als  Geheimniss  im  engem  Kreise 
seiner  Bekannten  zu  behalten,  bis  er  sich  auf  Zureden  des  Carduials 
Schonberg  und  des  Bischofs  Tidcmann  Gicse  zur  Veröflfentlichnng  ent- 
schlossen habe;  dem  Papste  gegenüber  habe  er  sich  yielmdur  zu 
rechtfertigen,  dass  er  von  den  Lehren  der  Mathematiker  abgewichen 
sei,  diese  habe  er  verlassen  müssen,  weil  sie  unter  einander  nidit 
übereinstimmten,  und  aus  keiner  ihrer  Annahmen  etwas  Gewisses 
festzustellen  vermöchten,  was  unzweifelhaft  den  Erscheinungen  ent- 
spräche. Am  Schlüsse  hinzugefügt  sind  die  Anmerkungen  von  Menz- 
zer,  welche  sehr  reichhaltige  litterarische  Nachrichten  bezüglich  uf 
Stellen  des  Werks  geben.  Hauptsächlich  die  zweite  dieser  Anmer- 
kungen, welche  eine  Aeusscmug  von  A.  v.  Humboldt  dtirt,  giebt  An- 
lass  zu  constatiren,  dass  Coppernicus  nicht  beteiligt  ist  an  einer 
heutzutage  sehr  verbreiteten  Unklarheit,  die  sich  auch  in  Humboldfs 
Worten  verrät,  welche  uilmlich  in  der  veränderten  Weltanschannng 
einen  Glaubcnswechscl ,  die  Vcrtanschung  eines  Dogmas  mit  einen 
neuen  Dogma  sieht.  Es  wird  vvol  niemand  bestreiten,  obwol  es  oft 
ausser  Augen  gesetzt  wird,  dass  jeder  Punkt  im  Räume  und  jede 
Richtung  für  sich  gleich,  alle  Bewegung  nur  relativ  ist,  dass  der 
Mathematiker  volle  Freiheit  hat  sein  Coordinatcnsystom  zu  legen 
wie  er  will,  dass  es  sich  dabei  nie  um  eine  Wahrheit  handelt,  son- 
dern der  Erfolg  der  Rechnung  stets  allein  den  Vorzug  ausmacfaL 
und  dass  ohne  Hypothese  keine  Theorie,  kein  mathematischer  Sttz 
möglich  ist.  In  Bezug  auf  die  Theorie  des  Coppernicus,  welche  ran 
kinematisch  ist,  d.  h.  das  Kraftwirkungsgesetz  unbortüirt  lässt,  tritt 
dies  besonders  deutlich  hervor.  Sämmtliche  Aeusscmngcn  des  Cop- 
pernicus, sowol  im  Buche  wie  in  der  Widmungsschrift,  entsprcd» 
dem  Bewusstsciu  dieser  Relativität  und  sind  fern  von  jeder  Bn* 
mischung  eines  Glaubens  an  eine  absolute,  einzig  wahre  Basb  der 
Himmelskinematik.  Er  sagt  z.  B.,  es  sei  angemessener,  die  Etiiptä 
$vls  das  Grössere  zur  Basis  der  veränderlichen  Stellung  des  Aeqoaton 
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als  des  Kleinern  zu  nohmcn  als  umgekehrt,  ist  sich  demnach  der 
Freiheit  das  eine  wie  das  andre  zu  tun  hewusst.    Hierdurch  unter- 
scheidet er  sich  als  ein  Mann  der  exacten  Wissenschaft  von  dem  in 
der  Gewohnheit  befangenen  Laien,  der  nachdem  er  die  neue  Lehre 
aufgenommen  hat,  nur  die  Objecte  wechselt  und  in  der  neuen  An- 
schauung ebenso  befangen  bleibt;  aber  nicht  bloss  vom  Laien,  son- 
dern auch  vom  gleichdenkenden  Yolksbelehrer  und  kosmischen  Phan- 
tasten.    Anders   urteilt   Humboldt    über   Coppemicus;    er  will   ihn 
durchaus  zum  Verkünder  eines  neuen  Dogmas  machen.     Er  tadelt 
an  der  anonymen  Vorrede    (als  deren  Verfasser  Andreas  Oslander 
genannt  wird),  dass  sie  die  Aufstellung  der  planetarischen  Bewegung 
der  Erde  zu  einer  Hypothese   herabwürdigt,  was  im  Widerspruche 
mit  den  Worten  der  Zueignung  an  den  Papst  stehen  soll.    Es  ist 
gewiss  richtig,  dass  die  Tendenz  der  Vorrede  war,  Coppemicus  und 
sein  Werk  vor  priesterlicher  Verfolgung  zu  bewahren,  und  zwar  nicht 
nur,  weil  einer  der  letzten  Sätze  an  diese  Absicht  erinnert,  sondern 
auch  weil  der  betonte  Gegensatz  zwischen  Hypothese  und  Wahrheit 
keinen  klaren  Sinn  haben  würde,  wenn  nicht  letztere  auf  die  Kirchen- 
lehre hindeutete.     Allein  denselben  Gegensatz  macht  nun  Humboldt 
selbst:   Coppemicus  soll   die  Unbeweglichkeit  der  Sonne  nicht   als 
Hypothese,  sondern  als  Wahrheit,  d.  i.  als  Glaubenssatz  gelehrt  haben, 
so  dass  dann  seine  Lehre  wirklich  (wie  heutzutage  viele  logisch  be- 
schränkte Köpfe  meinen),  wo  nicht  mit  einer  Kirchenlehre,  doch  mit 
einem  von  den  Kirchenlehrern  geteilten  Glauben  im  Conflict  gewesen 
wäre.    Wie  Humboldt  so  etwas  aus  den  an  den  Papst  gerichteten 
Weiten  herauslesen  konnte,  ist  schwer  zu  begreifen.    Factisch  hat 
auch  Paul  IH.  keine  Ketzerei  darin  gefunden,  sondem  erst  spätere 
Päpste.    Was  die  Vorrede  sagt,  insbesondere  über  die  Tätigkeitsweise 
des  astronomischen  Forschers,  ist  zutreifond,  wenn  auch  einiges  wenige 
mehr  populär  als  exact  ausgedrückt  ist;  dass  der  Satz:  „wenn  er  die 
wahren  Ursachen  nicht  finden  kann^^  —  eigentlich  lauten  müsste: 
„weil  von  wahren  Ursachen  nicht  die  Rede  sein  kann"  —  ist  ohne 
Belang,  zumal  weil  nachher  deren  Entdeckung  als  Sache  des  Pro- 
pheten,  nicht  des  Forschers   bezeichnet  und   dadurch   die   frühere 
Aeussemng  corrigirt  wird.    Wenn  Coppemicus  nie  von  „Hypothesen" 
gesprochen  hat,    so  gilt  das   gleiche  auch   von  „Wahrheit".     Jede 
seiner  Aeusserungen  ist  objectiv  und  enthält  nur,  was  er  weiss,  nicht 
was  er  glaubt.    Möchten  doch  diejenigen,  welche  die  Unbeweglichkeit 
der  Sonne  als  eine  geglaubte  Wahrheit  ansehen  und  dem  Coppemicus 
vindiciren,  einmal  beachten,  welches  falsche  Dogma  sie  damit  auf- 
stellen und  demselben  zuschreiben,  wie  sie  innerhalb  des  zur  Sonne 
gehörigen  Körpersystems  die  Gesetze   der  Mechanik  umstossen  und 
ausserhalb    desselben    die   Möglichkeit   weitergehender    dynamischer 
Untersuchung  abschneiden.     Sofem   ein  der  Mechanik  des  Weltalls 
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genügender  ruhender  Punkt  ganz  unbekannt  ist,  sind  die  helio- 
centrische,  geocentrische  und  an  den  Horizont  gebundene  Betrach- 
tungsbasis in  gleichem  Falle:  jede  dient  ihrem  besondem  Zwecke, 
die  erste  zur  vorläufigen,  nachher  zu  conigirenden  Berechnung  der 
Planetenbewegnng,  die  letzte  zur  Auffassung  der  heimischen  Vorgänge 
und,  was  sie  wesentlich  voraus  hat,  zur  Erhaltung  der  unbedingt 
erforderlichen  Verbindung  mit  den  Tatsachen  der  Sinnlichkeit,  die 
wir  nur  zeitweilig  unterbrechen,  nie  aufgeben  können.  Demgemiüss 
ist  auch  die  tibliche  Ausdrucksweise  der  Astronomen  grösstenteils  der 
f^kopocentrischen,  statt  wie  man  envarten  sollte  der  heliocentriscben 
Anschauung  entnommen;  eins  ist  nicht  weniger  corrcct  als  das  andre, 
nur  die  Praxis  ist  massgebend.  Was  jenen  Verteidigern  des  Abso- 
luten in  der  Natur  vorschwebt^  ist  die  Anticipation  einer  einheitlich« 
umfassenden  Naturerklümng,  welche  in  der  Tat  den  Trieb  des  wahren 
Forschers  belebt  wesentliche,  nicht  rückgängig  zu  machende  Schritte 
in  der  Erklärung  zu  tun,  während  uelleicbt  das  Interesse  mancher 
Experimentatoren  nicht  über  zeitweilige  Verwertung  empirischer  Durch- 
schnittsresultate hinausgeht.  Dass  Coppemicus  mit  seiner  Aufstellung 
die  Ueberzeugung  von  einem  unabänderlichen  Fortschritt  verband, 
wird  niemand  bezweifeln,  und  läugnet  auch  jene  Vorrede  nicht  Der 
Verkehrtheit  aber  dies  subjective  Element  in  die  Wissenschaft  ein- 
zumischen hat  er  sich  nicht  schuldig  gemacht.  Hoppe. 


AI  Käfi  fil  Ilisab  (Genügendes  über  Arithmetik)  des  Abu  Bekr 
Muhammed  Ben  Alhuscin  Alkarkhi  nach  der  auf  der  Herzc^licb- 
Gothaischen  Sehlossbibliothek  belindlichen  Handschrift  bearbeitet  von 
Dr.  Adolf  Hoch  heim,  Professor.  H.  Mit  in  den  Text  eingedruck- 
ten Holzschnitten.    Halle  a.  S.  1870.    Louis  Ncbert.    4<>.    29  S, 

Was  den  ersten  Teil  und  das  Ganze  überhaupt  betrifft,  ist  'm 
249.  litt.  Bericht  p.  2.  gesagt.  Es  bleibt  nur  die  Fortsetzung  des 
Inhalts  hinzuzufügen.  Aufgaben  über  das  Verhältniss  (handeln  von 
Addition  der  Brüche,  approximativer  Verhältnissbestimmung  u.  s.  v.). 
Das  Verhältniss  zu  accordircnden  Zahlen  (Vielfachen  von  Primzahlen). 
Multiplication  einfacher  und  nicht  einfacher  Brüche  (die  Factorcn 
werden  erst  zu  einfachen  Biüchen  gemacht).  Die  Division  (voi 
Brüchen).  Multiplication  und  Division  der  Grade  und  ihrer  Teile 
(Minuten,  Secunden,  Tertien).  Ausziehung  der  Wurzel  (Regeln  gaw 
nach  heutigem  Verfahren,  auch  in  Betreff  der  Brüche).  Die  P^opo^ 
tionen.  Die  Gcschäftsrccbnung  (Regeldetri).  Messung.  Dieses  Ci- 
pitel  ist  besonders  reichhaltig;  es  wird  darin  die  Inhaltsberechnang 
einer  Anzahl  der  einfachem  Formen  von  geraden  Linien  und  Kreis- 
bogen begrenzter  ebener  Flächen ,  sowie  die  Längonberechnung  der 
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jchtecksdiagonale  umi  des  Kreises,  crstero  uach  Pythagoräischem 
jhrsatz,  letztere  durch  die  Verhältnisszahl  3|  in  Regeln  ohne  Be- 
ünduug  angegeben.  Bei  Begrenzung  durch  Kreisbogen  recurrirt 
3  Regel  auf  deren  bekannte  Länge  und  ist  theoretisch  genau. 

H. 


Fecst-Gave  van  het  wiskundig  Genootschap  te  Amsterdam 
der  de  Zinspreuk :  „Een  onvermoeide  Arbeid  Komt  Alles  to  Bovcn 
r  Gclcgenheid  der  Viering  van  zijn  honderdjarig  Bestaan.  Haarlem 
•79.    Joh.  Ensched^  en  Zonen.    Fol.    56  S. 


(( 


Zur   Feier  ihres    hunder^ährigen   Bestehens   hat   die   genannte 

nsterdamer  mathematische  Gesellschaft   zwei  aufgefundene  seltene 

erke  aufs  neue  drucken  lassen.    Das  eine,  gedruckt  1599  zu  Leiden, 

ir  ganz  unbekannt.    Es  ist  der  Bericht  einer  Commission  bestehend 

IS  J.  van  Hout  (Secretär  der  Stadt,  wolbekannt  in  der  Geschichte), 

F.  van  Merwen  (gleich  dem  Erstem  Professor  der  Mathematik 

i  der  Ingenieur-Schule,  welche  vom  Prinzen  Moritz  nach  dem  Pro- 

ct  von  Siraon-Stevin  mit  der  Leidener  Universität  verbunden  ward), 

udolf  van  Ceuleu  (bekannt  durch  seine  Arbeiten  über  die  ap- 

oximative   Rectitication   des   Kreises),   M.  M intens  (Schullehrer) 

id  Jan  Pietersz.  Dou  (Feldmesser  von  grossem  Rufe).    Es  han- 

5lt  vom  jährlich    und  täglich  discontirten  Werte  der  Hypotheken, 

st  nach  gewöhnlichen,  dann  nach  zusammengesetzten  Zinsen.    Es 

iden   sich   darin  mehrere  interessante  Bemerkungen,  unter  andern 

m  Simon  Stevin  über  die  Rechnung  mit  Decimalbrtichen.    Die  zweite 

:hrift  ist  nicht  weniger  bemerkenswert.    Es  ist  ein  Bericht  des  ge- 

hrten  Staatsrats  Johan  de  Witt  über  die  Ausgabe  lebenslänglicher 

3nten  von  Seiten  der  General  Staaten.     Diesen  Bericht  findet  man 

var  abgedruckt  in  den  Resolutionen  der  Genoralstaaten;  allein  die 

lYon  genommenen  äO  Abzüge  waren  in  kurzem  so  selten,  dass  selbst 

e  gelehrten  Zeitgenossen  sich  keine  Exemplare  verschaffen  konnten. 

3  enthält  die  Discussion  einiger  Gesetze   der  Wahrscheinlichkeits- 

chnung,  soweit  sie  für  die  geiiaunte  Anwendung  notwendig  sind, 

id  den  ersten,  obwol  ziemlich  rohen  Entwurf  eines  Sterblichkeits- 

'setzes.     Die  Herren  Johannes  Enschede  u.  Söhne,  Eigentümer  der 

teu  holländischen  Typen,  haben  Lettern  gleich  denen  in  den  Origi- 

ilen  hergestellt,  so  dass  der  Neudruck  fast  als  Facsimile  erscheint. 

er  Vorsitzende  der  Gesellschaft,  Dr.  D.  Bierens  de  Haan,  (aus  des- 

n  Bcgleitschrift  Leiden,  März  1879.  das  Vorstehende   entnommen 

t.)  hat  alle  Mühe  darauf  verwandt  den  Text  unter  bibliographischem 

osichtspunkt,  also  mit  unveränderter  Beibehaltung  der  sehr  wenigen 

id  unbedeutenden  Druckfehler,  treu  wiederzugeben. 

H. 
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Bullettino  di  bibliografia  c  di  storia  delle  scicnze  raatematiche  c 
ßsicbo  pubblicato  da  B.  Boncompagni,  Socio  ordinario  dell*  Acct- 
dcmia  Pontiiicia  do'  Nuovi  Lincei,  Socio  corrispondente  doli'  Acca- 
demia  dello  scieuze  dcU*  Istituto  di  Bologna,  delle  R  Accademie  ddle 
scicnze  di  Torino,  e  di  scienzc,  lettere  e  arü  di  Modcna  e  Sodo 
ordinario  della  R«  Accademia  delle  scienze  di  Berliuo.  Tomo  XU. 
Roma  1879.    Tipografia  delle  scienze  matematicbe  e  fisiche. 

Der  Inhalt  der  3  ersten  Hefte  ist  folgender. 

Antonio  Favaro:  Ueber  das  Leben  und  die  Werke  TonPros- 
docimo  de'  Beldomandi,  Paduaniscbem  Mathematiker  des  15.  Jahr- 
hunderts. 

Ein  Publicationsverzeichniss  ist  im  2.  Hefte.  H. 


Deux  lettres  inddites  de  Joseph -Louis  Lagrango  tir6es  do  la 
biblioth^que  royale  de  Berlin  (collectiou  Meusebach,  portefenille 
Nr.  21.  et  collectiou  Radowitz,  Nr.  4952.)  et  publikes  par  B.  Bon- 
compagni.   Berlin  1878.    Impr.  de  Gustav  Schade. 

Lettera  inedita  di  Giuseppe  Luigi  Lagrange  tratta  dalla  biblioteci 
universitaria  di  Bologna  (correspondenza  Canterzani,  MSS.  N.  2096. 
scatola  IV.)  o  pubblicata  da  B.  Boncompagni.  Firenze  1879. 
Calcografia  e  litografia  Achille  Paris. 

Intorno  due  lettere  del  Lagrange  pubblicato  da  B.  Boncom- 
pagni (estr.  dagli  Atti  della  Reale  Accademia  deUe  Scienze  di  Toiino. 
Vol.  XIV.    Adun.  d.  23  febbr.  1879.). 

Wir  geben  zum  Schluss  den  Wortlaut  der  3  photolithographirten 
Briefe,  vorher  den  Bericht  über  die  Schrift,  mit  welcher  Crcnocchi 
die  Ueberreichung  der  vom  Fürsten  Boncompagni  an  die  Turiner 
Akademie  gesandten  erstem  2  Briefe  des  Begründers  der  Akadcxnk 
begleitet,  sofern  sie  einige  nähere  Nachrichten  über  dieselben  ent- 
halten. 

„  .  .  .  Einer  der  Briefe  ist  unterschrieben  L.  G.  und  hat  das 
Datum  Paris  25  Schueemonat  Jahr  IX.  aber  keine  Adresse,  der  andre 
aus  Berlin,  unterschrieben  De  la  Grange,  ist  adressirt  an  Lapiace. 
Im  ersten  dankt  L.  dem,  welchen  er  mein  lieber  Correspondent  nennt, 
für  die  Zusendung  eines  Bandes  von  der  Petersburger  Akademie  mit 
der  Erklärung,  dass  er  den  Preis  bezahlt  und  gebeten  hat  ihn  voa 
Hand  zu  Hand  zu  befördern.  Er  dankt  ihm  ferner  für  verschiedene 
Geschenke,  besonders  für  das  Werk  von  Denina  über  Piemont,  und 
fügt  hinzu:  Ich  bitte  mich  seinem  Andenken  und  seiner  Freundschaft 
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ZU   empfcblon.     Damit  verbunden  ist  der  Dank  seiner  Frau  für  den 
schönen  Roman,  welchen  er  ihr  geschickt  hat,  eins  der  besten  Er- 
zeugnisse von  Frau  de  Genlis,  und  die  Ankündigung  eines  kleineu 
Geschenks,  welches   sie  als  Austausch  der  Frau  de  la  Garde   hat 
schicken  wollen.     Der  letztere  Umstand  brachte  Genocchi  auf  den 
Gedanken,  jener  Correspondont  von  L.  möchte  ein  Berliner  Buch- 
händler oder  Buchdrucker  de  la  Garde  sein,   eine  Vermutung  die 
noch  bestärkt  ward  durch  die  Bemerkung,  dass  das  Werk  von  Denina 
betitelt  Geschichte  Piemouts  und   der   übrigen  Staaten   des  Königs 
von  Sardinien,  übersetzt  ins  Deutsche  von  Friedrich  Strass  aus  ita- 
lienischem Manuscript,   zu  Berlin  in  3  Bänden  von  1800  bis  1805 
gedruckt  ward  bei  F.  T.  La  Garde.    Es  muss  bemerkt  werden,  dass 
Denina  1782  nach  Berlin  gieng,  bis  1804  in  Deutschland  blieb,  dann 
sich  nach  Paris  begab  und  den  5.  December  1814   daselbst  starb; 
femer  dass  der  Roman  der  Frau  de  Gculis  betitelt  „Les  meres  riva- 
les  ou  la  Calomnie^^  1800  zu  Paris  und  Berlin  in  mehrern  Ausgaben 
gedruckt  ward.    Dadurch  wird  es  wahrscheinlich,  dass  sich  der  Brief 
von  L.  auf  diese  beiden  Werke  bezieht.    Noch  andre  Argumente  für 
die  genannte  Adresse  wurden  dem  Fürsten  Boncompagni  vom  Secre- 
tär  der  Berliner  Königlichen  Bibliothek,  Dr.  Julius  Jochens,  angezeigt : 
1)  Die  Schriftzügo  eines  authographen  Briefes  von  Lagarde,  der  sich 
auf  jener  Bibliothek  befindet,  sind  gleich  denen  eines  bekannten  Ma- 
nuseripts,  welches  dem  Briefe  von  Lagrange  vorausgeht,   und  worin 
der  Autor  versichert  den  21.  März  1801  geantwortet  zu  haben;  auch 
die  Dinto  ist  dieselbe.     2)  In  den  Archiven  der  Berliner  Akademie 
finden  sich  Anzeigen,  aus  denen  erhellt,  dass  Lagarde  von  Herrn 
Formey    und    andern    Akademikern    verschiedene    Aufträge    erhielt. 
Ueberdies  beweist  ein  von  Herrn  Jochens  dem  Fürsten  Boncompagni 
mitgeteiltes  officielles  Document,   dass  der  genannte  Lagarde  hiess 
Franz  Theodor  De  La  Garde  und  den  3.  Juli  1824  in  Charlottenburg 
starb.    L.  bat  ferner  um  Uebersendung  einer  Geschichte  der  Mathe- 
matik von  Kcstener.    Ohne  Zweifel  meinte  er  die  von  A.  G.  Kaestner, 
gedruckt  zu  Göttingen  in  4  Bänden  von  1796  bis  1800.    üeber  die 
von  Montucla  gab  er  folgendes  Urteil :  „Ich  habe  keine  zu  gute  Vor- 
stellung vom  2.  Teile  der  Geschichte  von  M.,  welche  unter  der  Presse 
ist    Ich  ghiube,  dass  der  Gegenstand  die  Kräfte  des  Verfassers  über- 
steigt; ich  spreche  von  dem  Teile,  welcher  vom  Fortschritt  der  Ma- 
thematik im  eben  vergangenen  Jahrhundert  handelt;  denn  der  bereits 
bekannte  Teil  lässt  wie  mir  scheint  wenig  zu  wünschen  übrig.    Das 
Manuscript  ist  glaube  ich  geschlossen,  wenigstens  weiss  ich  von  nie- 
mandem der  mit  der  Fortsetzung  beauftragt  wäre.    Lalande  besorgt 
den  Druck,  aber  er  ist  nicht  im  Stande  das  Fehlende  zu  ergänzen." 
In    demselben   Briefe    erfreute    sich    L.    der  Ankunft   eines   Herrn 
de  Lucchesini,  welcher  ihm  Nachrichten  von  Berlin  gebracht  und 
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manche  teuere  Erinnerangen  erneuert  hatte:  er  hatte  sich  erboten 
sein  Paket  durch  einen  seiner  Courriere  zu  befördern.    Dieser  mass 
der  berühmte  Diplomat  sein,  Marchese  Girolamo  Lucchesini,  geboren 
1752  zu  Lucca,  gestorben  den  19.  October  1825  zu  Florenz,  welcher 
Preussen  als  Bevollmächtigter  Minister  diente  und  sich  1801  und  1802 
in  Paris  befand  um   mit  dem  Ersten  Consul  einen  Vertrag  zu  ver- 
handeln.   Der  andre,  an  Laplace  gerichtete,  Brief  hat  kein  Datnm. 
Darauf  steht  eine  kleine  Anmerkung  von  Humboldt,  welcher  erklärt 
den  Brief  zum  Geschenk  von  der  Marquiso  de  Laplace  (Paris,  Januar 
1843)  empfangen  zu  haben.    Lagrange  sagte  darin,  er  habe  die  Ab- 
handlung von  Laplace  „Sur  Ics  approximations'^  erhalten,  und  sende 
ihm  den  zum  Druck  in  diesem  Jahre  fertigen  2.  Teil  einer  eigenen 
Arbeit,  deren  1.  Teil  Laplace  bereits  empfangen  hatte.    Der  Fttrst 
Boncompagni  denkt,  dass  jene  Abhandlung  von  Laplace  diejenige  sei, 
welche  auf  den  Seiten  1  bis  88  des  Bandes  Histoire  de  l'AcadWe 
Royale  des  Sciences,  ann^e  1782,  enthalten  und  1785  zu  Paris  ge- 
druckt ist,  und  zwar  mit  dem  Titel  „Memoire  sur  les  approximations 
des  formules  qui  sont  fonctions  de  tr^s-grands  nombres^^;  und  dass 
die  Arbeit  von   Lagrange  sei   die  Theorie  des  variations  s^cnUures 
des  Clements  des  planstes ,  publicirt  in  den  Nouveaux  M^moires  de 
TAcad^mie  Royale  des   Sciences,  1.  Teil  ann6e  1781  (Berlin  1783), 
2.  Teil  ann^e  1782  (Berlin  1784).    Das  ist  nur  Genocchi's  Meinung; 
es  würde  daraus  hervorgehen,  dass  der  Brief  von  Lagrange  an  La- 
place von  keinem  frühem  Jahre  als   1782  und  wahrscheinlich  von 
1784  ist.    In  einem  Postscriptum  liest  man :  Ich  füge  zu  diesem  Paket 
die  3  Bände  des  deutscheu  Werkes  von  Susmilch  über  die  Sterblich- 
keiten.   Dieses  Werk  ist  von  Johann  Peter  Süssmilch,  geboren  1708 
zu  Berlin,  gestorben  den  17.  März  1767,  und  zwar  betitelt:  Die  göU- 
liche  Ordnung  in  den  Veränderungen  des  menschlichen  (jeschlechts, 
ward  gedruckt  in  den  Jahren  1742,  1761,  1765  und  1775,  es  sind 
darin  berechnet  die  Sterblichkeiten,   das  Verhältniss  der  Ehen  und 
Geburten  zur  Bevölkerung,  die  Unterschiede  der  Sterblichkeit  in  den 
grossen  Städten,  Marktflecken  und  auf  dem  Lande  (s.  Biographie  uni- 
verselle).     Süssmilch  wird  von  Laplace  erwähnt  in  seiner  Theorie 
analytiquc  des  probabilites  (2.  Ausg.  Paris  1814.  Introduction ,  pag. 
CHI.)  unter  andern  Gelehrten,  welche  eine  grosse  Anzahl  wertvoller 
Angaben   über  Bevölkerung,  Geburten,  Ehen  und  Sterblichkeit  in- 
sammeugestellt  haben.    Lacroix  hat  die  Sterblichkeitstafelu  für  Wien 
und  Berlin,  zusammengestellt  von  Süssmilch,   citirt  in  seinem  Traite 
61cmentaire  du  calcul  des  probabilites  (Paris  1816,  p.  177).    Gcnocdri 
schliesst  seine  Mitteilung  mit  der  Ankündigung,  dass  der  Fürst  Bon- 
compagni ein  Facsimile  des  ganzen  Manuscripts  hat  ausführen  lassen, 
welches  sich  in  der  Bibliothek  des  Herzogs  von  Genua  befindet  mti 
die  Prineipien  der  höhern  Analysis,  dictirt  von  Lagrange  an  den 
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öniglichen  Artillcrieschulon ,  enthält,  und  das  nach  Erlangung  der 
otwendigcn  Zustimmung  zur  Publication  mittelst  der  zu  Rom  in 
mem  Besitz  befindlichen  Presse  bestimmt  ist  H. 

Paris  lo  15  Janv.  1801 

Paris  ce  25  nivose  en  9. 

Lagrange 

Monsieur  rcp.  ic  ai  mars  isöi 

J'ai  rc^u,  mon  eher  Correspondant,  avec  autant  de  plaisir  que 
e  reconnaissance  votre  demiöro  lettre  et  le  paquet  que  Duprat  m*a 
Wfoji  de  Totre  part.  Je  lui  ai  remis  aussitot  les  28ff  du  prix  du 
(dorne  X^^  de  Petersbourg.  Je  vous  prie  instamment  de  ne  pas 
^liger  de  me  faire  passer  les  suivants  h  mesure  qu'ils  paraitront, 
insi  que  ceux  de  Berlin  dont  le  dcrnier,  que  j'ai,  est  celui  de 
794 — 95  qui  a  paru  en  1799.  Je  vous  remercie  des  differcns  ca- 
eaux  que  vous  avez  bien  voulu  me  faire  et  en  particulier  de  Tou- 
rage  de  Denina  sur  le  Piemont  que  je  lis  avec  d'autant  plus  de 
lalsir  que  je  me  suis  depuis  quelque  tems  un  peu  adonn6  k  Thistoire. 
e  Yous  prie  de  me  rappeller  k  son  souvenir  et  ä  sou  amitie.  Ma 
nnme  Joint  ses  remercimens  aux  miens  pour  le  beau  roman  que 
(ms  lui  avez  envoy^;  c'est  en  efifet  une  des  meilleures  productious 
e  M"^  de  Genlis;  il  est  gen^ralement  estim6  ici,  et  on  en  a  dejä 
lit  une  ou  deux  ^ditions.  Elle  a  voulu  profiter  d'un  envoi  quo 
"ochs  avait  ä  vous  faire  pour  euvoyer  ä  son  tour  une  bagatelle  ä 
[■•  de  la  Garde,  c'est  un  bonuot  d'hiver  en  turban  suivant  la 
ermire  mode;  j'esp^re  que  la  boite  arrivera  en  bon  6tat  et  avant 
)  pnntems.  Elle  a  du  partir  il  y  a  d^jä  quelques  jours.  J'ai  mis 
aüB  la  m§me  boite  un  petit  paquet  cachet^  qui  m'a  6t£  remis  par 
*ouin  ä  qui  je  Tavait  demand^  coutenant  des  grains  du  chanvre  de 
I  Chine  avec  une  petite  Instruction  sur  la  mani^re  de  les  semer; 
3  n'ai  pu  les  avoir  plutot;  mais  elles  vous  seraient  parvenus  plus 
romptement  si  la  boite  n'^tait  pas  ^te  partie  lorsque  M.  Lucchesini 
i'offirit  de  vous  faire  passer  mon  paquet  par  un  de  ses  courriers. 
e  profiterai  de  ses  bont^s  pour  un  autre  envoi.  Je  n'ai  pas  une 
rop  bonne  id^e  de  la  seconde  partie  de  l'Histoire  de  Montucla  qui 
Bt  80U8  presse.  Je  crois  que  la  matiere  etait  au  dessus  des  forces 
e  l'auteur;  je  parle  de  la  partie  qui  traite  du  progr^s  des  math6- 
latiques  dans  le  si^cle  qui  vient  de  s'^couler;  car  pour  la  partie 
6jä  connu,  il  me  semble  eile  laisse  bien  peu  ä  souhaiter.  Le  ma- 
uscrit  est  je  crois  achev6,  du  moius  je  ne  sache  personne  qui  seit 
hargd  de  le  continuer.  Lalande  a  sein  de  Timpression;  mais  il  n'est 
as  en  ^tat  de  suppleer  ce  qui  peut  manquer.  II  me  semble  avoir 
1  quelque  part  que  Kestener  avait  donn^  une  histoire  des  math^ma- 
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tiquos.  Si  vous  eu  connaissez  une  de  lai,  je  vous  serais  infimineDt 
oblig6  de  mo  la  faire  parvenir  k  votre  commodite.  L'arrivee  de 
M.  Lucchcsini  m'a  fait  an  bien  grand  plaisir.  11  in'a  douu6  des  noa- 
veUcs  de  tont  ce  qui  m'int^resso  ä  Berlin  et  a  renouvelM  des  Souve- 
nirs qui  me  sont  bien  cbers.  «Tesp^re  que  nons  pouvons  neos  voir 
plus  souvent  lorsque  les  affaires  lui  permettront  plus  de  loisir;  mais 
Oct  avantage  ne  diminuera  jamais  ricn  du  prix  que  j'attachc  ä  la 
corrcspondance  dont  vous  m'honorez,  et  que  je  vous  prie  de  vonloir 
bien  mo  continuer.  Je  vous  offre  de  mon  cöte  Thommage  sincero 
des  sentiments  par  Icsquels  je  vous  suis  attach6  aiusi  que  lo  desir 
de  trouver  des  occasions  de  vous  en  donner  des  preuves. 

L.  G. 


Lettre  de  M.  de  la  Orange  k  M.  Laplace  öcrite  de  Berlin. 
EUe  m'a  <5td  donnde  par  Mad.  la  Marqnise  de  Lapltcc 
Ol  Paris,  Janv.  1843) 

A.  Humboldt. 

Je  viens  de  recevoir,  mon  ober  et  illustre  Confr^re,  votre  Me- 
moire sur  les  approximations ;  je  n'ai  pu  encore  lo  lire,  mais  il  mo 
parait  bien  profond  comme  tout  ce  que  vous  faites,  et  je  me  proposc 
de  r^tudier  ä  loisir.  Je  voulais  me  dispenser  de  vous  envoyer  co 
que  j'ai  fait  imprimer  cette  ann6e,  comme  ne  contenant  rieu  de 
piquant  pour  vous;  mais  puisque  vous  avez  re^u  la  premi^re  partie 
de  ce  travail  je  crois  devoir  vous  en  präsenter  aussi  la  seconde. 
Je  ne  vous  offrirai  ddsormais  que  ce  que  j*aurai  de  moins  indigne 
de  votre  attention.  Agr^ez  en  memo  temps  les  assurances  de  tons 
les  sentimqps  que  je  vous  ai  vou^s  et  avec  lesquels  je  serai  tootc 

ma  vie 

Votre  trte  buroble 

Je  joins  k  ce  paquet  les  trois  et  tres  obeissant  serv. 

volumes  de  Fouvrage  allemand  de  la  Grange 

de  Susmilch  sur  les  mortalit^s,  dont 

M.  Brak  n'avait  pu  se  charger. 


Monsieur 

L'adoption  que  Votre  illustre  Academie  a  daigue  faire  de  inoi 
est  une  faveur  qui  mo  p^n^tre  autant  qu'elle  m'houore,  et  dont  je 
suis  d'autant  plus  reconnaissaut  que  je  ne  Tai  point  sollicite.  Jo 
vous  prie,  Monsieur,  de  vouloir  bien  tcmoigner  ä  cetto  celt^bre  Com- 
pagnie  combieu  jo  suis  sensible  k  la  distinction  flatteuse  qu*elle  vient 
de  m'avouer  et  combien  je  d^sire  de  pouvoir  m'en  rendre  digne.   Si 
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je  pouvais  mo  flatter  qu'clle  voulil^t  bion  rccevoir  avec  indnlgouce 
qnelqa'un  de  mos  faiblcs  travaux,  je  me  ferais  an  devoir  de  loi  en 
faire  hommage ;  cn  attendant  je  la  supplie  d'agr^er  celui  des  vifs  et 
profonds  sentiments,  dont  mon  ame  est  remplie  dans  ce  moment,  et 
qni  sont  au  dcssus  de  tous  les  termes  que  je  poorrais  employer  pour 
les  exprimer.  Je  suis  enchante  d'avoir  fait  la  connaissanee  d'une 
personne  de  votre  merite,  et  je  tacberai  de  mon  cot6  de  la  cultiver 
comme  une  de  Celles  qui  peuvent  ro'honorer  le  plus,  et  que  je  dois 
£tre  le  plus  jaloux  de  conserver.  Je  vous  demande  comme  la  grace 
la  plus  flatteuse  de  me  procurer  des  occasions  de  vous  servir,  et  de 
▼008  donner  des  preuves  de  la  baute  estime  et  de  l'extreme  consi- 
ddration  avec  laquelle  j'ai  l'bonneur  d*etre 

Monsieur 

k  Berlin  ce  6  Votre  tr^s  humble  et  tr^s 

avril  1773.  obeissant  serviteur 

de  la  Grange. 

Auf  dem  abgebildeten  Couvert  steht: 

'A  Monsieur 

Monsieur  Canterzani  Secrctairo  de  TAcademie  de 
rinstitut  de  Bologne 

k  Bologne. 


Mathematische 
und  physikalische  BibliogTaphie, 

CXLVIJL 


(beschichte  der  Mathenrntik  und  Physik. 

Copperuicus,  N.,  üb.  d.  Kjrcisbewcg.  d.  Weltkörpor.  ücbcK. 
u.  in.  Auincrkgn.  v.  C.  L.  Menzzer.    Thoru,  Lambeek.    12  Mk. 

Fortschritte,  d.,  d.  Thysik  im  J.  1874.  30.  J.  Red.  v.  B.  Schwalbe 
u.  Necseu.    2.  Abth.    Berlin,  G.  Reimer.    15  Mk.  75  Pf. 

Giesing,  J.,  Stifels  arithmetica  integra.  Dobeln,  Schmidt. 
1  Mk.  75  Pf. 

Jahrbuch  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathcm.,    hi-sg.  v.  C.  Ohrtmann. 

F.  Müller,  A.  Wangcrin.    9.  Bd.    Jahrg.  1Ö77.    1.  Ilft    Bcrhu, 

G.  Reimer.     7  Mk. 

Reu  seh,  F.  H.,  d.  Process  Galilei's  u.  d.  Jesuiten.  Bonn,  Wckr. 
10  Mk. 

Methode  und  Principien. 

Iseukrahe,  C,  d.  Räthsel  v.  d.  Schwerkraft.  Brauuschwcig. 
Yieweg  <fe  S.    -4  Mk. 

Lehrhfleher  9  Sammlungen  und  Tabellen. 

Fuhrmann,  A.,  Aufg.  aus  d.  analyt.  Mechau.  1.  ThL  2.  Afl. 
Leipzig,  Teubuer.     2  Mk.  40  Pf. 

Fuss,  K.,  Sammig.  v.  Aufgaben  aus  d.  allgem.  Arithmetik  n. 
Algebra.    Nürnberg,  Korn.    1  Mk.  20  Pf. 

Pctrick,  C.  L.,  Multiplicatious-Tab.  geprüft  m.  iL  Thomas sihcu 
Rechenmaschine.     1—4.  Lfg.    Fol.    Li.,  Meyer,    ä  3  Mk. 

Rcidt,  F.,  d.  Elemente  d.  Mathematik.  1.  u.  2,  Thl.  3.  Ali. 
Bcriin,  Grotc.    3  Mk. 

Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Knirr,  J.,  Elemente  d.  allg.  Arithmetik  f.  die  3.  u.  4.  Cl.  Wicu. 
Holder.    1  Mk.  50  Pf. 
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Odstrcil,  J.,  R.  Anleitg.  z.  Rechnen  m.  d.  Hamilton'schen  Qoa- 
ternionen.    Holle,  Nebert.    2  Mk.  25  Pf. 

Schlömilch,  0.,  Compend.  d.  höh.  Analysie.  2.  Bd.  3.  Afl. 
ßrannschwcig,  Vieweg  &  S.    9  Mk. 

Studni«'ka,  F.  J.,  Lehrb.  d.  Algebra.  Prag,  Calve.  2Mk.40Pf. 

Thomao,  J.,  üb.  e.  spec.  Kl.  Abel'schcr  Functionen  v.  Ge- 
schlecht 3.    Halle,  KeberL    4  Mk.  50  Pf. 

Wcnck,  J.,  d.  graph.  Arithmetik.    Berlin,  Nicolai.    3  Mk. 

Zffickf,  M.,  Leitfaden  f.  d.  Elemente  d.  Algebra.  3.Hft.  4.Ati. 
Bern,  Dalp.    65  Pf. 

Ueouietrle. 

Amesedcr,  A.,  üb.  rationale  Cnrven  4.  Ordnung.  Wien,  Oe- 
rold's  S.    20  Pf. 

Corrodi,  A.,  Lcitf.  z.  Darstellg.  geometr.  Grundformen.  Zflrich, 
SchnltheBs.    1  Mk.  20  Pf. 

Dostor,  G-,  nouv.  determin.  analyt  des  foyera  ot  directrices 
dans  IcB  secttons  con.    Leipzig,  Koch.    1  Mk.  60  Pf. 

Elb,  0.,  Taschenbuch  z.  Abstecken  v.  Kreisbögen.  Wilhelms- 
hafen,  Schmidt    2  Mk. 

Genau,  A.,  Leitf.  d.  dement.  Geometrie.  2.  Afl.  Büren,  Fried- 
länder.    2  Mk. 

Kayscr,  K.,  Leitfaden  d.  Raum-  u.  Formenlehre.  2.  Afl.  Han- 
nover, Meyer.    1  Mk. 

Liudemann,  F.,  Untersuchgn.  tlb.  d.  Rtemaun-Roch'schon  Satz. 
Leipzig,  Teuhner.     1  Mk. 

Meyer,  H.,  üb.  d,  v.  ger.  Liuieu  u.  v.  Kegelachn.  gebild.  Schaaren 
V.  Isothermen.    GOttingen,  Vandenhoeck  <&  R.    5  Mk. 

Nerling,  W.,  Lehrb.  d.  eb.  Geometrie.  3.  Afl.  Dorpat,  Schna- 
kenburg.   2  Mk. 

Weller,  F.,  method.  Lehrbuch  d.  Geometrie.  Aarau,  Sauer- 
länder.   2  Mk.  20  Pf. 

Trigonometrie. 

Kerling,  W.,  Lehrb.  d.  eh.  Trigonometrie.  3.  Afl.  Dorpat, 
Scbnakenhurg.    2  Mk. 

Praktische  Geometrie,  Geodlaie. 

Taschenbuch  d.  pract  Geom.,  hrsg.  v.  Ing.-Ver.  am  Polytechn. 
2.  Afl.    Stuttgart,  Wittwer.    5  Mk. 

Verhandlungen  d.  v.  4.  bis  8.  Septbr.  in  Hamb.  verein,  permau. 
Commiasion  d.  Europ.  Gradmessung,  red.  v.  C.  Bruhns,  A.  Hirsch. 
Berlin,  G.  Reimer.    8  Mk. 


Meeluuük« 

Schell,  W.,  Theorie  d.  Bewegg.  u.  d.  Kräfte.  1.  Bd.  2.  Afl. 
I^eipzig,  Tcubner.    10  Mk. 

Astronomie  und  Meteorologie. 

Annalen  d.  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  3.  Folge.  27.  Bd.  J.  1B77. 
Wien,  Wallishansser.    11  Mk. 

Beobachtungen  d.  metcorolog.  Stationen  im  K.  Bayern.  Hrsg.  r. 
W.  V.  Bezold  u.  C.  Lang.  1.  J.  1879.  1.  Hft.  München,  TL 
Ackermann,    prcplt.  18  Mk. 

Diesterweg's,  A.,  popnl.  Himmelsknnde ,  hrsg.  v.  F.  a.  C. 
Strübing.    10.  Afl.    2—4.  Lfg.    Berlin,  Enslin.    ä  1  Mk. 

Lersch,  B.  M.,  d.  Zahlenverhlltn.  d.  Planetensystems  q.  d. 
Atomgewichte.    Leipzig,  Mayer.    1  Mk.  20  Pf. 

Nachrichten,  astronom.  Hrsg.:  C.  A.  F.  Peters.  95. Bd.  Nr.  1. 
(Nr.  2257.)    Hamburg,  Mauke,    prcplt    15  Mk. 

Repertoriom  f.  Meteorologie,  hrsg.  y.  d.  kais.  Akad-  d.  Wisscnsch. 
Red.  V.  H.  Wild.    6.  Bd.    1.  Hft.    Leipzig,  Voss.    7Mk.70Pf: 

Schmick,  J.  H.,  Sonne  and  Mond  als  Motoren  u.  Anordncr  d. 
Tcrschiebb.  Erdstoffe.    Köhi,  Lengfeld.    1  Mk.  20  Mk. 

VierteUahrsschrift  d.  astronom.  Gesellschaft.  Hrsg.  v.  £.  Schön- 
feld n.  A.  Winnecke.    14.  J.    2.  Hft.    Leipzig,  Eugelmann.  2  ML 

Vodnsek,  M.,  n.  Methode  f.  d.  Berechn.  d.  Sonnen-  q.  Mond- 
parallaxe.   Laibach,  v.  Eleinma^T  &  B.    1  Mk. 

Physik. 

Abhandlangen,  physikal.  d.  k.  Akad.  d.  WLss.  A.  d.  J.  1878.  4. 
Berlin,  DOmmler.    2  Mk.  50  Pf. 

Ballauf,  L.,  d.  Grandlehren  d.  Physik.  3.  Lfg.  Langensabar 
Beyer  &  S.    1  Mk. 

Baenitz,  C,  Lehrb.  d.  Physik.  7.  Afl.  Berlin,  Stubenranch. 
2  Mk. 

Gackeisen,  A.,  Lehrb.  d.  Physik.    Cöln,  Ahn.    :^  Mk. 

Repertoriam  f.  Experimental-Physik.  Hrsg.  v.  P.  Carl.  15. Bd. 
Supplement.    München,  Oldenbonrg.    1  Mk.  80  Pf. 

Schcffler,  II.,  Wärme  a.  Elastizität.    Leipzig,  Förster.   5Mk. 

Termisehte  SdiriflMu 

Abhandlangen,  mathemat.,  d.  k.  Akad.  d.  Wiss.  zu  Berlin.  A.  d. 
J.  1878.    4.    Berlin,  Dümmler.   6  Mk. 


Annalen,  matbemat.  Hrsg.  v.  F.  Klein  u.  A.  Mayer.  15.  Bd. 
(4  Hfte.).    1.  Hft.    Leipzig,  Teubner.    prcplt.    20  Mk. 

Denkscbriften  d.  k.  Akademie  d.  Wiss.  Matbemat  -  naturw.  Cl. 
39.  Bd.    Wien,  Gerold's  S.    42  Mk. 

Rinecker,  F.,  d.  logaritb.  Recbenscbieber.    Würzburg,  Stuber. 

2  Mk. 

Sitzungsberichte  d.  k.  Akademie  d.  Wissenschaften.  Mathomatisch- 
naturw.  Cl.     1.  Abth.     J.  1878.     8—10.  Hft.     Wien,    Gerold's  S. 

3  Mk.  20  Pf. 

—  dass.    3.  Abth.    J.  1878.    6-10.  Hft    Ebd.    8  Mk. 

—  dass.    2.  Abth.    78.  Bd.    4.  u.  5.  Hft.    Ebd.    2  Mk.  50  Pf. 

—  dass.    79.  Bd.    1.  Hft    Ebd.    4  Mk. 
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Metliode  und  Principien. 

Das  Batbsel  von  der  Schwerkraft.  Kritik  der  biaherigeB  LOinngm 
des  Gravitationsprobloma  nnd  Venuch  einer  neuen  auf  rein  mecha- 
niscfaor  Grundlage.  Von  Dr.  C.  Isenkrabe,  Gymnoaial-Oberlehrcr. 
Hit  In  den  Text  eingedmcktcn  HoksUcben.  Brannichneig  1879. 
Viewcg  und  Sohn.    214  S. 

Zn  welcher  ClaBse  von  Schriften  das  vorliegenda  Bach  gehört,  ist 
durch  den  Titel,  welcher  die  Schworkraft  ein  RjUsel  nennt,  deutlich 
gesagt  Die  gleiche  Aufrichtigkeit  cbarakteriairt  das  Ganze.  Der 
Verfasser  glaubt  durch  die  Autorität  einer  genagenden  Anzahl  von 
Vorg&ngcm,  Zollacr,  Scbramm  d.  A.,  zu  deren  Vermehrung  er  jedoch 
auch  metaphysische  Acusseniugen  von  Mathematikera,  die  aRf  ftucht- 
barerem  Felde  gewirkt  haben,  herbeizieht,  jeder  Mystification  aber- 
hoben zu  sein,  um  seine  Arbeit  als  eine  enut  wissenschaftlicfae  prtt- 
scntiren  zu  können.  Er  selbst  bekennt  sich  zn  den  GmndsätzeB,  die 
sein  eignes  Erzeugniss  verurteilen  wurden,  wenn  er  nur  bei  Bciser 
Kritik  ebenso  au  sich  wie  an  Andre  gedacht  hatte.  Eine  Wahrhdt, 
welche  von  vielen  ausser  Acht  gelassen  und  äusserst  selten  gehört 
wird,  findet  sich  hier  auf  Seite  138  ausgesprochen.  „  ■ .  ■  Um  die 
Berechtigung  dieser  Bemerkung  zn  benrtheilen,  masseu  wir  uns  ni- 
erst  Ober  die  Berechtigung  und  die  Grenzen  des  Warumfragens 
überhaupt  verstHndigen. 

„Daa  Princip  der   CauaalitiLt  verlangt  von  der    cxactcn  Natnr- 
forschung,  dass  sie  von  allcnVerflndornngcn,  welche  In  den  Reichem 
der  Katur  vorkommen,  (trQnde  aufRurÜc.    Setzt  sich  ein  ruhiger 
Till  LUV.  niK  3.  a 
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Körper  in  Bewegung,  ein  bewegter  in  Rahe,  oder  ist  die  Geschwin- 
digkeit des  letzteren  nur  irgendwie  inconstant;  ändert  sich  die  Form 
oder  Farbe  eines  Körpers,  ändern  sich  seine  Beziehungen  zu  andern 
—  in  allen  diesen  Fällen  hat  die  Natnrforflchung  sich  die  Frage: 
„Warum?"  vorzulegen. 

„Haben  wir  es  aber  mit  einem  constantcn  Sein,  mit  einem 
stets  sich  gleichbleibenden  Object  zu  thun,  dann  hat  die  Naturforschang 
zum  Warumfragen  keine  Veranlassung  mehr.  Hier  noch,  wo  von 
einer  Veränderung  keine  Rede  mehr  ist,  nach  Gründen  der  Un- 
veränderlichkeit  spüren  zu  wollen,  hat  keinen  naturwissenschaft- 
lichen, hat,  wie  mir  scheint,  überhaupt  gar  keinen  wissenschaftlichen 
Sinn  mehr." 

Das  sagt  derselbe  Schriftsteller,  der  die  völlig  constante  Schwer- 
kraft ein  Rätsel  nennt,  sie  zu  erklären  strebt  und  zu  diesem  Zwecke 
ein  ganzes  Buch  schreibt,  das  wie  er  meint  erst  annähernd  die  grosso! 
Frage  lösen  soll.  An  ein  Misverständniss  ist  hier  nicht  zu  denken. 
Dass  etwa  nur  von  constanten  Grössen,  nicht  von  constanten  Gesetzen 
die  Rede  sei,  ist  nach  dem  Vorhergehenden  unmöglich;  denn  gerade 
ein  aufgestelltes  Gesetz  bringt  den  Verfasser  zn  obiger  Aeussening. 
Auch  ist  im  Grunde  beides  dieselbe  Sache. 

Wir  können  übrigens  gar  mancherlei  Sinn  des  Warum  Ar  ein 
dauerndes  Sein  zulassen;  nur  sollte,  eben  weil  er  verschieden  sein 
oder  auch  vielleicht  ganz  fehlen  kann,  niemand  die  Frage  aufwerfeo, 
wenn  er  doch  über  den  Sinn  keine  Rechenschaft  zu  geben  vermag. 
Die  Frage  nach  dem  Naturzweck  ist  nicht  an  sich  ohne  wissenschaft- 
lichen Sinn,  es  genügt  zu  sagen,  dass  es  ihr  an  Haltpunkten  fehlt  nm 
wissenschaftlich  untersucht  zu  werden.  Aehnlich  ist  der  Fall,  wo  die 
ganze  Succcssion  von  Factis  unbekannt  ist,  welche  die  zu  erklärende 
Veränderung  enthält^  und  wir  nur  ein  anscheinend  gleichmässig  dan- 
erndes  Resultat  vor  uns  haben,  das  die  Frage  anr^t,  z.  B.  die  Be- 
wegung der  grossen  Planeten  mit  kleiner  P^xcentricität,  kleiner  Nei- 
gung und  sUmmtlichc  in  gleichem  Sinne  umlaufend,  femer  die  an- 
scheinend unveränderlichen  Tier-  und  PHanzengattungcn  u.  s.  w.  Andi 
solche  Fragen  rufen  kosmische  Phantasien  hervor,  denen  man  wissen- 
schaftliche Bedeutung  nicht  zuerkeimen  wird.  Beide  Fälle  li^ 
offenbar  der  gegonwärtigcn  Schrift  fern.  In  näherer  Beziehung  n 
ihr  steht  aber  der  dritte  Fall,  wo  ein  dauerndes  Gesetz  in  der  Theorie 
])isher  gegolten  hat,  das  jedoch  zu  complicirt  oder  nicht  umfassend 
genug  erscheint.  Hier  ist  zwar  die  Frage  nach  einem  Grunde  nicht 
der  correcte  Ausdruck,  doch  lässt  sie  sich  immer  befriedigend  inte^ 
pretireu  als  die  Frage  nach  einem  einfacheren  oder  allgemeineren 
Gesetze.    Wäre  dies   bei  der   Schwerkraft    (Attraction   pondcrabelff 
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Massen)  der  Fall,  wäre  ihr  Gesetz  zu  coiHpIicii-t  oder  vou  zu  bc- 
suhränktcr  Gültigkeit,  dauu  möchte  der  Verfasser  noch  Recht  haben, 
wenn  er  ein  einfacheres,  ciu  weiter  reichendes  Element  sabstituirt«.'. 
Aber  kann  wol  jemand  ein  einfacheres,  allgemeineres  Gesetz  suchen 
wollen  als  das  der  Newton'schen  Ättractiou ?  Im  Buche  steht  hiervon 
uichts^  der  Veifasscr  nimmt  die  Erklärung  eines  conatanten  Seins 
von  unübertrefflicher  Einfachheit  zum  Ziele  ohne  zu  sagen,  was  daran 
üoch  crklfirt  werden  soll.  £r  selbst  also  reflectirt  nicht  auf  jene  noch 
denkbare  Uechtfcrtigung.  Es  kann  sich  nun  noch  fragen,  ob  viel- 
!oicht  sein  faetiscbes  Zuwerkegcheu  der  Tendenz  der  Vereinfachung 
oder  Vorallgemeinerung  entaiiricht  In  der  Tat  substituirt  er  der 
Attraction  ein  anderes  Element,  den  Stoss.  Bekanntlich  ist  aber  der 
Stoss,  nicht  nur  unter  den  wirklich  vorkommenden,  sondern  auch 
unter  idealisirten  Bedingungen  ein  äusserst  complicirter  Vorgang.  An 
die  Stolle  des  Einfachen  wird  also  ein  nicht  eben  leicht  exact  auf- 
sufaagendes  Element  gesetzt,  statt  zu  erklären  wird  ein  der  Erklärung 
sobr  bedflrftigci'  Begriff  eingefllbrt.  Uubcrdics  aollen  erst  Millionen 
vou  Stösseu  unter  unberechenbar  mannichfaltigeu  Umstilndcu  das 
orgeben,  was  wir  als  Grundlage  der  Mechanik  in  einem  einzigen 
homogenen  Bcgritf  schon  besitzen.  Kann  demnach  von  Verciufachnng 
keine  Bede  sein,  sondern  vom  geraden  Gegenteil,  ao  ist  ebensowenig 
eine  Tendenz  zur  Erweiterung  der  Theorie  zu  erkennen.  Der  Vcr- 
l^user  w&blt  nicht  den  claatiachen  Stoss,  sondern  den  Stoss  tilarrer 
(kagcl förmiger)  Atome,  die  demnach  nur  an  einander  gleiten  können, 
ibro  Rlchtang  und  Geschwindigkeit  plötzlich  ändern  und  an  lebendiger 
Kraft  jedesmal  Verlust  haben.  Mit  der  Stetigkeit  der  Bewegung  ist 
die  Grundlage  der  Dynamik  beseitigt,  ihre  bisherigen  Erfolge  annul- 
lirt;  ein  Keuban  der  Theorie  wird  aber  nirgends  in  Augriff  gouom- 
meii;  denn  als  letztes  Ziel  ci'Scbeint  es,  etwas  der  Attraction  ähn- 
liches aus  der  Annahme  der  Stössc  abzuleiten.  Wo  dann  noch  ein 
Versuch  wissenschaftlicher  Leistung  bleiben  aoll,  den  die  Arbeit  dar- 
böte, ist  nicht  zu  ersehen.  Wutlen  wir  ihr  soviel  als  möglieb  zuer- 
kennen, so  ist  ea,  dass  duriu  mancbca  vernünftig  gesprochen  ist  nnd 
vioiseltJge  Erfahrung  iu  den  Problemen  der  Mechanik  bei  dem  Ver- 
fasser erwarten  lässt  Hoppe. 


IjebrbUclier,  Saiiimluiigeii  uihI  Tabelleu. 

Lehr-  uud  Uebuugsbucb  für  den  Unterricht  in  der  Algebra  an 
Gymnasien,  Real-  und  Gewcrhesclinleu.  Von  Dr.  II.  Heilermanu, 
Director  der  Realschule  in  Essen,  uud  Dr.  J.  Diekmann,  Oberlehrer 
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am  Kgl.  Gymnasium  iu  Essen.  II.  Tbeil.  Dio  £rw<»teruug  der  vier 
Grandrcchnongen.  —  Die  Glcicbongen  2ten,  3tea  und  4ien  Graden. 
Essen  1879.    G.  D.  Baedeker.    121  S. 

Der  I.  Teil  ist  im  251.  litt  Bericht  besprochen.  Der  zweite 
handelt  zuerst  von  den  Potenzen,  Wurzeln  und  IiOgarithmen.  Hier- 
durch werden  jene  4  Grundrechnungen  erst  zur  vollen  Zahl  7  er- 
gänzt, Erweiterung  ist  kein  verständlicher  Ausdruck  daftlr.  Auch 
das  Gegenwärtige  geht  in  Berücksichtigung  der  Erfordernisse  eines 
gründlichen  und  allseitigen  Verständnisses  über  das  Gewöhnliche  jaeA- 
lieh  hinaus.  Mann  kann  nicht  sagen,  dass  diese  Erfordernisse  voll- 
ständig erfüllt  seien,  oft  hat  auch  die  beobachtete  Kürze  sichtlicb 
Schranken  gesetzt.  Doch  fehlt  es  nicht  an  Andeutungen,  nach  deoen 
der  mündliche  Unterricht  alles,  was  etwa  noch  vennisst  werden 
möchte,  hinzugeben  kann.  So  wird  z.  B.  in  den  den  einzelnen  Ab- 
schnitten folgenden  „Ucbungen^^  einmal  der  Beweis,  dass  die  voiber- 
gehenden  Sätze  auch  von  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  gelten, 
veiiangt  Hier  ist  in  der  Tat  der  Schüler  im  Stande  der  Forderung 
zu  genügen.  Dadurch  werden  aber  zugleich  die  Fragen  anger^ 
Gelten  jene  Sätze  und  die  inzwischen  gefolgt  sind,  auch  fSr  ge- 
brochene, für  irrationale  Exponenten?  Diese  Fragen ,  welche  um  so 
notwendiger  für  eine  volle  Einsicht  sind,  weil  die  Geltung  mancher 
Sätze  Beschränkungen  unterliegt,  kann  sich  offenbar  der  Schüler  nicht 
selbst  beantworten.  Doch  auch  hiermit  sind  die  Erfordernisse  strenger 
Logik  noch  nicht  erfüllt  Nach  Einführung  der  Irrationalzahlen  mnsi 
die  Frage  entstehen:  Finden  die  Sätze  über  alle  vorhergehendeB 
Operationen,  mithin  auch  über  die  4  ersten,  Anwendung  auf  sie.  Der 
Beweis  dafür  liegt  keineswegs  ausser  den  Grenzen  der  elementareB 
Arithmetik;  denn  mit  den  irrationalen  Wurzeln  der  hohem  Gleichvn- 
gen  wird  hier  gerechnet,  mit  welchem  Rechte,  ist  nicht  von  selbst 
deutlich.  Die  gewöhnlichen  Lehrbücher  schweigen  hiervon  ganz,  das 
gegenwärtige  hat  wenigstens  den  kleinen  Anfang  gemacht  durch  eine 
Uebuugsaufgabe  die  Gedanken  darauf  zu  lenken.  Der  Inhalt  des  in 
Rede  stehenden  Abschnitts  versteht  sich  iu  den  Hauptsachen  voi 
selbst.  Die  numerische  Wurzelausziehung  ist  bei  den  (juadratwurzeln 
ausgeführt,  bei  den  Kubikwurzeln  durch  Fragen  angedeutet  Die 
Rechnung  mit  complexen  Zahlen  und  deren  geometrische  DarsteUn^ 
wird,  soweit  es  ohne  die  Moivre'sche  Form  möglich  ist,  erklärt  Dtss 
Summen  und  Producte  Coujugirter  reeU  sind,  hätte  wol  soUoi  «k 
besonderer  Sala  ausgesprochen  werden,  da  wichtig«  ScUdsse  daranf 
beruhen.  Einen  ähnlichen  Wunsch  lässt  die  Lehre  von  den  Logt* 
rithmen  übrig.  Gleich  anfangs  ist  gesagt,  dass  mau  schlechthin  vom 
Logarithmus  einer  Zahl  spricht,  ohne  die  Gnmdzahl  beständig  •>* 
zugeben.    W^arum  kann  man  das?    Statt  viele  Sätze  über  Logaridunei 
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fUr  vur8i:hiui.luiio  Gruiidüahlun  aulzunthrou,  hätte  der  eiuo  HaupUaU 
au  diu  Spilzu  guätcllt  wcrduu  boIIl'ii  ,  wutuhcr  atlu  Gnindzahleu  auf 
ciiio  i-cducii't,  uilmlidi:  Der  Logarithmus  von  *  zur  Gruudzabl  a  ist 
imuicr 

_  '£?* 

itkr  bcliuliigc  Grunilea)]!.  Daraus  JBt  ersichtlich,  dass  »uch  anfäng- 
licher Augabc  der  ein  für  alleniat  gewählten  Grundzahl  vuu  keiner 
GmndEahl  nicLr  die  Rede  zu  seiu  braucht,  dasB  demnach  aacb  kciu 
BedtkrftiiBS  ist  beim  Logarithmnszeichen  die  Grundzahl  hinzu  zu  bc- 
uicrken.  Der  Logarithmus  ist  niclit  transcendentc  Function  zweier 
Argumente,  sondern  Quotient  von  Werten  derselben  trausccndcntcn 
Function  je  eines  Argumenta.  Diese  wesentliche  Vereinfachung,  welche 
in  der  ganzen  Praxis  herrscht,  sollte  doch  in  der  Schnldoctrin  nicht 
annnllirt  wcrdcu.  Im  Buche  steht  der  Satz  unumwunden  gar  nicht 
ausgesprochen.  Die  Lehre  von  der  Anhtisung  der  Gleichungen  2.,  3. 
und  4.  Grades  tut  sich  besonders  dadurch  hervor,  dass  sie  auf  die 
Bedeutung  der  Discriminante,  Resultante  und  Rcsolvcute  eingeht.  In- 
folge dessen  geben  namentlich  die  quadratischen  Gleichungen  einen 
grossem  Stoif  zu  Beobachtungen.  Es  werden  behandelt  die  FflUe  der 
Rcducirbarkeit  höherer  Gleichungen,  die  Zerlegung  ganzer  Functionen 
iu  Factorcn,  ihre  Minima  (b/hw.  Mudma)  bei  2.  Grade,  die  Elimi- 
nation zwischen  mehreren  Gleichungen,  die  gcmcinschaftlicheu  Wur- 
zeln. Kürzer  werden  die  Gleichungen  3.  und  4.  Grades  erledigt  und 
zwar  mit  Beschränkung  auf  diejenigen  Methoden,  welche  wul  unbe- 
stritten den  Vorzug  verdienen,  nach  welchen  auch  in  sehr  einfacher 
Beziehung  die  Gesammtheit  der  Wurzeln  sich  darstellt.  Ueber  das 
Ganze  ist  noch  zu  bemerken,  dass  zu  jedem  Absclinitt  reichlich 
Uobnngsbeispiele  und  Fmgen  hinzugofUgt  sind.  Auch  die  historischen 
Angaben  aber  die  einzelnen  Eutdeckungen  werden  willkommen  sein. 

H. 


Die  Elemente  der  ebenen  Geometrie  zum  Gobrauche  der  tcchui- 
schcB,  landwirthscbaftlichen  etc.  Fachschulen  bearbeitet  von  Dr. 
Adolf  Leesekamp,  Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kgl.  Höheren 
Gewerbeschule  und  der  Kgl.  Werkmeisterschnle  in  Chemnitz.  Kassel 
(Vorwort  ly?',))  .).  Dacmdster.    88  S. 

Obgleich  dieses  Back  ausschliesslich  tür  solchu  Unterriuhtsau- 
stalteu  bestimmt  ist,  welche  eine  ideell  wisseuBchafUicho  Ausbildung 
nicht  zum  Ziele  uchnien,  so  vermag  es  doch,  mit  Vorbehalt  einer  ge- 
wiesen Ergänzung,  der  lutztem  nicht  nur  zu  genügen,  sondern  wUrdc 
sich  unter  der  grossen  Zahl  der  fUr  Gymnasien  bearbeiteten  Lehr- 
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bilchiT  sogar  in  hohem  Grade  aus/eichucu  durch  die  ausnahmlos 
strougü  Logik,  die  sorgfältige  correcte  Ansdnicksweisc  uud  die  ^or- 
treiltiichc  praktische  Anordnung.  Die  auferlegte  Kürze  hat  das  Er- 
gebniss  der  Bearbeitung  nicht  beeinträchtigt,  vielmehr  wesentlich  ge- 
fördert; denn  dass  stets  nur  das  Notwendige  gegeben  wird,  erleichtcit 
iKHlcutcnd  den  Einblick  in  den  logischen  Connex  des  Ganzen.  Dicsiii 
Notwendige  kann  man  aber  auch  bei  ideellen  Anforderungen  uirgemls 
\onnisscn.  So  wird  z.B.  die  in  vielen  Lehrbüchern  fehlende  oigeut- 
liche  Definition  des  Winkels  in  §.  15.  unter  der  richtigen  Uebcrschrift 
«.Erkliii-ung^'  aufgestellt.  DIq  Angabe,  unter  welcher  Bedingau^ 
Winkel  gleich,  grösser  und  kleiner  sind,  macht  in  der  Tat  den  Winktl 
erst  zum  mathematischen  Begriff,  mit  dem  Winkel  zugleich  die  Rich- 
tung, welche  vorher  nur  zu  vorläufiger  Orientirung  eingeführt  winl. 
und  vertritt  dadurch  die  Definition.  Alle  durch  deu  Usus  oft  füi 
sanctionirt  gehaltenen  verhüllten  Trugschlüsse,  alle  luisbräucbltcheu 
Boneunungeu  (Figur,  Kreis,  Strahl  u.  s.  w.  iu  falschem  Sinne)  siml 
hier  ohne  Rest  beseitigt.  Empfehlenswert  ist  die  (vielleicht  originelle; 
Benonnung  der  Beziehungen  zwischen  den  Winkeln  an  zwei  dnnli 
eine  dritte  geschnitteneu  Geraden:  sie  heissen  hier  gleichliegeuüo 
wenn  im  Falle  der  Parallelität  die  Sehenkel  gleich  gerichtet  sind,  ciu 
Winkel  heisst  ungleichliegend,  wenn  der  Scheitelwinkel,  gemischt  lic- 
üoud.  wenn  einer  der  2  Nedenwinkel  gleichliegend  ist.  Uieimit  winl 
der  Gedanke  sogleich  auf  ilen  entscheidenden  Punkt  gelenkt  Di( 
I.elire  \nn  den  Proportionen  uud  der  Aehnlichkeit  wird  hier,  aus- 
drücklich motixirt  durch  den  technischen  Zweck,  als  eine  approii- 
inati\e  Kvcichnet.  Bei  einer  Behanillung  iu  diesem  Sinne  kann  c: 
natürlich  der  rmerricht.  welcher  für  das  Stadium  vorbilden  soll 
incht  bewenden  lassen.  Dennoch  sind  alle  Sätze  so  abgefasst,  das; 
mau  .dme  Wciiläunckeit  die  exacte  Grltung  wird  nachweisen  können 
Ks  i>t  dies  diejeni^-  l-Irgau^uuLT.  von  drr  im  Anfang  die  Rede  war 
Der  luluüt  drs  Ganzen  i<t  dii*  iicsammti-  Planimetrie,  die  Hauptab- 
schnitte die  '^^'wühnlicheu.  Statt  d*:-r  ]»eweise  und  Anäösongen  siui 
nur  die  Sat/e  citirt.  welche  in  Anwendung  kommen;  erstere  soUci 
die  Schüler  anf  dem  eingchertoteu  x^tisst-n  Blatte  selbst  elutragen 
Als  leivhie  Verl»i->M-rjUkr  mOv'hien  wir  vurschlageu .  die  Ö  Sätze:  1 
Kichiuu:;  als  G:-ni:dUcritf,  '2)  Gerade  erklärt  durch  constante  Rieh 
:un^.  :'^^  den  Grundfaiz.  nach  wt-lohem  die  Lage  iler  Geraden  dnitl 
-  l^uk:o  U->:iv.i]L:  i>t  —  in  Jt-n  bU^sscn  leuteu  zusammenzuziebeii 
.:i:d  dÜMii  iur  lVr:uiTi\.'ü  dtr  Geraden  zu  niacheu.  Dies  ist  bereit 
\ou  Aisvicrii  jr:^-,':;- bv'j.  i>i  einfacher  und  entspricht  mehr  der  exactei 
Fv^rv.i.  Kuhr.r.u  ^>  l^iundU\:nff  iä>?i  sich  ganz  entbehren;  sie  finde 
:hr>t  o\av:e  Krklämu^  beisi  Winkel.  Noch  i<t  rfthmlicbst  anzner 
\cr.v.?^:K  ^uss  \i!irv.'b  Ja>  Leiir^.-uch  der  Tevhniker  angewiesen  ist.  siel 
.iSV-cuigx^  iiu:h\:.:i::<s;ho  V^o-bildung  rn  erwerben,  w^cbe  nnabhiifu 


UllerarUcirr  Btriehl  CCLV.  29 

vou  der  Walil  des  Berufs,  also  für  jeden  Schaler,  der  sich  noch  nicht 
fllr  den  technischen  entschieden  hat,  die  geeignete  ist,  damit  die  tech- 
nischen und  wissenschaftlichen  BegritTc  nicht  disharmoniren.  —  Zu 
herichtigcn  i^t  darchgängig  die  Schreibung  „Hj'potheuuse".       H. 


Jjehrhuch  der  Physik  fllr  höhere  Lehranstalten.  Von  Dr.  E. 
Budde-    Berlin  1879.    Wiegaudt,  Hempel  n,  Parey.    470  S. 

Unter  den  Lehrblkchem  fllr  den  Schnlonterricht  in  der  Physik 
nimmt  das  gegenwärtige  in  mehrfacher  Beziehung  eine  hervorragende 
Stelle  ein.  Zunächst  ist  die  Ausdebnong  eine  ungewöhnlich  grosse. 
Es  scheint  sich  zum  Ziele  zn  nehmen,  dass  der  Schüler  mit  allen  je 
beobachteten  und  untersuchten  Erscheinungen  allen  EtnfQhmngen, 
Qborhanpt  allen  Elementen,  die  in  der  Wissenschaft  auf  neuestem 
Standpunkt  eine  Rolle  spielen,  bekannt  werden  soll.  Eine  solche  Auf- 
gabe wird  man  dem  Schutanterricht  nicht  zu  erkennen,  im  Gegenteil 
besorgen  mQssen,  dass  der  übermässige  StofF  nicht  bewältigt  wird, 
und  ein  eingebildetes  Wissen  erzeugt  Die  Ausftthmng  lasst  es  indes 
in  aaderm  Lichte  erscheinen-,  wenn  man  auch  jene  Eigenschaft  mis- 
hilligt,  so  wird  sie  bei  Beachtung  der  intensiven  Leistung  als  ganz 
nnwesentlich  zurQcktroten.  Was  in  so  hohem  Grade  für  dos  Buch 
einnimmt,  ist  die  Vereinigung  wissenschaftlicher  und  didaktischer 
Tüchtigkeit.  Erstere  hat  ihre  bestimmteste  Controlo  in  der  Mechanik. 
Dass  es  besonders  hervorgehoben  werden  mnss,  wenn  der  Verfasser 
eines  Lehrbnchs  der  Mechanik  ein  sicheres  VerstAndniss  von  deren 
Principien  besitzt,  mag  aufßlllig  scheinen.  Zählt  man  aber  zn  jenen, 
denen  dasselbe  dennoch  abgebt,  noch  solche,  die  durch  pädagogische 
Gründe  sich  bestimmen  lassen  die  Begriffe  und  Lehren  nnr  halb  exact 
vorzutragen,  so  bleibt  es  in  der  Tat  eine  seltene  woltuende  Erschei- 
nung, wenn  man  einmal  den  esacten  Standpunkt  durchgängig  festge- 
halten findet  Was  die  didaktische  Seite  betrifft,  so  sind  die  Sätze 
teils  kurz  und  elementar  bewiesen,  teils  bloss  criäutcrt,  auch  Fragen 
und  Aufgaben  daran  geknüpft.  Die  Dcdactionsmethode,  welche  rich- 
tete Anwendung  des  Unendlichkloincn  macht,  ist  eine  merklich  gleich- 
massige.  Durch  sie  ist  zwar  noch  lange  nichts  alles  Vorgetragene, 
doch  soviel  auf  leicht  fassltcho  Weise  bcgrilndet,  dass  es  den  Schülern 
reichlichen  instmctivcn  Stoff  bietet.  Auf  diesem  W^o  kann  man 
sehr  wo!  crfinderiäcli  weiter  gehen.  Noch  steht  hier  die  Existenz  des 
Mittelpunkts  paralleler  Kräfte  als  unbewiesene  Behauptung,  der  Be- 
weis würde  die  Fassangskraft  nicht  mehr  beansprucht  haben  als 
manches  andere.  Das  Buch  hat  7  Hanptabschnitte:  Allgemeine 
Mcclianik,  Mechanik  der  Aggregatzustände,  Akustik,  Optik,  Magnetik, 
Eliktrik,  Calorik.    Die  Kintoilnng  der  Mechanik  in  Statik  nnd  Dyna- 
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inik  hat  der  Verfasser  ganz  aufgegeben,  dafflr  gesondert  anf  einander 
folgen  lassen  die  Mechanik  der  Pankte  nnd  die  der  Körper.  Letz- 
tore Teilung  ist  offenbar  bei  exactcm  Lehrgang  notwendig;  erstere 
kann  man  ausserdem  festhalten,  hier  schien  sie  entbehrlich.  Als  ver- 
einzelte Versehen  im  Ausdruck  mögen  folgende  zwei  genannt  werden. 
Seite  2.  „Zu  jeder  Bewegung  müssen  wir  Ursachen  voraussetzen.^^ 
Alles  spätere  zeigt  im  Gegenteil,  dass  die  Bewegung  stets  als  Znstand 
aufzufassen  ist,  und  dass  nur  dessen  Aenderung  Ursachen  hat  Seite 
185  wird  die  „Diosmose^^  so  erklärt,  als  ob  sie  einseitig  stattfinden 
könnte.  Dadurch,  dass  nur  Fälle  von  Wechselwirkung  besprochen 
werden,  ist  die  Notwendigkeit  des  Austausches  der  Flflssigkeiten 
nicht  constatirt.  H. 


Die  Physik  in  elementar-mathematischer  Behandlung.  Ein  Leit- 
faden zum  Gebrauche  an  höhereu  Lehranstalten,  zugleich  eine  Er- 
gänzung zu  jedem  SchuUehrbuche  der  Physik.  Von  Dr.  E.  Wrobel, 
Gymnasiallehrer  in  Rostock.  L  Statik  fester  Körper.  IL  Dynamik 
f(^t<*r  Körper.    Rostock  1879.    Wilh.  Werther.    9G  S. 

Die  gegenwärtige  Schrift,  sofern  sie  nur  die  Mechanik  nmfesst, 
kann  ohne  Zweifel  nur  die  erste  aus  einer  Reihe  solcher  sein,  deren 
Herausgabe  beabsichtigt  wird,  obwol  davon  nicht  die  Rede  ist  Zur 
Motivirung  der  Herausgabe  spricht  das  Vorwort  von  der  Notwendig- 
keit der  mathematischen  Behandlung  des  physikalischen  Schulunter- 
richts, als  ob  dieselbe  bisher  noch  gar  nicht  beachtet  worden  würc. 
Nun  gicbt  es  doch  gewiss  kein  Schulbuch  aus  neuerer  Zeit,  welches 
die  Mechanik  beschreibend  vortrüge.  Mag  man  an  den  mathematischen 
Begründungen  in  den  vorhandenen  Lehrbüchern  viel  vermissen,  so 
kann  man  sie  doch  nicht  so  für  null  rechnen,  wie  es  der  Verfasser 
tut,  indem  er  solche  gar  nicht  kennen  will;  immer  geht  doch  aus 
ihnen  hervor,  dass  niemand,  sie  für  entbehrlich  gehalten  hat.  Gleich- 
wol  konnte  die  Herausgabe  einer  so  betitelten  Ergänzungsschrift  in 
folgendem  Sinne  gerechtfertigt  erscheinen.  Die  meisten  Lehrbücher 
der  Physik  geben  die  mathematische  Begründung  wol  nur  dämm 
mangelhaft,  weil  sie  zu  sehr  durch  Unterricbtszweckc  in  anderer 
Richtung  gebunden  sind.  Im  gegenwärtigen  soll  die  mathematische 
ßolianJIiing  ausschliesslicher  Gesichtspunkt  sein.  Dann  aber  ist  selbst- 
verstündlich ,  dass  dieselbe  über  das  gewöhnliche  Mass  hinausgehen 
muss,  und  keine  Rückschritte  machen  darf.  Ausserdem  ist  zu  be- 
merken, dass,  auch  wenn  sie  dem  entspricht,  die  Angabe  des  Titeb 
,,eino  Ergänzung  zu  jedem  SchuUehrbuche  der  Physik**  —  eine 
(vielleicht  unüberlegte,  nicht  beabsichtigte)  Anmassung  ist.  Das  nächst 
vorher  besprochene  Lehrbuch  von  Ruddo,  sowie  manche  andere,  i»ini 
dadurch  nicht  ergänzt. 
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Betrachtet  man  dio  ÄusfOhrang,  90  ist  eine  grosse  Anzahl  von 
Fehlern  au^ltg.  Da  das  Meiste  den  Eindruck  macht,  dass  es  mit 
Sachverstandniss  geschrieben  sei,  so  wird  man  geneigt  sein,  solche 
für  augenblickliche  Versehen  zu  halten.  Dies  wird  aber  sehr  zweifel- 
haft einesteils  wegen  der  Hänfigkett,  andernteils  darum,  weil  der 
Verfasser  einige  jener  Fehler  ansdrßcklicb  in  Schutz  nimmt.  Schon 
im  Vorwort  findet  sich  folgender  bedenkliche  Grundsatz  ausgespro- 
chen: „Die  Lehre  von  den  Momentaukrä^n  ausznschliessen,  wie  es 
in  der  analytischen  Mechanik  geschieht,  schien  ans  didaktischen 
Granden  nicht  geratben,  znmal  die  Theorie  der  beschleunigenden 
Kräfte  daranf  gegründet  werden  sollte,  wie  es  auch  in  mehreren  an- 
erkannt guten  SchnlbUchcrn  der  Physik  geschieht.  Der  Vorwurf  nicht 
genügender  mathematischer  Strenge  wird  dio  Methode  deswegen  un- 
möglich treffen  können."  Einen  so  milden  Vorwurf  werden  wir  der 
Methode  niclit  machen;  dem  Mangel  an  Strenge  kann  man  oft  mOnd- 
lich  nachhelfen,  oder  der  Schuler  kann  das  Mangelnde  später  kennen 
lernen.  Hier  handelt  es  sich  um  Verbreitung  verderblicher,  prin- 
cipieller  IrrtQmcr  und  Einpfiauzuug  falscher  Begriffe  und  Vorstellnu- 
geu.  Sagt  ein  Lehrbuch,  dass  es  momentane  Kraftwirkungen  gäbe, 
so  ist  das  eine  Unwahrheit.  Was  nicht  existirt,  kann  man  freilich 
hypothetisch  annehmen-,  doch  darf  es  nicht  im  Widerspruch  mit  sich 
selbst  oder  mit  den  notwendigen  Grundlagen  der  Wissenschaft  stehen. 
Das  letztere  ist  der  Fall  bei  der  Annahme  augenblicklicher  endlicher 
Wirkungen;  denn  sie  widerspricht  dem  Grundgesetz  der  Stetigkeit 
der  Bewegung.  Da.s  eine  wie  das  andere  ist  ein  Vergehen  gegen  dio 
wissenschaftliche  Wahrheit.  Damit  kcioe  Misdeutung  Platz  hat,  ge- 
steht auch  noch  der  Verfasser,  dass  er  die  Theorie  der  beschleani- 
genden  Kräfte  auf  jene  Annahme  gründet.  Er  erklärt  also  die 
Schwere  (die  kosmische  Attraction)  durch  Stösso.  Hier  begegnen  wir 
in  der  Schule  der  Wurzel  jener  kosmischen  Phanta.sien,  die  hent* 
zutage  so  schnell  nach  einander  ans  Licht  kommen  und  mit  ernst 
Wissenschaft!  ich  er  Miene  die  Wissenschaft  auf  den  Kopf  stellen.  Der 
Verfasser  beruft  sich  auf  den  Vorgang  mehrerer  „anerkannt  guter" 
ScbulbQcher.  In  der  Tat  haben  einige  unbedeutende  SchulbQcher 
i]enaell>en  Fehler  gemacht,  der  jedoch  in  neuerer  Zeit  stets  gerügt 
worden  ist.  Die  angebliche  Anerkennung  mag  wol  darauf  beruhen, 
dass  sie  aus  pecnniäron  Rücksichten  hie  und  da  eingefohrt  sind. 
Sollten  sie  grossere  Bedeutung  haben,  so  würde  das  nur  Grand  sein, 
den  Fehler  um  so  nachdrOcklichcr  zu  rügen. 

Kommen  wir  nun  zu  den  Fehlem  im  Buche  selbst.  Seite  1.  wird 
die,  längst  als  unrichtig  bekannte,  fi*flher  gedankenlos  gebrauchte 
Definition  der  Statik  als  Lehre  von  der  Buhe  wieder  aufgenommen 
und  Seite  i.  mit  der  wunderlichen  Behauptui^!  verteidigt,  die  Ruhe 
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sei  allgemeiner  als  das  Gleichgewicht,  ein  Körper  kOnno,  wie  der 
Verfasser  später  /eigen  will,  anch  in  Ruhe  sein,  ohne  dass  die  anf 
ihn  wirkenden  Kräfte  im  Gleichgewicht  sind,  wenn  nämlich  die  Wirkung 
ihrer  Resultirenden  auf  irgend  einer  Weise  aufgehoben  werde.  Der 
Verfasser  vergisst  also,  dass  fest^  Punkte  eine  rückwirkende  Kraft 
ausOhen,  welche  das  Gleichgewicht  genau  herstellen  mnss.  Er  rer- 
gisst  andrerseits,  dass  die  Kraftrelationen  des  Gleichgewichts,  dass 
mithin  alle  liChrcn  der  Statik  glcichermassen  bei  Ruhe  und  Bewegong 
ihrer  Angriffspunkte  gelten,  dass  wir  den  ganz  speciellen  Fall  dir 
Ruhe  nur  einführen  um  die  Begriffsbestimmung  der  Kraft  anflnglicli 
leichter  verständlich  zu  machen.  —  Seite  1.  „Damit  ein  Körper  in 
Bewegung  sei,  brauchen  nur  einige  seiner  Molecüle  in  Bewegung 
zu  sein"  —  der  Verfasser  meint  damit,  es  können  alle  bis  auf  einige 
in  Bewegung  sein.  Das  wird  aber  niemand  aus  den  Worten  ent- 
nehmen. —  Seite  2.  „Man  unterscheidet  relative  und  absolute  Rohe 
und  Bewegung."  Nachher  wird  aber,  sehr  richtig,  dargetan,  dass 
absolute  Ruhe  nicht  existirt,  wonach  natürlich  auch  von  absoluter  Be- 
wegung nicht  die  Rede  sein  könnte.  Die  Unterscheidung  war  also 
unnütz.  Es  musste  heissen :  Alle  Ruhe  und  Bewegung  ist  nur  relativ 
—  nnd  dann  mussto  der  Satx  mit  seinen  wiclitigen  praktischen  Con- 
seqnenzcn  folgen:  Wir  können  jeden  einzelnen  Punkt  als  absolut 
ruhend  denken,  wol  zu  merken,  solange  wir  eine  Betrachtung  ver- 
folgen. —  Seite  2.  „Eine  einzige  auf  einen  Körj^er  wirkende  Kraft 
bringt  stets  eine  geradlinige  Bewegung  hervor.  Eine  krummliuigi' 
Bewegung  kann  hiernacli  nur  durch  das  Zusammenwirken  mehrerer 
Krüfte  hervorgebracht  werden."  Dass  jemand  heutzutage  solche  Lrr- 
tümer  öffentlich  lehren  will,  scheint  so  unglaublich,  dass  man  ver- 
suchen möchte  durch  Interpretation  einen  leidlichen  Gedanken  her- 
auszufinden; doch  ist  es  unmöglich.  Mit  dem  Körper  kann  nur  ein 
Punkt  gemeint  sein;  denn  ein  Körj^cr  beschreibt  keine  Linie.  Auf 
einen  Punkt  aber  wirken  beliebig  viele  Kräfte  genau  dasselbe  wie 
eine  einzige.  Der  Widerspruch  gegen  den  bekanntesten  Satz  der 
Statik  liegt  also  zu  Tage.  —  Seite  3.  „Eine  Kraft  lässt  sich  unbe- 
schadet ihrer  Wirkung  in  jeden  Punkt  ihrer  Richtung  verlegen." 
Dass  sich  alles  nur  auf  starre  Körper  beziehen  soll,  ist  nirgends  ge- 
sagt; und  wenn  es  auch  in  der  Ueberschrift  stünde,  so  wäre  es  doch 
zur  richtigen  Einsicht  erforderlich  den  Satz  ausdrücklich  auf  stane 
Körper  zu  beschränken ,  weil  andre  Sätze  allgemein  gelten,  denen  er 
ohne  Unterscheidung  zugezälüt  winl.  —  Die  Theorie  des  Schwerpunkts 
ist  ganz  unklar  vorgetragen.  Zuerst  wird  seine  Existenz  für  selbst- 
verständlich ausgegeben;  später  folgt  auf  eine  durchaus  ungenügende 
Erläuterung  als  angebliches  Resultat,  dass  er  ein  ganz  bestimmter, 
unveränderlicher  Punkt  sei.  —  Das  Vorstehende  mag  genügen.  IKm 
Zwecke  des  Buchs  ganz  angemessen  wird  hier  die  Zasammensetzuim 
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der  Erafto  unter  deu  Gesichtspuokt  der  AeqnipollGQülehre  gestellt. 
Warum  soll  aber  dem  Stiofkind,  dem  Falle  eutgcgengCBetzter  Kräfte 
die  gleiche  Woltat  nicht  aach  zuteil  werden?  Hier  wird  immer  von 
neuem  gesondert  behandelt,  was  selbst  ohno  von  Aequipollenz  zu  reden 
schon  unter  dem  geläufigen  Oesichtspunkt  algebraischer  Sommiruug 
tereinigt  werden  kann.  H. 

SanimluDg  von  Rechuungs -Aufgaben  aus  der  Planimetrio  und 
Stereometrie.  Für  die  oberen  Klassen  der  Mittelschulen,  insbesondere 
fUr  Abiturienten  und  Lehramts -Kandidaten.  Zusammengestellt  von 
Eduard  liartl,  Professor  an  der  ersten  deutschen  Staatsoberreal- 
sdmle  in  Prag.    Prag  1879.    H.  Dorainicus.    111  S. 

Das  Buch  ist  zum  Gebrauche  von  SchOlem  und  Autodidakten  be- 
stimmt, denen  es  Gelegenheit  bieten  soll  sich  in  der  Lösung  von  Auf- 
gaben zu  üben.  Nach  Angabc  der  Vorrede  sind  bei  der  Zusamiiien- 
stollung  benutzt  die  geometrischen  Lehrbücher  von  Aschenbom. 
Doyniann,  Brockmanu,  Heis,  Wiegand  etc.  nnd  die  Aufgabensamm- 
lungen von  Martus,  lleidt  und  Feaux,  und  der  Plan  des  letztge- 
nannten Werkes  zu  Grunde  gelegt.  Der  l.  Abschnitt  fordert  die 
RerecliDung  von  Stücken  ebener  Figuren  aus  numerisch  gegebenen 
Stücken.  Die  Aufgaben  sind  nach  den  Arten  der  Figuren  geordnet, 
deren  21  nach  einander  behandelt  werden,  und  zwar  sind  immer  erst 
eine  Reihe  von  Aufgaben  mit  Datis  in  Buchstaben  und  gleich  folgen- 
der Auflösung  durch  die  Formel,  dann  eine  ßeihe  solcher,  wo  Zahlen 
gegeben  sind.  Der  IL  Abschnitt  verlangt  die  graphische  Darstellung 
der  algehmisrh  gelüsten  Aufgabe.  Der  IIL  Abschnitt  handelt  von 
Iti  körperlichen  Figuren,  Die  Auswahl  Ittsat  an  Vielseitigkeit  nichts 
vermissen.  H. 
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Methode  und  Prineipien. 

Der  Organismus  der  leblosen  Natur.  Ein  physikalischer  Versuch 
von  Richard  Prüsmann.    Hannover  1879.    Hahn.    Kl.  8<>.    112  S. 

Das  Vorliegende  ist  ein  Versuch  des  Verfassers  nach  eigner 
Hypothese  eine  Vorstellung  vom  Wesen  der  Materie  zu  geben  und 
dieselbe  mit  den  Naturerscheinungen  einigermassen  in  Einklang  zu 
bringen.  Die  Einleitung  sagt  manches  von  erkenntuisstheoretischen 
Grundsätzen,  was  wir  nicht  ganz  mit  Stillschweigen  übergehen  dür- 
fen. Der  Verfasser  erkennt  neben  der  Induction  die  Analogie  als 
gleichberechtigtes  Hülfsmittel  der  Naturforschung  an.  Dagegen  an 
sich  ist  nichts  einzuwenden;  die  eine  wie  die  andere  vermag  keinen 
Schluss  zu  rechtfertigen,  dennoch  sind  beide  förderlich,  erstere  un- 
entbehrlich, es  hätte  nur  gesagt  werden  sollen,  welche  andere  Stel- 
lung einer  jeden  zukommt.  Im  Buche  selbst  wird  von  der  Analogie 
vorwaltende  und  sehr  ausgedehnte  Anwendung  gemacht,  die  Hypo- 
thesen sind  sichtlich  nach  ihrer  Anleitung  formirt.  Eigentümlich  ist 
nur,  dass  der  Verfasser  die  Eingebungen  der  Analogie  in  apodikti- 
scher Redeform  ausspricht,  Bei  anfänglichem  Lesen  wundert  man 
sich  über  die  beschränkte  Logik;  wenn  dann  aber  die  Behauptungen 
zu  weit  gehen,  kann  man  nur  noch  annehmen,  dass  das  Wort  „muss^^ 
nicht  den  gewöhnlichen  Sinn  hat.  Freilich  ist  dann  auch  nicht  mit 
Gewissheit  zu  ersehen,  wo  der  Verfasser  hat  wirklich  notwendige 
Folgerungen  ausdrücken  wollen.  Jedenfalls  würde  es  deutlicher  ge- 
wesen sein,  wenn  er  alles,  wass  seine  Hypothese  ist,  als  frei  gewählte 
bezeichnet  und  den  subjectiven  Grund  seiner- Wahl  weniger  betont 

T«il  LUV.    H«ft  4.  .  A 
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hätte.    Die  Einleitung   stellt  ferner  folgenden,  nie  zur  Aasföbnmg 
kommenden,   daher  ganz  ungeföhrlichen  Gmndsatz  auf.   yjßei  jeder 
Untersuchung  ist  es  gerathen,  vorher  genau  die  Grenzen  festzusetzea, 
über  welche  man  nicht  hinausgehen  will  oder  kann,  und  die  Trag- 
weite der  Mittel  zn  prüfen,  mit  denen  man  zum  Ziele  zu  gelangen 
hoflft/*   Hiernach  soll  also,  wer  ein  unbekanntes  Land  erforschen  will, 
die  Grenze  vorher  bestimmen,  bis  zu  welcher  es  ihm   möglich  sei 
vorzudringen?    Diese    Grenze  liegt  ja  gerade   in  der  Gegend,  Ton 
welcher  er  am  wenigstens  weiss,   über  die  ihm  daher  am  wenigsten 
ein  Urteil  zukommt.   Dies  zeigt  sich  gleich  bei  der  ersten  Frage  nach 
der  allgemeinen  Competenz  des  menschlichen  Geistes;  denn  derYe^ 
fasser  sagt,   sie  könne  nicht  entschieden  werden,    man   müsse  die 
Competenz  zur  Hypothese  niachen.    D.  h.   doch,  die  RechtfertignBg 
kommt  später,  die  Grenze  wird  nicht  vorher  festgestellt,  der  Grund- 
satz bleibt  unausgeführt.    Die  zweite  Frage  betrifft  den  Gegenstand 
der  Untersuchung.    Das  Lebendige  entzieht  sich  der  mathematisdien 
Behandlung,   die  leblose  Materie  hingegen  beherrscht,  wie  der  Ver- 
fasser meint,   der  Geist  in  jeder  Beziehung   und  vollkommen,  eine 
ebenso  grundlose  wie  unschädliche  Behauptung,  denn  die  zeitweiligen 
Mängel  der  Beherrschung  machen  sich  bald  genug  von  selbst  bemerk- 
bar.   Der  Kern  der  ganzen  Auslassung  ist:   Ich  will   mich  bloss  mit 
der  unorganischen  Katur  beschäftigen,  weil  die  organische  zu  grosse 
Schwierigkeiten  bietet.    Diesen  Grund  wird  wol  jedermann  gern  gelten 
lassen  und  zufrieden  sein ,  wenn  der  Verfasser  mit  der  erstem  fertig 
wird.    Zum  Schluss  wird  noch  eine  Aehnlichkeit  gefunden  zwischen 
den  Himmelskörpern  und  den  Atomen,  welche  als  leitende  Analogie 
zur  Annahme  der  letzteren  dient.    Unter  diesem  Gesichtspunkt  bildet 
die  Doctriii  von  der  Natur  des  Stoffes  das  Bindeglied  zwischen  Astro- 
nomie, Physik  und  Chemie. 

Die  Annahme  in  Betreff  der  Constitution  der  Materie  ist  nim 
folgende.  Die  Materie  besteht  aus  Atomen  und  Aether;  die  Atone 
sind  starre  homogene  Kugeln;  sie  erfüllen  den  Raum  innerhalb,  der 
Aether  den  ganzen  Raum  stetig*,  der  Aether  durchdringt  die  Atome 
widerstaudlos ;  die  Atome  ziehen  den  Aether  an,  ob  auch  einander, 
ist  nicht  gesagt;  der  Aether  widersteht  elastisch  der  Yerdichtimg. 
hat  im  indifferenten  Zustande  eine  constante  Dichtigkeit,  durch  Ab- 
Ziehung  der  Atome  verdichtet  er  sich;  die  Anziehung  kommt  nw 
durch  Fortpflanzung  zustande,  eine  Aufstellung  der  indes  nirgends 
Folge  gegeben  wird,  das  Anziehungsgesetz  ist  vielmehr  ^eich  an* 
anglich  das  Newtou'sche.  Die  Naturerscheinungen  sollen  durch  Bo- 
tation  der  Atome  erklärt  werden,  welche  der  Verfasser  stets  als  t«- 
buudon  mit  Rotation  des  Aethers  darstellt,  ohne  jedoch  zu  sagen,  ob 
und  wie  eins   durch  das  andre  bewirkt  wird;  von  Translation  der 
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Atome  ist  £ut  nirgends  die  Rede.  Die  (retUltnng  des  Aethera  unter 
dem  Einflnsso  erst  der  Anziehung ,  daan  der  Rotation  eines  ieolirten 
Atoms  wird  einer  Rechnung  unterzogen,  diu  jedoch  in  Ermangelung 
der  notwendigen  Angaben  nnverstäudlich  ist,  nachher  auch  auf  das 
System  der  Atomo  ausgedehnt  wird.  Aas  ihr  resnltirt  die  sogenannte 
Folstrahtung  nnd  ActhercapacitäL  Die  Polstrahlung  soll  bemach 
auch  der  Lichtstrahlung  zugnmdo  liegen.  Im  übrigen  wird  manches 
mathematisch  behandelt,  andres  nicht.  Der  Verfasser  hätte  bei  seiner 
nicht  zu  bezweifelnden  nut thematischen  Bc^higung  für  seinen  Zweclc 
gowiss  mehr  erreicht,  wenn  er  statt  seiner  Universal betrachtung  nur 
■einen  Punkt  ordentlich  durchgeführt,  namentlich  gezeigt  h&tte,  wie 
auf  eiu  Coutinunm  oiue|,Lichttheono  gebaut  werden  könne.  Gebt  das 
Hiebt,  so  ist  die  Hypothese  dber  die  Constitution  der  Materie  ziem- 
lieh zwecklos.  Hoppe. 


Ijebrbiieher,  Sammlungen  nnd  Tabellen. 

Lehrbuch  der  Elementar-Matbematik.  II.  Thoil.  Lehrbuch  der 
Elementar-Geometrio  fUr  den  Scbulgcbrauch.  Von  Jobann  Karl 
Becker,  Professor  der  Mathematik  nnd  Physik  am  Gymnasium  in 
W«theim  am  Main.  Drittes  Bach.  Das  Pensum  der  Prima.  Ste- 
reometrie, sphärische  Trigonometrie  nnd  Kegelschnitte.  Mit  77  in 
den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Berlin  1879.  Weidmann. 
216  S. 

Vier  Schriften  desselben  Verfassers,  und  unter  diesen  3  Teile 
des  Qcsammtwerks,  zu  welchem  das  gcgenwELrtigc  Lehrbuch  gehOrt, 
sind  im  244.  247.  nnd  251.  litt.  Ber.  besprochen.  Die  Stereometrie, 
welche  gewöhnlich  als  synthetische  Verwertung  der  plani metrischen 
Doctrin  für  das  weitere  Gebiet  des  Raumes  erscheint,  wird  hier  viel- 
mehr als  allgemeinere  Doctrin  aufgefasst,  die  sich,  wenigstens  im  An- 
&ng,  nicht  auf  die  vorausgehende  Behandlung  der  Planimetrie  stützt, 
sondern  im  Gegenteil  in  der  Grundlegung  noch  weiter  als  letztere 
snrückgreift.  Die  Grundbegriffe  der  Geometrie  werden  mit  ausser- 
ordentlicher Gründlichkeit  und  Ausführlichkeit  entwickelt  Das  Sta- 
dism  der  Riomann'schen  Schriften  hat  sichtlich  den  Verfasser  anf  dlo 
Beachtung  der  wichtigen  Punkte  gelenkt.  So  entsprechen  auch  die 
.  aufgestellten  6  Axiome  (eine  Zahl  die  nicht  als  feststehend  zu  be> 
trachten  ist)  im  ganzen  den  Beschränkungen  des  empirischen  Raumes 
nach  Riemaun.  Die  didaktische  Verarbeitung  der  von  Riemann  auf- 
genommenen Ideen  ist  zum  grossen  Teil  mit  Glack   and   Geschick 
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ausgeführt,  doch  geht  wol  manches  über  das  Ziel  des  Schnlunterrichts 
hinaas.    Das  ausführliche  Eingehen  auf  den  allgemeinem  Grössen- 
begriff,   der  nachher  auf  die  Raumgrösse  eingeschränkt  wird,  möchte 
wol  kaum  von  Nutzen  für  die  Deutlichkeit  sein.    Dagegen  lässt  sich 
im  Entwickelungsgang  der  Begriffe  von  der  wirklich  räumlichen  Aus- 
dehnung an  schwerlich  ein  Glied  entbehren.    Bemerkenswert  ist  z.  6. 
dass  erst  die  kürzeste  Linienverbindung  zwischen  2  Punkten,  durch 
sie  der  Abstand,  dadurch  die  Kugel,  dann  die  Rotation  und  der  Kreis, 
dadurch  die  Gerade  erklärt  wird,  dass  also  die  Gerade  zweimal,  mit 
Einschaltung  anderer  Elemente,  Gegenstand  der  Erklärung  ist,  erst 
als  Kürzeste,  nachher  al?  Unveränderliche  bei  Rotation.    In  der  Tat 
liegt  aber  der  letztem  Erklärung  der  Begriff  des  Abstands  zugrunde; 
denn  ohne  ihn  ist  eine  Bewegung  einer  Figur,  im  strengen  Sinne, 
d.  h.  unter  der  Voraussetzung,  dass  sie  sich  congraent  bleibt,  nicht 
denkbar;  für  den  Begriff  der  Congraenz  war  er  erforderlich.    Die  Er- 
klämng  der  kürzesten  Verbindung  enthält  eine  Lücke ,  wie  deren  im 
Buche  sonst  keine  vorkommt ,   und  die  auch  in  einer  Anmerkung  so 
gut  wie  eingestanden  wird.    Dass  die  Verbindung  zweier  verschiede- 
ner Punkte  ein  Minimum  hat,   kann  nicht  bewiesen   werden.    Das 
Minimum  ist  überhaupt  keine  absolute  Grösse ,  denn  wir  können  die 
Linieneinheit,  und  proportional  die  Welt,  beliebig  vergrössem  od^ 
verkleinern.    In  einer  so  exacten  und  gründlichen  Bearbeitung  wie 
die  gegenwärtige  durfte  dieser  Umstand  nicht  verhüllt  werden.   Im 
Texte  ist  es  als  unrichtig  zu  bezeichnen,  dass  durhh  das  Wort  „mit- 
hin^' die  Existenz  eines  Minimums   als  Consequenz  hingestellt  wird. 
Die  Anmerkung  aber  beruft  sich  zur  Ergänzung  des  Fehlenden  aaf 
die  Anschauung,  mit  Unrecht,  denn  znr  Anschauung  gehört  notwendig 
und  untrennbar  die  gerade  Linie,  von  der  erst  später  die  Rede  ist 
In  der  nach  letzterer  Stelle  folgenden  Anmerkung  steht  in  der  Tat 
das  Axiom  (L),  welches  an  crsterer  Stelle  schon  unentbehrlich  war. 
Im  247.  litt.  Bcr.  p.  29.  ist  an  einem  Beispiele  gezeigt,  wie  die 
unmittelbare  Anschauung,  welche,  wie  es  nicht  anders  sein  kann, 
stets  auf  oberflächlicher,  uncontrolirter  Beobachtung  bombt,  fehl  geben 
kann.    Bezüglich  darauf  sagt  der  Verfasser  in  einer  Anmerkung  zsm 
gegenwärtigen  Vorwort:  seine  Ueberzeugung  von  der  Möglichkeit  nad 
Zuverlässigkeit  mathematischer   Erkenntniss   aus   unmittelbarer  An- 
schauung sei  durch  jenes  Beispiel  —  denn  darin  bestand  der  ,J3b- 
wand"  wie  cr's  nennt  —   nicht  altcrirt  worden.    Dass  in  jenem  Bei- 
spiel das  von  ihm  durch  ein  Axiom  sanctionirte  Urteil  unmittelbaref 
Anschauung  irrte,  hat  er  nicht  in  Abrede  gestellt.    Ein  Urteil  kam 
also  in  einem  unbewussten  Falle  falsch  sein;  dennoch  ist  es  mser- 
lässig!    Der  gleiche  Fall  kommt  hier  von  neuem.    Der  Behauptsng, 
dass  unter  allen  Verbindungen  zweier  Punkte  eine  die  kleinste  sei, 
wird  der  Anfänger,   der,  wenn  er  nach  unmittelbarer  Anschsom^ 


Litterarischer  Bericht  CCLVL  38 

urteilt,  die  Vorstellung  der  geraden  Linie  nicht  nach  dem  Gedanken- 
gang des  Buchs  entwickeln  kann,  sondern,  weil  er  sie  einmal  besitzt, 
auch  notwendig  in  Anwendung  bringen  muss,  leicht  beistimmen.  Diese 
Boistimmung  gründet  sich  dann  nicht  auf  Einsicht,  sondern  auf  Täu- 
schung. Auch  ist  hier  das  Ergebniss  des  vermeintlichen  Erkennens 
nicht  einmal  wahr.  Denn,  wenn  die  Existenz  eines  Minimums  aus  der 
Verschiedenheit  der  Punkte  notwendig  folgte,  so  müssto  das  Minimum 
eine  bestimmte  Grösse  sein,  und  so  wird  auch  die  unmittelbare  An- 
schauung urteilen.  In  Wirklichkeit  aber  ist  es  eine  ganz  willkürliche 
Grösse,  keiner  Zahl  gleich  und  aller  Bestimmung  ausser  sich  selbst 
entbehrend.  Dieser  Punkt  ist  so  ausführlich  besprochen  worden,  weil 
er  sich  ganz  besonders  eignet  darzutun,  dass  die  Erklärung  der  Axiome 
als  ursprüuglicli  evidente  Sätze  unhaltbar  ist.  Eine  solche  Erklärung  setzt 
die  eingewurzelte  Meinung  (dd|(y)  an  die  Stelle  der  exacten  Erkenntniss 
{iniaTrjfifj)  und  stellt  dadurch  die  Mathematik  auf  den  vorplatoni- 
schen Standpunkt.  Dass  man  sich  sosehr  gegen  die  Anerkennung  der 
Axiome  als  Hypothesen  wehrt,  kommt  hauptsächlich  von  dem  Mis- 
brauch  des  Wortes  Hypothese.  An  eine  wissenschaftliche  Hypothese 
muss  man  dieselben  Anforderungen  stellen  wie  an  ein  Axiom:  sie 
muss  einfach  sein,  darf  nicht  vielerlei,  nicht  mangelhaft  bestimmte 
Punkte  enthalten,  die  sich  einzeln  bejahen  und  verneinen  lassen,  und 
muss  alle  Möglichkeiten  zu  überschauen  gestatten.  Der  Glaube  an 
die  Wahrheit  des  Aufgestellten  ist  in  gleichem  Falle  bei  der  Hypo- 
these wie  beim  Axiom;  mit  der  Doctrin  selbst  hat  er  nichts  zu  tun, 
er  ist  Antrieb  zum  liernen,  wuchst  mit  dem  auf  der  Hypothese  ruhen- 
den Wissensinhalt  und  wird  unumstösslich .  sobald  niemand  sich  zu- 
ti'aut  letztern  auf  andrer  Grundlage  neu  zu  schaffen.  Durch  die  Auf- 
fassung der  Axiome  als  Hypothesen  gelangen  wir  erst  zur  vollen 
Aufrichtigkeit  gegen  die  Schüler;  die  Ambition  des  absoluten  Wissens, 
welche  noch  nie  der  Einsicht  förderlich  gewesen  ist^  wird  dadurch  als 
Selbsttäuschung  verurteilt. 

Die  Abschnitte  des  Buchs  sind:  1)  Grundbegriffe,  Beziehungen 
zwischen  Geraden,  Ebenen,  Kugel-,  Kegel-  und  CylinderÜächen  woran 
sich  Aufgaben  schliessen;  2)  Körperlehre  der  Stereometrie  im  engem 
Sinne;  3)  Sphärik  und  sphärische  Trigonometrie;  4)  Kegelschnitte. 
Im  1.  Abschnitt  waltet  der  logische  Gesichtspunkt  dermassen  vor,  dass 
die  Systematik  etwas  dadurch  beeinträchtigt  worden  ist.  Letztere  ist 
besonders  notwendig  bei  der  Lehre  von  der  Lage  der  Geraden  und 
£bonen,  deren  Kenntniss  ohne  völlige  Vertrautheit  wonig  nützen 
kann ;  dazu  aber  wird  eine  übersichtliche  Zusammenordnung  der  Sätze 
erfordert;  hier  ist  das  Zugehörige  zu  weit  getrennt.  Auf  die  Vol- 
lendung in  logischer  Beziehung  soll  deshalb  noch  immer  der  Haupt- 
wert  gelegt   werden.     Aber  gerade   damit  diese   sich    eine    höhere 
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Scb&tznng  enrerben  könne,  darf  das  L^irbnch  nicht  in  andrer  Hinr 
sieht  gegen  weniger  grfindlich  bearbeitete  im  Nachteil  stehen.  Maa 
moss  beide  Genchtsponkte  zn  vereinigen  streben,  keinen  aaf  Kosten 
des  andern  massgebend  machen,  was  sich  nicht  von  vom  heran  ftr 
unmöglich  erkl&ren  lässt.  Die  Aufgaben  sind  erst  solche  mit,  daon 
ohne  Lösung,  darauf  folgen  zu  beweisende  Sätze.  Die  Ge^enstiade 
der  übrigen  Abschnitte  sind  selbstverständlich;  nur  die  der  Sphärik 
sind  aus  der  Wahl  des  Verfassers  hervorgegangen.  Die  Eigenschaften 
der  Kegelschnitte  werden  aus  dem  ebenen  Schnitt  des  Kegels  het- 
geleitet  In  methodischer  Beziehung  ist  das  Buch  der  Beachtung  sehr 
zu  empfehlen,  weniger  als  ein  vollendetes  als  ein  mit  ongewöhnlicbwr 
Befähigung  und  Sorgfalt  selbständig  bearbeitetes.  Hoppe. 


Die  Kegelschnitte  behandelt  für  die  oberen  Classen  höherer  Lell^ 
anstalten  von  M.  Simon,  Oberlehrer  am  Kaiserl,  Lycänm  in  Strasi- 
burg,  und  A.  Miliuowski,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Weissen- 
burg  im  Elsass.  Zweite  Abtheilnng:  Ellipse  und  Hyperbel  von  A 
Milinowski.  Miti5  lithographirten  Tafeln.  Berlin  1879.  S.  Cal- 
vary  u.  Co.    66  S. 

Es  werden  die  Haupteigenschaften  von  Ellipse  und  Hyperbel 
nach  der  Methode  der  neuem  synthetischen  Geometrie  in  einfachster 
Weise  hergeleitet,  die  Begriffe  und  Sätze  dieser  Doctrin  aber  nicht 
als  bekannt  vorausgesetzt,  sondern  gleich  anfangs  elementar  definirt 
und  entwickelt.  Zu  diesem  Zwecke  geht  der  Lehre  von  den  K^- 
schnitten  ein  Abschnitt  mit  dem  Titel:  „Harmonische  Eigenschaften'^ 
—  voraus,  welcher  mit  dem  Brianchon'sche  Satze  ftlr  den  Krds 
schliesst  Den  letzten  Teil  des  Buches  bilden  228  Aufgaben,  die 
schwierigen  mit  erleichternden  Weisungen.  H. 


Methoden  und  Theorien  zur  Auflösung  geometrischer  Gonstrac- 
tionsaufgaben,  angewandt  auf  etwa  400  Aufgaben  von  Dr.  Jul.  Pe- 
tersen, Docent  an  der  polytechnischen  Schule  zu  Kopenhagen, 
Mitglied  der  königlich  dänischen  Gesellschaft  der  Wissenschafiei. 
Unter  Mitwirkung  des  Verfassers  nach  der  zweiten  Auflage  des  Ori- 
ginals ins  Deutsche  übertragen  von  Dr.  R  von  Fischer-Benzon, 
Oberlehrer  am  Gymnasium  in  Kiel.  Kopenhagen  1879.  Andr.  Frei 
Host  n.  Sohn.    108  S. 

Das  Buch  ist  eine  Sammlung  planimetrischer  Angaben  ftr  reii 
constructive  Lösung,  welche  nach  den  Methoden  der  Lösung  geordnet 
und  ausgewählt  sind.  Dass  jedem  Abschnitt  eine  Anweisung  oua 
Suchen  der  Lösung  vorausgeht,  kann  man  nicht  als  onterscheidBod 
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ansehen,  da  dasselbe  auch  in  andern  Aufgabensammlungen  geschieht. 
In  dieser  Anweisung  ist  hier  ein  synthetischer  Fortschritt.  Der  erste 
Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  den  geometrischen  Oertem.  Ein  durch 
2  Bedingungen  bestimmter  Punkt  ist  Durchschnitt^ der  2  Oerter,  deren 
jeder  einer  Bedingung  genügt.  Es  kommt  dann  darauf  an,  dass  jeder 
Ort  eine  Gerade  oder  ein  Kreis  sei,  damit  er  Construction  mit  Zirkel 
und  Lineal  zulässt.  Von  dieser  Eigenschaft  wird  eine  grosse  Anzahl 
au%eftthrt,  mit  der  Bestimmung,  dass  ihre  Kenutniss  zur  Verwendung 
bereit  sein  soll.  Eslfolgen  dann  viele  Aufgaben,  die  sich  direct  durch 
sie  lösen  lassen.  Die  erste  Erweiterung  ist  die  „Multiplication  der 
Figuren",  d.  h.  Construction  ähnlicher  ähnlich  liegender  Figuren. 
Später  folgt  die  Transpositiou,  erst  durch  Parallelverschiebung,  dann 
durch  Drehung.  Diese  Operationen  sollen  an  Teilen  der  Figur  ver- 
sucht werden,  wenn  bei  unmittelbar  vorliegender  Lage  der  Teile  sich 
die  Oerter  nicht  construiren  lassen.^Für  jede  Art  folgen  viele  Auf- 
gaben. H. 


Aufgaben  zur  Ditferential-  und  Integralrechnung  nebst  den  Re- 
sultaten und  den  zur  Lösung  nöthigen  theoretischen  Erläuterungen. 
Von  Dr.  H.  Dölp,  weiland  Professor  am  Polytechnikum  in  Darm- 
stadt Dritte,  sorgfältig  durchgesehene  Auflage.  Giessen  1878.  J. 
Ricker.    209  S. 

Die  letzte  Auflage  ist  von  K.  Hattendorff  veranstaltet,  und  soviel 
als  möglich  unverändert.  Die  Aufgaben  beziehen  sich  auf  Differen- 
tiation der  Functionen,  nebst  einigen  Anwendungen,  Maxima  und 
Minima  u.  a.,  ferner  auf  Integration  der  Functionen  1  Variabein,  zu- 
letzt auf  geometrische  Anwendungen,  die  sich  indes  nur  über  die  ele- 
mentarsten Lehren  von  den  ebenen  Curven  und  daraus  durch  Rota- 
tion erzeugte  Figuren  erstrecken.  Jedem  Abschnitt  geht  die  Theorie 
voraus.  Ausser  dem  letzten,  welcher  wol  nicht  als  Hauptsache  be- 
trachtet worden  ist,  möchten  die  Aufgaben  über  Maxima  und  Minima, 
deren  nur  32  für  1  Variabein,  13  für  2  Variabein,  sämmtlich  mit 
gegebenen  analytischen  Ausdrücken,  aufgeführt  sind,  eine  Vermehrung 
zu  wünschen  lassen.  H. 


Hilfstafeln  für  Messungen  elektrischer  Leitungswiderstände  ver- 
mittelst der  Eirchhoff-Wheatstone'schen  Drahtcombination,  berechnet 
von  Eugen  Obach,  Dr.  phil.  Mit  2  lithogr.  Tafeln.  München  1879. 
R.  Oldcnbourg.    16  (Erklärung)  +  41  (Tafeln)  Seiten. 

Die  Tafeln  geben  für  alle  ganzen  Zahlen  x  von  1  bis  999  den 
Wert  von 
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und  dessen  Logarithmiis  auf  5  SteDen.  In  dieser  Function  dridt 
sich  nämlich  der  eine  Factor  des  zn  messenden  Widerstandes  in  einm 
zwischen  A  nnd  B  gehenden  Strome  ans,  wenn  A  nnd  B  nnter  sd 
nnd  mit  einem  dritten  Punkte  C  dnrch  Drihte  verbunden  sind,  lad 
das  Ende  eines  Drahtes  CD  längst  AB  so  geschoben  wird,  dass  der 
dnrch  CD  gehende  Strom  sich  anf  nnll  redncirt.  wo  AB  =  lOUX 
AD  =  X  gesetzt  ist.  Der  Xntzen  der  Tafel  wird  jedem^  der  den  f^ 
nannten  Apparat  gebraucht,  deutlich  sein.  H. 


Mechanik. 

On  the  fundamental  formnlae  of  dynamics.  Br  J.  W.  Gibbs, 
Xew  Haren,  Connecticut.  From  tho  American  Journal  of  ^[athematks. 
U.    1879.    p.  49—^. 

Der  Yerfiisser  vollzieht  einige  Transformationen  an  der  Alembeit- 
sehen  Gleichung.  £r  leitet  zuerst  eine  analoge  Gleichung  daraus  aK 
in  welcher  an  die  SteQe  der  Variationen  der  Coordinaten  die  Va- 
riationen der  Beschleunigungscomponenten  treten.  Er  erweitert  diu 
die  Einfährung  der  Zwangsgleichnngen.  indem  er  auch  Ungieidinogn 
zuzieht  Die  Beschleunigungscomponenten  nnd  ihre  Variationen  ver- 
einigen sich  zur  Variation  des  halben  Quadrats  der  BescUeunigsn;. 
Es  werden  Fälle  von  Unstetigkeiten  und  solche  behandelt,  wo  ät 
Variationen  keine  Differentiale  sind.  Die  neue  Formel  wird  mit  der 
Gleichung  der  virtuellen  Geschwindigk^ten  verglichen,  zuletzt  Folr 
gerungen  anf  Eigenschaften  der  Bewegung  daraus  gezogen.      H. 


Ehsticitit  Aknstik  ond  Optik. 

Vowel  theories.  Bv  Alexander  Graham  BelL  (Readbefore 
the  National  Academv  of  Arts  and  Sciences^  Aprfl  15.  1879.'*  Ame- 
rican Jonmal  of  Otologr,  Julv  1S79.    d}  S. 

Der  Ver^ftsser  mnunt  es  ab  unbestritten  aal  dass  der  Untenchied 
dtT  Vocale  auf  der  Combiaaüon  ^eichzeitigia'  Tdae  beruht,  wekbr 
er  Partialtone  nennt,  und  untersucht  die  Frage^  ob  diese  ftrtialtöne 
\oa  Absoluter,  unabhängiger  Höhe  and  oder  in  coBStantem  Abstani 


LiUerarischtr  Bericht  CCLVI.  42 

vom  gesuDgeDen  Hanptton  variiren.  Die  Untersachnng  beginnt  mit 
Beobachtung  der  Organe.  Die  Mundhöhle  wird  als  aus  2  Teilen  be- 
stehend gedacht,  deren  Grenze  jedoch  der  Zeichnung  gemäss  der 
Zungenrücken  bildet,  so  dass  die  Zähne  als  unbeteiligt  erscheinen, 
der  vordere  Raum  noch  grösstenteils  hinter  den  Zählen  liegt.  Es 
werden  unterschieden  rouuded  vowels,  Vocale  mit  Verengung  der 
Lippenöffnung,  von  denen  mit  offenen  Lippen  und  high-front  vowels, 
Vocale  mit  Erhebung  der  Zunge,  von  denen  mit  gesenkter  Zunge, 
und  gefunden,  dass  jedem  so  gebildeten  Hohlräume  eine  eigene  Ton- 
höhe zukommt.  Wenn  man  hier  voraussetzt,  dass  die  Uöhe  der  Par- 
tialtöne  allein  durch  die  Grösse  der  Räume  bedingt  sei,  so  kann 
offenbar  das  Resultat  der  Betrachtung  nur  die  Unabhängigkeit  der- 
selben vom  Hanptton  sein.  Versuche  mit  Morey's  Phonautographen, 
welcher  die  Vibrationen  der  Töne  auf  berusstes  Glas  zeichnet,  gaben 
wenig  Aufschluss;  verschiedene  Vocale  bei  ungleicher  Tonhöhe  zeigten 
oft  ähnliche  Curven.  Der  Ausfall  war  im  ganzen  mehr  zugunsten  der 
Annahme  harmonischer  Partialtöne.  Für  mehr  entscheidend  hält  der 
Verfasser  die  Versuche  mit  Edison's  Phonographen,  welcher  die  Laute 
reproducirt.  Hier  zeigte  sich  der  bemerkenswerte  Umstand,  dass 
durch  beschleunigte  Rotation  die  Vocale  au  Rundung  zunahmen,  d.  h. 
dass  i  in  ü  übergieng,  auch  dass  die  Tonhöhe  variirte.  Es  wird  dann 
das  aus  Versuchen  mit  Phonograph  resultirende  Urteil  von  Jenkin 
und  Ewing  erwähnt,  welche  sowol  den  harmonischen  als  auch  den 
absoluten  Partialtönen  einen  Anteil  an  der  Unterscheidung  der  Vocale 
zuschreiben.    Der  Verfasser  hält  die  ersteren  für  die  wesentlichen. 

H. 


Vermischte  Schriften. 

Annali  di  matimatica  pura  ed  applicata  diretti  dal  prof.  Fran- 
cesco Briochi  in  Milano  colla  cooperaziono  dei  professori:  Luigi 
Cremona  in  Roma,  Eugenio  Beltrami  in  Pavia,  Enrico  Betti 
in  Pisa,  Feiice  Casorati  in  Pavia.  Serie  U.  Tomo  IX.  Milano 
1879.    G.  Bernardoni. 

Der  Inhalt  des  9.  Bandes  ist  folgender. 

Pepin:  Ueber  die  Differentialgleichungen  2.  Ordnung. 

Brioschi:  Ueber  eine  Classe  linearer  Differentialgleichungen 
2.  Ordnung. 

Herrn ite:  Ueber  die  Lame'sche  Gleichung. 
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Fuchs:  Uebcr  eine  Classe  von  Differcntialgleicfanngen,  welche 
durch  Abcl'sche  oder  elliptische  Functionen  integrirbar  sind. 

Geiser:  Ueber  die  Theorie  der  ebenen  Curven  -L  Grades. 

Casorati:  Untersuchungen  über  die  algebraischen  Differcutial- 
gleichungcn. 

Ilenneberg:  Bestimmung  der  niedrigsten  Gassenzahl  der  alge- 
braischen HkUnimalfiächen. 

Henneberg:  Ueber  die  unendlich  kleinen  Schwingungen  welche 
ein  Faden,  der  an  dem  einen  Endpunkte  befestigt  und  an  dem  andern 
durch  ein  Grewicht  belastet  ist,  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  nnd 
einer  anfänglichen  Gleichgewichtsstörung  ausführt 

Halphen:  Ueber  die  singulären  Liuien  der  algebraischen  Flächen. 

Kiepert:  Ueber  die  Auflösung  der  Gleichungen  5.  Grades. 

B r losch i:  Bemerkung  zur  vorhergehenden  Abhandlung. 

Weber:  Ueber  die  Transformationstheorie  der  Thcta-P'unctioncn. 
insbesondere  derer  von  3  Veränderlichen. 

Br losch i:  Ueber  eine  Classe  von  Modulargleichungen. 

Tonelli:  Ueber  einen  Satz  aus  der  Theorie  der  Functionen. 

Henneborg:  Ueber  die  elastischen  Schwingungen  einer  isotropen 
Kugel  ohne  Einwirkung  von  äussern  Kräften. 

Schering:  Bei  der  hundertjährigen  Geburtstagsfeier  yuü  Karl 
Friedrich  Gauss  (übers,  v.  Prof.  Beltrami). 

Christof  fei:  Ueber  die  canonische  Form  der  Riemann'schen 
Integrale  1.  Gattung. 

Harnack:  Ueber  algebraische  Differentiale. 

Malet:  Ueber  ein  Problem  in  der  Algebra.  H. 


Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei  anno  CCLXXVI.     1 878—79. 
Serie  terza.    Transunti.    Volume  III.    Roma  1879.    Salnucci. 

Der  Inhalt  an  mathematischen  Abhandlungen  ist  folgender. 

Battaglini:  Ueber  die  Complexe  2.  Grades. 

De  Gasparis:  Product  zweier  Determinanten  für  SIndices  aas- 
gedrückt durch  eine  gewöhnliche  Determinante. 
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Brioschi:  Ueber  dio  ModnlargleichuDg  8.  Grades. 

Crcmona:  Zum  Andenken  an  den  am  16.  Not.  1878  zu  Rom 
verstorbenen  Mathematiker  Domenico  Chelini. 

Chizzoni:  Ueber  Fl&clfen  undLinieii  als  Orte  oder  Einhüllende 
von  Geraden,  welche  die  entsprechenden  Punkte  zweier  homographi- 
Bchen  ebenen  Curzen  verbinden  (Bericht  von  Cremona). 

De  Gasparis:  Ueber  den  Ausdruck  eines  der  Correctionsterme 
der  elliptischen'  Coordinaten  in  der  Theorie  der  planetarischen  Stö- 
rungen. 

S.  Cantor:  Eine  einfache  Erzeugung  der  Jacobischen  Cunen 
eines  Netzes  von  Curven  3.  Ordnung. 

Jenkins:  Ueber  die  säculare  Variation  der  Magnetnadel  in 
London  seit  1580. 

De  Gasparis:  Ueber  einige  elliptische  Elemente  in  der  Func- 
tion der  mittlem  Anomalie  ausgedrückt  in  Teilen  des  Radius. 

Winterberg:  Ueber  die  geodätische  Linie.  Drittes  Problem. 
Analysis  der  sphäroidischen  Dreiecke.    (Bericht  von  Cremona). 

De  Gasparis:  Ueber  den  reciproken  Wert  des  Kubus  des  Ra- 
diusvectors  eines  Planeten  entwickelt  nach  Potenzen  der  Zeit. 

Saviotti:  Ueber  eine  neue  allgemeine  Methode  der  Zusammen- 
setzung der  Kräfte  und  deren  Erweiterung  auf  die  Rechnung  der 
,.travaturc  reticolari".    (Bericht  von  Cremona). 

F.  Klein:  Ueber  die  Resolvente  11.  Grades  der  Modulargleichung 
12.  Grades. 

Villari:  Ueber  die  thermischen  und  galvanometrischen  Gesetze 
der  elektrischen  Funken,  welche  durch  voUständige  und  partielle  Ent- 
ladungen der  Condensatoren  hervorgebracht  werden. 

Cantoni:  Ueber  die  im  Innern  der  Liquida  difiundirten  Dämpfe. 

Brioschi:  Ueber  die  Gleichung  des  Oktaeders.  H. 
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